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Рассмотрим матричное дифференциальное уравнение 

dX
—  = A ( t ) X  + X B ( t) + F0 ( t ,X ) + ÄF1 ( t ,X ), X  є  Жвхв, ( 1)

г д е  A, B  є  С (I , Михи ) , F  (i = 0,1) є c ( D p,K"x") , I  = [0,®] , Dp = { ( t,X ): t є  I, 

llXll < p }, F ( t , X ) . Предположим, что функции F j ( t ,X ) удовлетворяют в D p  относи­

тельно X  условию Липшица (локально); Ft (t,0):£ 0.
В конечномерной банаховой алгебре В  (n ) непрерывных матриц-функций с нормой 

||X ||с = max IX  ( t)|| будем исследовать двухточечную краевую задачу для (1) с условием

M X  (0 Д )  + N X  (® Д ) = 0 , (2)

где IHI -  подходящая норма матриц в рамках определения этой алгебры, например, 
любая из норм, приведенных в [1 , с. 2 1 ], M ,N  -  вещественные (n х n ) -матрицы.

Данная работа является продолжением и развитием [2, 3 (см. также [4, § 1.1])]. 
С помощью метода [5] получены конструктивные достаточные условия однозначной 
разрешимости задачи ( 1), (2 ), алгоритм построения решения, а также оценка его об­
ласти локализации.

Введем следующие обозначения:
Dp ={(t, X ): t є  I , ||x || < p}  , Я[ = m ax |\U (t )|| , Я2 = m a x |u -1 (t)|| , m =  m ax|\V  (t )|| ,

m2 = max|V  і ( t^  , P  = U ~1 (®)N~lM  , Q = - V (® ) , ^ = ||ф-^ ,  m = max{||P||,||ö||},

© Лаптинский В. Н., 2019 
© Маковецкий И. И., 2019Эл

ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А.
 Ку
ле
шо
ва



МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ 13

h. = max 11 Fi ( t , 0 ) | , q = yX0/u0m®L , p  = yX0m0m®h , F  (t, X  Д )  = F0 (t, X  ) + ^ F 1 (t, X  ) , 

L = L0 + sL l , h = h0 + є \ ,  є= Щ ,

где t є  1 , 0 < p  < p , X0 = X X , m  = m m , Ф -  линейный оператор, ФХ = P X  -  X ß ,

L. = Lt (p )  > 0 -  постоянные Липшица для F  ( t,X ) в Dp.
Лемма. Пусть выполнены условия:

1) det N  Ф 0;
2) матрицы P, Q не имеют общих характеристических чисел;
3) q <1;
4) p  / ( 1 -  q ) < p .

Тогда в области Dp решение задачи (1), (2) существует и единственно. Это реш е­
ние представимо как предел равномерно сходящейся последовательности матричных 
функций, определяемых рекуррентным интегральным соотношением и удовлетворя­
ющих условию (2), при этом справедлива оценка ||Х||С < p  / (1  -  q ).

Д оказательство. Сначала выведем матричное интегральное уравнение, эквива­
лентное задаче (1), (2). Пусть X  = X (t,X) -  решение задачи (1), (2). Тогда из (1) имеем

t
X  ( t) = U ( t) X  ( 0 )V  (t ) + U (t ) j U - 1 ( r )  F  (r , X  ( r )  ,X )V _1 ( r )  d rV  (t ), (3)

0

где U ( t), V ( t ) -  соответственно решения уравнений
dU . / \ _ T dV  / %
~dt ~ (t) , ~dt ~ , 

при этом U (0) = V  (0) = E  -  единичная матрица; для компактности изложения формул

вместо X  ( t , X) принимаем X  ( t).
Из (3) имеем

X (0 ) = U -l ( t) X (t )V -1 ( t) -  j U -1 F (t ,X ( t ) ,X )V -l ( t ) d T , (4)
0

X  (®) = U ( ® ) U ( t ) X  (t )V (t )V  (®) +

+U (® )j U - 1 ( t ) F  (t , X  (t ) ,X)V - 1 (t ) drV  (® ). (5)
t

Подставляя (4), (5) в левую часть условия (2), получим
t

M X  (0 ) + N X  (®) = M U  - 1 (t ) X  (t )V - 1 ( t ) -  M  j  U -1 (t ) F  (t , X  ( r ) , X )V - 1 ( r )  d r  +
0

+N U  (® )U  - 1 ( t ) X  (t )V -1 (t )V  (®) + N U  (® )j U - 1 ( r )  F  (r , X  ( r )  ,X )V -1 ( r )  drV  (®).
t

Отсюда имеем на основании (2)

M U  - 1 ( t ) X  (t )V - 1 ( t ) + N U  ® ) U  - 1 (t ) X  ( t )V - 1 (t )V (®) =
t

= M  jU _1 ( t ) F ( t , X ( t ) ,^ )V _1 ( t )d r  -  
0

-  N U  ( ® ) j U ( r )  F  (r , X  ( r )  ,X )V -1 ( r )  d rV  (®)
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и далее на основании условия 1)
U - 1 (®) N -1M U  - 1 ( t) X  (t )V -1 ( t) + U - 1 ( t ) X  (t ) V 1 (t )V  (a )  =

t
= U -1 (® )N~lM j U -1 ( r ) F ( r ,X ( r ) ,X )V -1 ( r )d r  -

® 0
- j U -1 ( r ) F ( r ,X ( r ) ,X )V -1 ( r ) d r V (®) .

С учетом принятых обозначений из (6 ) имеем

PU -1 (t)X (t)V-1 (t) -  U-1 (t)X (t )V -1 (t) Q =

t ®
= P j U -1 ( r ) F ( r ,X ( r ) ,X )V - 1 ( r )d r  + j U -1 ( r ) F ( r ,X ( r ) ,X )V -1 ( r ) d z Q , 

0 t 
или в форме с оператором Ф :

H U -  (t )Х  (t ) V -1 (t )}=
t

= P  j  U - 1 ( r )  F  (r , X  (r) ,X ) V -1 ( r )  d r  +

(6 )

+ j U ■1 ( r )  F  ( r  ,X (r) ,X )V  1 ( r ) drQ  . (7)

Так как матрицы P, Q не имеют общих характеристических чисел (см. условие
2) данной леммы), то, согласно [6 , с. 207], оператор Ф однозначно обратим, при этом 
оператор Ф-1 является линейным и ограниченным. На основании обратимости оператора 
Ф от уравнения (7) придем к следующему уравнению:

X  (t ) = u  (t )<!ф-1
і

P  j U -  ( r ) F ( r ,X ( r ) ,X )V - 1 ( r )d r  +

+ j  U 1 ( r )  F  (r , X  ( r )  ,X )V  1 ( r )  drQ (8 )

Установим обратное: всякое непрерывное решение интегрального уравнения (8 ) 
является решением задачи (1), (2). Дифференцируя по t обе части (8 ), получим с учетом 
перестановочности операторов дифференцирования и Ф-1:

dX  ( t ) _ dU  ( t)

dt dt
!Ф - P j U -  ( r ) F ( r ,X ( r ) ,X )V - 1 ( r ) d r  +

+j  U 1 ( r )  F  (r , X  ( r )  ,X )V  1 ( r )  drQ

+ U (t){ф -1 [ p u ( t ) F ( t ,X ( t ) ,X )V -  ( t ) -  U -  ( t) F ( t ,X ( t ) ,X )V -  (t ) q ] } v ( t) -

+ u  (t )<!ф-1
I

P  j U -  ( r ) F ( r ,X ( r ) ,X )V -1 ( r )d r  +

+j  U 1 ( r )  F  (r , X  ( r )  ,X )V  1 ( r )  drQ
d V (t )

dt
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= A (t )U  (t )<!ф-1 p j  U -1 ( r )  F  ( r , X  ( r )  ,X )V -  ( r )  d r  +

to

+j U - ( t ) F ( t ,X ( r ) ,X)V~- ( t ) dzQ V  (t ) +

+U (t ){Ф-1Ф [ и -  ( t) F  (t, X  (t ) ,X)V-  (t )]}V ( t) + 

+ U (t) | Ф-1 P j U -1 ( r ) F ( r ,X ( r ) ,X )V -  ( r ) d r  +

+ j U ' ( z ) F ( t , X ( t ) ,X )V  ' ( t ) dzQ V  (t ) B (t ).

Отсюда с учетом (8 ) получим тождество

^  = A (t ) X  (t ) +  X  (t ) B (t ) + F  (t, X  (t ) ,X) .

Докажем, что решение уравнения (8 ) удовлетворяет краевому условию (2). Для этого 
вместо (8 ) рассмотрим эквивалентное ему уравнение (7) с учетом полученного тождества

ф  {U-  (t )Х  (t ) V -  (t )} =
= P jU -  ( t ) ( d X T V -  ( t ) -

0t
- j U -1 ( r ) (A ( r ) X ( r )  + X ( r ) B (r ) )V -  ( r )d r

j U-1( r ) (  dX  ( r ) ) V-1( r ) -  
[ t

- j u -  ( r ) ( A ( r ) X ( r ) + X ( r ) B (r ) )V -1 ( r ) d r  
t ]

Выполнив в (9) интегрирование по частям, получим

Ф {и  (t ) X  (t ) V (t )} =

= P [ u ( t )X (t )V -  ( t) -  X (0 ) -

Q . (9)

j
' dU -1 ( r )

d r
X  ( r )V -1 ( r )  + U -1 (t ) X  (r  )

d V -  ( T
d r

d r  -

- j U -1 ( r ) (A ( r ) X ( r )  + X ( r ) B (r ) )V -  ( r ) d r

- [ u ( ® ) X ( ® ) V ( ® )  -  U -1 ( t)X ( t)V - 1 ( t ) -

w,

j
' dU -  ( r )

d r
X ( r ) V - 1 ( r )  + U -  ( r ) X ( r )

d V -  ( T
d r

CO

- j u -  ( r ) ( A ( r ) X ( r ) + X ( r ) B (r ) )V  - ( r ) dz

d r  -

Q .

Отсюда имеем соотношение
- P X  ( 0 ) + U -1 (®) X  (® )V -1 ( r )  Q = 0, 

эквивалентное условию (2 ).
( 1 0 )
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Для исследования разрешимости уравнения (8 ) воспользуемся принципом Ба­
наха -  Каччиопполи [7, с. 605] сжимающих отображений. Запишем уравнение (8 ) в 
операторной форме

X  = Ц Х ) ,  (11)

где через L  обозначен нелинейный интегральный оператор, определяемый правой ча­
стью уравнения (8 ). Для произвольной матрицы X ( t), принадлежащей шару ||Х||С < p , имеем

||£ (X  )||< | |u  (t )||||ф -1| ||p|| j | U -  ( r ) F ( r ,X  ( r ) ,X )V -  ( r ) ||d r  +

+ j| |U 1 ( r )  F  (r , X  ( r )  ,X )V  1 (r)|| d r || Q|| V  (t )ll. ( 1 2 )

Поскольку ||F- ( t ,X )|| < Lt j]X|| + ht , то, продолжая оценки в ( 12 ), получим с исполь­
зованием принятых обозначений

I I А Х  )|| <  Kmrm®Xim [  L  ||Х | |С +  h ]  =  YKmm® ( L  ||Х І |С +  h )  <
< q p  + p  < q p  + ( 1 -  q ) p  = p .

Отсюда следует оценка

И X )lс < p .

(13)

(14)

Далее выясним вопрос о сжимаемости оператора L  в шаре ||Х ||С < p . Из (8 ) имеем
для всех Х , Y таких, что ||Х ||С < p , ||Y||С < p :

[ t £ (Х  ) - 4 Y ) =
= U (t){ф -1 P j u ( r ) ( F ( r ,X ( r ) ,X )  -  F ( r ,Y (r) ,X ))V -1 ( r )d r  +

+j  U 1 ( r ) (F  (r , X  ( r )  Д ) -  F  ( r ,Y ( r )  , l ) ) v  ‘( t )  drQ  j -V (t ). (15)

Выполнив оценки по норме в (15), аналогичные (12), (13), получим

\\Ц Х ) - £ ( Y)|| < YK m m®L \X  -  YlІС = q\\X  -  YlІС.

Отсюда следует соотношение

І И Х  ) - 4 Y )|| С < « IX  -  YU . (16)
Соотношения (14), (16) являются условиями принципа Банаха -  Каччиопполи при­

менительно к (11) в шаре j|Х||С < p . На основании этого принципа заключаем: уравнение 
(8 ) однозначно разрешимо в области Dp. Стало быть, решение задачи (1), (2) существует 
и единственно в указанной области.

Изучим вопрос отыскания решения уравнения (8 ). Для построения этого решения 
воспользуемся классическим методом последовательных приближений (см., например, 
[7, с. 605]). Применительно к (8 ) имеем

X ,+1 ( t) = U ( t и Ф -1 P j U -  ( r ) F ( r ,X k ( r ) ,X )V -  ( r ) d r  +

+j  U 1( r )  F  (r , X k ( r )  ,^ )V  '( r )  drQ V (t) , k  = 0 ,1, 2 ,..., (17)
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где X 0 ( t ) -  произвольная матрица класса С ( I , Михи), принадлежащая шару ||Х||С < p . 
Тогда, согласно (14), f x j |С < p  (i = 1,2,...). Это нетрудно установить индукцией по к  и 
на основании условия 4).

С помощью несложных выкладок установим (без использования свойств функций 
Грина), что все приближения, построенные согласно алгоритму (7), удовлетворяют 
краевому условию (2). Сначала продифференцируем по t обе части формулы (17):

dXк+1 (t) = [A (t)Xk+1 (t)+  Xk+1 (t)B (t) + F (t,Xk (t) Д ) ]d t . (18)

Соотношение (18) запишем в виде

F (t,Xk (t) ,X)dt = dXk+1 (t) -  [A(t)Xk+1 (t)+  Xk+1 (t)B ( t) ]d t. (19)

При t = ® из (17) следует

Xk+1 (®) = U (®)Ф-1 j P®U-1 (r)F (r,X k ( r ),X)V~1 (r)d r  jv (® ) . (20)

Запишем теперь (20) в следующем виде:

Ф^ 1 (®) Xk+1 (®)V_1 (®) = P j u -  (z) F  (z, Xk (z) ,X)V‘ (z) dz. (21)
0

Подставляя (19) в (21) и выполняя интегрирование по частям с использованием 
тождеств d U - 1 /  d t  =  -U ~ 1A  ( t ) ,  d V - 1 /  d t  =  -  B  ( t  ) V -1, получим

Ф U - 1 (®) X k+1 (®)V- 1 (®)= P [U -1 (®) X t+1 (®) V - 1 (® )- X t+1 (0)]. (22)
Используя явный вид левой части (22), придем к равенству

M X k+1 (0) + N X k+1 (®) = 0, k  = 0,1,2,... (23)

Справедливость равенства (23) позволяет строить приближенные решения задачи 
(1), (2) в классе допустимых функций. Это свойство алгоритма (17) делает его доста­
точно удобным для возможных приложений.

Используя (16), получим рекуррентную оценку

IXm+1 -  Xm|Ic < q \ K  -  Х „-11|c , m = 1,2 ,...,

а затем на ее основе
IXm+1 - Xmllc < qm||X 1 - X 0 ||c, m = 1, 2 ,... (24)

На основании условий 3), 4) последовательность {Xk (t )}o сходится равномерно
по t є  I  к решению X  ( t) є  Dp уравнения (8 ).

На основе оценки (24) нетрудно получить оценку, характеризующую скорость 
сходимости алгоритма (17)

||Xk - Xll < qk IX  - X °llc , k  = 0,1,2,... (25)
1 -  q

Полагая в (25) k  = 0, X 0 = 0 , получим

И  < & .  (26)
1 -  q

Выведем явную, т. е. по исходным данным задачи, оценку для | |х |с . При k  = 0, 
X  0 = 0 из (17) имеем
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X 1 (t ) = U (t )^Ф -1 P  j u (т) F (t ,0 ,ä )V -  (т ) d т +

v  (t ).+ j u  1 ( t )  F  ( t , 0 ,2 )V  1 ( t )  drQ  
t _

Выполнив последовательно оценки по норме в (27), получим

Г t
\\Х1 (t )|| < ||U( t )|| ||ф-1|| j)P|| j |U ( т )F ( t ,0 ,ä ) V (т)||d r  + 

L о

+ j |U ( т )F ( t ,0 ,ä ) V (т)||d r ||Q | ||V(t)|| <
t _

ф
< Xlmiym w j^U  1 ( т )F ( t , 0 ,2 )V _1 ( r )||dr < y l0moa h  = p . 

о
Отсюда следует оценка 

Используя (28), имеем из (26)

(27)

1|| С

X,Ml сX  <
11 ||С 1 -  q 1 -  q< ^ ~  < р .

(28)

(29)

Теперь получим априорную оценку для ||х | С на основе уравнения (8 ), рассматривая 
его как тождество при X  = X  (t , Д). Производя оценки по норме в (8 ), получим с учетом (13)

Отсюда на основании условия 3) имеем
С < *1X1Ic + Р .

(ЗО)
q

Легко видеть, что оценка (29) предпочтительнее оценки (ЗО).
Далее рассмотрим задачу (1), (2) с точки зрения теории возмущений.
Используемый метод позволяет получить в явном виде по исходным данным за­

дачи оценку допустимых возмущений задачи, т. е. возмущений, сохраняющих условия 
ее однозначной разрешимости, а также оценить влияние этих возмущений на решение 
невозмущенной задачи; другими словами, дать оценку величины ||Х ( t ,X ) -  X  (t,0 ) ||. 
Такие оценки являются важными для решения ряда прикладных задач.

Наряду с принятыми обозначениями введем следующие:

аО = y lümümmLo, ax = Д т ОmmL^ b0 = уДОМОmmh0, bx = Д От Оm ah l ,

„ = ( > - ao) / a ,  = Р ( ' - аоb Ьо .
p a x + b1

Теорема. Пусть выполнены предположения 1), 2) леммы, а также неравенства
(31)

(32)

ao < L

К
1 - a < р .

Тогда в области D = Dp х [-е2,е2 ] задача (1), (2) однозначно разрешима. Решение X  (t ,Д) 
представимо как предел равномерно сходящейся последовательности матричных 
функций, определяемых рекуррентным интегральным соотношением (17), при этом 
справедливы оценки
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\\х  (t ,X ) \< - p - , (3 3 )
1 - q

IX ( t ,X ) - X ( t ,0 ) | < g (^ ^ b )  . (34)

Д оказательство. Прежде всего отметим, что условия (31), (32) обеспечивают в 
области Dp существование и единственность решения интегрального уравнения (8 ) 
при отсутствии возмущения, т. е. при F  (t , X ) = 0 .

Оценим область значений параметра X, позволяющую сохранить область лока­
лизации решения возмущенной задачи. Для этого воспользуемся доказанной леммой. 
Сначала отметим справедливость почти очевидного соотношения є2 < є1. Далее на 
основе условия 3) имеем при IX < S2 < Sj

a0 + sa 1 < a0 + є 2a1 <a0 + s 1a1 <1. (35)
Для значений X, определяемых согласно (35), должно выполняться условие 4).

Очевидно, при IX < є2 имеем соотношение
c0 + Sc1 < c0 + S2c1 (36)

1 - a 0 - s a 1 1 - a 0 - s 2a1

С помощью несложных элементарных выкладок можно установить справедливость 
равенства

co + 02c1 = p . (37)
1 -  a0 -  s2a1

На основании (37) имеем из (36)

/ 0 + Sc1 < Р  ( |X < S 2) . (38)
1 - a 0 - s a 1

Соотношения (35), (38) являются условиями принципа сжимающих отображений 
для интегральной задачи (8 ) в области D = Dp x [ - s 2 , s 2 ]. Таким образом, в этой области 
возмущенная краевая задача однозначно разрешима.

Справедливость оценки (33), очевидно, следует из леммы. Получим оценку (34). 
Возмущенное и невозмущенное уравнения запишем соответственно в виде

Х х=  L  (F ) , (39)

X 0 = L( F>), (40)

где FX= F ( t ,X ,X), F0 = F0 (t ,X ) , X X = X (t,X ) , X 0 = X ( t ,0 ) , L  -  соответствующий 
линейный интегральный оператор. Из (39), (40) имеем

X x -  X 0 = L  (Fx -  F0). (4 1)
Выполнив оценки по норме в (41) с использованием явного вида уравнений (39), 

(40), получим на основании (16)

||X  X-  X  J| < (  a0 + S 1 )||X  X-  X  0І| с + s ( ai \\X  0ІІ с + b1 ) = 

= 9ІХ X-  X 0І Ic + S( aJX 0І lc + b1).

Отсюда, на основании условия 3), имеем оценку (34). Теорема полностью доказана.
Замечание. Очевидно, вместо оценки (34) можно принять более грубую, но явную 

оценку

IX (t ,X ) - X (,,0)|| a p  +b| ) .
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Замечание 1.2. При дополнительных предположениях о характеристических числах 

матриц P ,Q  для оператора Ф-1 имеют место различные явные представления (см., на­

пример, [8 -  1 1 ]), на основе которых для ||ф 11| можно получить конструктивные оценки.
Замечание 1.3. Отметим, что используемый в работе [11] подход к качественному 

исследованию задачи ( 1), (2 ) приводит к системе двух матричных уравнений относитель­
но X  ( t) , X  (О) и таким же алгоритмам построения решения. Конструктивный метод из 
[5], как видим, дает одно соотношение (8 ), (17).
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