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ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА О РАСЧЕТЕ 
НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО 

СОСТОЯНИЯ, ОБУСЛОВЛЕННОГО 
ЕДИНИЧНЫМ ДВОЙНИКОМ 
В ЗЕРНЕ ПОЛИКРИСТАЛЛА

Разработана методика расчета напряженно-деформированного состояния, 
обусловленного единичным двойником в зерне поликристалла. Установлено, что 
максимальные нормальные и скалывающие напряжения локализованы в узло
вых точках зерна и на двойниковых границах, а также на границах зерна.

Введение
В настоящее время решение задачи о расчете напряженно-деформи

рованного состояния, обусловленного единичным двойником в зерне 
поликристалла, является весьма важным, так как позволит разработать 
методики по прогнозированию и предотвращению связанного с двойни- 
кованием разрушения деталей машин. Для наиболее полного решения 
данной задачи помимо напряжений, обусловленных наличием двойника 
в зерне поликристалла, необходимо учитывать напряжения, созданные 
зерненными границами, которые с точки зрения распределения дефор
маций играют роль внутренних концентраторов напряжения [1].

Целью данной работы стало изучение напряженно-деформированного со
стояния, обусловленного единичным микродвойником в зерне поликристалла.

Постановка задачи. Рассмотрим зерно поликристалла, находящееся 
вдали от поверхности двойникующегося материала. Границы зерна по
ликристалла представляем как стенки полных дислокаций (рис. 1).
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Рисунок 1. Схематическое изображение зерна поликристалла 
и клиновидного двойника в нем

В теле зерна размещен единичный клиновидный двойник. Такие двой
ники обычно зарождаются у концентратора напряжений, который в на
шем случае находится в точке О (рис. 1). В решении поставленной зада
чи напряжения, которые создает данный концентратор напряжений, учи
тывать не будем. Рассмотрим лишь те напряжения, которые создает сам 
двойник, а также напряжения на границах зерна. Также не будем учиты
вать напряжения, обусловленные другими зернами поликристалла, так 
как все это приведет к громоздкости решения.

В общем случае в плоскости XOY  форма границ зерна описывается 
функциями а форма границ клиновидного двой
ника -  функциями ̂ (*0) и f 6(x0) (рис. 1) [2, 3]. Принимаем, что дислока
ции на каждой из рассматриваемых границ параллельны друг другу и 
оси OZ, перпендикулярной плоскости рис. 1. Плотность полных дисло
каций на границах зерна равна рг р2, р3 и р4 соответственно. Плотность 
двойникующих дислокаций на границах клиновидного двойника равна 
р5, р6. Тогда смещения, создаваемые рассматриваемым клиновидным двой
ником с учетом смещений на границах зерна, в соответствии с принци
пом суперпозиции компонент тензора смещений, могут быть определены 
по формуле:
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йі = Z W,H (*>>>)> С1)
т =1

где і принимает значения х, у  или z; u f \ x ,y ) ,

w,-4)(^^)» *45)(*,.у), uf\x>y) -  смещения, создаваемые соответствующи
ми границами (двойниковыми или зеренными). Данные смещения опре
деляются с помощью криволинейного интеграла вдоль профилей соот
ветствующих границ Lab, Lbc, Lcd, Lda, Lf h , Leh:

u\m)( x , y ) =  \ p mu\mfi)ds .  ( 2 )

Здесь -  смещения, создаваемые отдельными дислокациями на 
зеренных или двойниковых границах.

Следует отметить, что использованный в данной задаче принцип су
перпозиции правомерен, так как в нашем случае источники внутренних 
напряжений неподвижны [2].

Криволинейные интегралы (2) в соответствии с [3] сводятся к следу
ющим определенным интегралам:

"i(1)( ^ ^ ) =  J у/(і+/і'(Уо))2Рі(Уо)й!}’0)(х»у»Уо)с(УоЎ
-а+є

( 3 )

и\2) (х>у )= J а /О +f i  (*о ))2 Pi ( * о ) «?'0) (*> у* *0) ' ;
0

( 4 )

и?](х>у)= J ^  + /з(Уо))2Рз(Уо)и?’0)(х>У>Уо)<*Уо;
-а+є

( 5 )

Ч(4) ( * ,  у )  =  j  д /о  +  f \  ( * о ) )2Ра { хо) и Г  ( X, у , X0) dx0 ]
0

( 6 )

и[5)( х , у ) =  fyj( l  +  f s ( x 0) )2p 5(x0) u ^ 0)( x , y , x 0)äx0 ;
0

( 7 )

u,(t>( x , y ) =  j J ( l  + / t < ^ ) ) 2А  ( ) u16“’ ( X, V ,ха) dx„ , ( 8 )
о

где L -  длина двойника, равна длине отрезка OL (рис. 1); a, b ,h  -  пара
метры, определяющие размер зерна; є -  малый параметр порядка межа
томного расстояния.

При расчетах будем учитывать представленную на рис. 2 ориенти
ровку винтовой и краевой составляющих векторов Бюргерса. При усло
вии нахождения рассматриваемого зерна вдали от поверхности смеще
ния, создаваемые единичными полными и двойникующими дислокация
ми, расположенными на соответствующей границе, в соответствии с [3] 
и [4], могут быть определены из соотношений:

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А.
 Ку
ле
шо
ва



78 ВЕСНІК МДУ імя A.A.КУЛЯШОВА № 2 (44) •  2014*
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2 л
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2 л
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где V -  коэффициент Пуассона, b® -  вектор Бюргерса полной краевой 
дислокации; bв(1) -  вектора Бюргерса полной винтовой дислокации; b® -  
краевая составляющая вектора Бюргерса двойникующей дислокации; 6в(2) ~ 
винтовая составляющая вектора Бюргерса двойникующей дислокации.

Рисунок 2. Схема взаимного расположения дислокаций, их компонент 
вектора Бюргерса и декартовой системы координат 

для расчета полей напряжений 
и смещений у клиновидного двойника в теле зерна

Поля напряжений, аналогично (1), могут быть определены из соот
ношения:

(15>
т=  1

где а\™] ( х , у ) =  \ p m( j f ' 0)ds .

Здесь е г ^ ( х , у ) ,  crjp ( х , у ) ,  ет®(х,у) ,  ст\^(х,у)  -  напряжения, создавае

мые каждой из границ зерна; c r jp (x ,y )  и а ^ ( х , у )  -  напряжения, обус
ловленные двойниковыми границами. Данные напряжения определяют
ся с помощью криволинейного интеграла вдоль профилей соответствую
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щих границ Lab , LBC, LCD, LDA, LFH, LEH; crjm'0) -  напряжения, создава
емые отдельными дислокациями на зеренных или двойниковых грани
цах соответственно.

Криволинейные интегралы (16) сводятся к следующим определен
ным интегралам:

^ ]ІХ’У)--= )  у / ^ + Л ' Ы У а М ^ Ч ъ У ’Уо^Уо',
-а+є

(17)

11н = J л/(1 + fi (*о))2Рг{хо )<Гу’0) (х> *о)dXo ;
0

(18)

сгУ)(х>у) =: І уІ(1+^(Уо))2Рз(Уо)^і3’0)(х’У’Уо)^Уо;
-а+є

(19)

<Гу](х>у)--
L+h і-------------

= J vO + / 4' (*0))2А (хо) ^ 0)(х’У’ х0)dXo;
0

(20)

сгу )(х>У) =: jVO + / 5' (*о ))2 а  (̂ о )45,0) (*> *о) ;  0
(21)

° ? { Х’У) =: {^(і + /« (*«))’А (*» ) ( х-->'• хо )*о . (22)

Напряжения , создаваемые единичными полными и двойникую-
щими дислокациями, расположенными на соответствующей границе, с 
учетом принятого направления составляющих вектора Бюргерса и при 
условии нахождения рассматриваемого зерна вдали от поверхности, оп
ределяются следующим образом:

г0.о) fib® +(у-уа)2
2яг(і-v)

(■х - / і { У о ) ) 2+ { у - У о У

(У-У°)_ -І.У-У0)2
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і х ~

;U )

+(у-У«)1

)[(*-/; W )2-O'-

2

- У о ) 2
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er:
л* « ( * - / з Ы )

2;r(l-v)
( ^ - / з и Й ' + ^ - ^ о ) 2

2

(з,о) _  А* кр У -У о

^ ( 3 ,0 )  _  _ f A

я г ( і - у )  ( x - / 3 ( л ) )2 + ( y - y Q) 2 

(1) У -У о

2n (^ - /з (л ))  +(у-Уо)2

г(з,о) _ /£b? х ~Ўз(Уо)

2n (^ -/зС лЙ '+ С ^-л )2

(«t (*"*) ( ^ -/4(^o))2- ( ^ - ^ o)2

** 2 n { \ - v )

_(4,0) Мір

>

*o)

-/4(^o))2+ ( ^ - ^ o)2

з (_у - / 4(*о))2+(*--

2

O '

С 5S- 1
Ы я 1 < 2 2~l 

(,У-/4(*о)) + (*“ *о)

er:
( у - Л М ) (^-Л (^о))2- (^ -*о)2

2п (l - v )
( ^ - Л ^ о Й ' + ^ - ^ о ) 2

2

а (4.0) _  А* кр х - х п
яг(1 - v )  ( д ; _ / 4( Хо) ) 2 + ( х - Х 0)2

(4 ,0) _  У ~ / Л Хо)

(4,0) =

2;г (,У-/4(*о)) +(^-^о)2

ь{х) х - х п

2л (>'-/«(*о))2 +(х-х„}2 ’

<7<5- ° > = -
( Х * 0 ) 3 ( ^ - / 5 ( ^ o ) ) 2 + ( ^ - ^ o ) 2
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*о)

- / 5( ^ ) ) 2 + ( ^ - ^ о)2
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2

ю Я І

( ^ - / 5(^o) )2 + ( ^ - ^ o)2
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<7\' =
{ у - М х°)) ( у - А ( хо) )2 - ( х ~ хо)2

2 к { \  -  v )
{ y - f s M Y + i * - * ) 2

2

^ .(5 ,0 )  _  Р Ь ц х - х п

а М  =_М

ж ( і  -  v )  (д, -  / 5 ( Хо ) ) 2 +  ( *  -  Хо ) 2
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С7(5’0) = уг

271 ( у - / 5( хо)) + ( х ~ хо)
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271 ( ^ - / 5(^о))2+(^-^о)2

а (6’0)= - /^к(р2) (Х Х°) 3(^-/6(^о))2 + (х ~ хо)2

to 1

(^-Л(^о))2 +(^-^о)2
2

мьЦ} ( х ~-*о) (у~/б(хо))2 ~ ( х ~ хо)2

2 я ( 1 - v)
( у - / ,s(xo))2 + (x ~ xo)2

2

ф® (у ~ Ь (х.)) {у~/б(хо))2~{х ~хо)2
2ж(\-v) {у~/б(хо))2 +{х ~хо)2

2

а ,м) = Mbifv х - х п
к0 -  у ) ( у - /6 ( хо ))2 +  ( х - Х0 )2

(6,0) _ МЬІ2)______ *~*о______

(27)

(28)

271 (.У-/б(*о))2+(*-*<>)'

(̂6.0) = Мв(2) У- f b M  ш 
2п (-У-Л(^о))2 +(х-Х0)2 

Здесь р -  модуль сдвига.
Рассмотрим случай, когда рх = р2 = ръ = а  = С,; р5 = р6 = Q . Также при

мем допущение, что границы зерна прямолинейны и параллельны соот
ветствующим осям (О Х или OY). При этом в плоскости X O Y зерно имеет 
форму прямоугольника длиной (а+Ь) и шириной (L+h). Тогда в соответ
ствии с рис. 2 в рассматриваемом случае будем иметь:
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Уі(л) = °> 

Л{уо) = ь , 

A(yo) = L+h, 

А { У о )  = ~ а -

(29)

(30)

(31)

(32)
Пусть границы двойника -  прямолинейны. При этом двойник имеет 

форму равнобедренного треугольника EFL (рис. 2) с шириной у устья Н. 
Тогда функции, описывающие форму границ двойника в плоскости ХОY, 
примут вид [3]:

Результаты расчетов и их обсуждение. Расчеты проводились для 
железа. При этом принималось: Ь® =Ь® =0,248 нм; C = ii2)=o’124 нм [5]; 
/і = 81ГПа [6]; v = 0,29 [5].

Результаты расчетов полей напряжений представлены на рис. 3, где 
четко просматриваются двойниковые границы и границы зерна, являю
щиеся концентраторами напряжений. Данный факт указывает на право
мерность использования предложенной выше модели (23) -  (28).

(33)

(34)

-100
-100 -50 0 50 X . мкм

Рисунок 3, а. Распределение напряжений в зерне поликристалла,
обусловленных наличием единичного клиновидного двойника: с (х,у)
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Рисунок 3, 6. Распределение напряжений в зерне поликристалла, 
обусловленных наличием единичного клиновидного двойника: а  (х,у)

Рисунок 3, в. Распределение напряжений в зерне поликристалла,
обусловленных наличием единичного клиновидного двойника: Qzz(x,y)
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Рисунок 3, г. Распределение напряжений в зерне поликристалла, 
обусловленных наличием единичного клиновидного двойника:

Рисунок 3, д. Распределение напряжений в зерне поликристалла,
обусловленных наличием единичного клиновидного двойника: а (х,у)
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Рисунок 3, е. Распределение напряжений в зерне поликристалла, 
обусловленных наличием единичного клиновидного двойника: axz(x,y)

Из рис. 3 видно, что максимальные нормальные и скалывающие <т 
напряжения локализованы в узловых точках зерна и на двойниковых 
границах, скалывающие напряжения <т локализованы на вертикальных 
границах зерна, а а  -  на горизонтальных границах зерна.

Высокая концентрация напряжений в основном наблюдается в узло
вых точках зерна (рис. 3, а -  3, г) и у вершины двойника (рис. 3, а; 
рис. 3, в -  3, е). Численные значения этих напряжений могут быть най
дены из (23) -  (28) и (15) при соответствующих значениях х и  у. Следу
ет отметить, что наиболее высокая концентрация скалывающих напря
жений о^ наблюдается на вертикальных границах зерна (рис 3, д), a <jxz -  
на горизонтальных (рис. 3, е). Это обусловлено тем, что мощность векто
ра Бюргерса полной дислокации зерна выше мощности вектора Бюргер
са частичной двойникующей дислокации.

Нормальные напряжения а  (рис. 3, а) и а  (рис. 3, в) знакоперемен
ны относительно оси ОХ и относительно вершины двойника. Они поло
жительны в первой и третьей четвертях, а отрицательны во второй и 
четвертой. Таким образом, у одной из границ клиновидного двойника 
напряжения а  сжимающие, а у другой -  растягивающие.

Нормальные напряжения а  локализованы только в узловых точках 
зерна, при этом двойниковые напряжения перекрываются напряжения
ми на границах зерна (рис. 3, б).

Скалывающие напряжения а  знакопеременны по отношению к оси, 
параллельной оси OY  и проходящей через середину двойника. У верши
ны двойника данные напряжения отрицательны, а у устья -  положитель-
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ны. При этом в вершинах зерна данные напряжения отрицательны. Мак
симальные значения скалывающих напряжений ет можно отметить у 
вершины двойника, а минимальные -  в средней части двойника (рис. 3, г).

Напряжения сг (рис. 3, д) локализованы на вертикальных границах 
зерна. При этом на границе, примыкающей к устью двойника они имеют 
положительный знак, а на параллельной ей границе -  отрицательный и 
вновь на положительный. Максимальные значения напряжений при этом 
можно отметить в узловых точках зерна.

Напряжения а  (рис. 3, е) локализованы на горизонтальных грани
цах зерна. При этом на верхней границе они максимальны и имеют отри
цательный знак, а на параллельной ей границе напряжения -  минималь
ны и имеют отрицательный знак. Максимальные значения напряжений 
при этом можно отметить в узловых точках границы зерна, прилегающей 
к устью двойника.

Таким образом, разработан метод расчета полей смещений и напря
жений, обусловленных наличием единичного микродвойника в зерне 
поликристалла. Выявлены узловые точки в зернах поликристалла, име
ющие максимальные напряжения и смещения. Метод позволяет изучать 
влияние зеренных границ на напряженно-деформированное состояние, 
обусловленное двойникованием.
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