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ИДЕНТИФИКАЦИЯ ИНТЕНСИВНОСТИ 
ИСТОЧНИКОВ ТЕПЛА В НЕЛИНЕЙНОМ 

УРАВНЕНИИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

В статье рассматривается зада ча восстановления временных компонент функции 
источника для квазилинейного уравнения теплопроводности гиперболического типа. 
Эта задача интерпретируется как задача обращения гиперболических динамических 
систем вход-состояние-выход. Описаны два типа обратных динамических систем.

Введение
В настоящей работе рассматривается задача идентификации входно­

го сигнала (временных компонент источника) квазилинейной динами­
ческой системы (ДС) гиперболического типа по данным выходного сиг­
нала. Для решения данной задачи примененяется метод обратных дина­
мических систем [1-5]. Построение ДС обратных исходным ДС основано 
на применении аддитивного сдвига (калибровки) состояния ДС относи­
тельно источника. Подход обратных ДС к задачам идентификации по­
зволяет ответить на ряд вопросов качественного характера: указать ми­
нимальную информацию о начальном состоянии ДС, достаточную в слу­
чае обратимости ДС для восстановления входных сигналов [1-3], разде­
лить обратную систему на корректную и некорректную в смысле Адама- 
ра части [2], описать степень некорректности задачи [2]. Численная реа­
лизация подхода обратных ДС приводит, как правило, к классу эконо­
мичных численных алгоритмов решения [4]. Вместе с тем имеется ряд

Выпускник физико-математического факультета 1970 г.

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А.
 Ку
ле
шо
ва



18 ВЕСНІК МДУ імя А.А.КУЛЯШОВА № 2 (42) •  2013 •

открытых вопросов, связанных с применением метода обратных динами­
ческих систем для восстановления источников переноса, описываемых 
квазилинейными уравнениями гиперболического и параболического ти­
пов [5]. В частности, открыты вопросы единственности и непрерывной 
зависимости от параметров решения нестандартной начально-краевой 
задачи, определяемой обратной ДС.

Работа содержит четыре параграфа. В первом приводится постанов­
ка задачи и ее физическая интерпретация. Во втором указана замена 
переменных (аддитивная калибровка) в пространстве состояний ДС. 
В третьем и четвертом параграфах построены обратные ДС. Отметим, 
что задачи, отвечающие обратным ДС, относятся к классу обобщенных 
нагруженных квазилинейных начально-краевых задач гиперболического 
типа.

1. Постановка задачи
Рассмотрим задачу восстановления входных данных для квазили­

нейной динамической системы вход-состояние-выход (обозначим ее сим­
волом Ех ) гиперболического типа

z{c(T)T,)l + c(T)T, = {X(T)Tx)x + »bu(t) + xiibu(t), (1)

T(0j) = gl(t), T(l,t) = g2(t), Т(х,0) = Т0(х), Т,(х,0) = Т](х), (2)

y(t) = j (3)

где пара -  состояние ДС в момент времени t ,
u(t) = colon(щ (t),..., um(/)) -  входной сигнал системы, y(t) = colon{уі(і),...,утп(О)
-  выходной сигнал, с(Т), Х(Т) -  абсолютно непрерывные строго положи­
тельные функции, х -  положительный параметр. Компоненты вектор- 
строки

№b ~~ \Мы>’”’ №bm ]
и вектор-столбца

tip =colon[fipl,...,ßpm] (5)
являются мерами Стильтьеса на отрезке [0,/] [6]. Таким образом, для 
произвольной непрерывной функции g(x) определены интегралы

:= {#(£)<*(£), j\ß(4)dnp := ^ ( | ) ф ( | ) ,

где db(%) = [dbx(£),...,dbm{%)], dp(i;) = соІопУрг(І;),...^рт(%)],
&,.(•)> pf() є BV[Q,l], i = (2?F[0,/] -  пространство вещественных на
[0,/] функций с ограниченной вариацией). Отметим, что в работах [7; 8] 
изучаются абстрактные линейные и квазилинейные задачи параболичес­
кого типа с неоднородностями в форме мер Радона, частным случаем 
которых являются меры Стильтьеса.
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Рассматриваем следующую задачу идентификации входных сигна­
лов ДС Ет : по данным y(t), W<e [о,гД выходного сигнала определить

данные u(t), We [o,fy]> входного сигнала.
Сформулированная задача относится к классу некорректных об­

ратных задач математической физики [9]. Полагая т = 0 и исключая 
из (2) равенство Tt(x, 0) = Тх(х) , получим задачу идентификации вход­
ных сигналов ДС Е0 параболического типа, рассмотренную ранее в 
работе [5].

Коснемся физического содержания рассматриваемого класса задач. 
Система уравнений (1), (2) описывает процессы теплопереноса с учетом 
конечной скорости распространения тепла. Поэтому уравнение (1) назы­
вают также нелинейным уравнением теплопроводности гиперболическо­
го типа. В литературе достаточно широко представлена начально-крае­
вая задача с постоянными параметрами (Л(Т) = const, с(Т) = const). 
В этом случае параметр т можно непосредственно интерпретировать как 
время релаксации теплового потока [10; 11]. Учет параметра т важен, 
например, при описании быстропротекающих тепловых процессов, инду­
цированных импульсным лазерным излучением [12]. Компоненты век- 
тор-строки (4) можно интерпретировать как пространственные моды, 
характеризующие плотность источника тепла, а компоненты вектора м(*) -  
как изменяющиеся во времени амплитуды таких мод.

Типичный пример описания источника -  обобщенный закон Бугера
*  _ к X

?=]
характеризующий поглощение энергии излучения полупрозрачной сре­
дой на заданном спектре пространственных мод. Здесь Ri -  коэффици­
ент поверхностного отражения, ui(t) -  интенсивность падающего излу­
чения, kf -  коэффициент поглощения.

Противоположный случай -  точечный источник
m

Y ß (x ~x,)ul(t\
i=\

где ö{x-xt) -  сосредоточенная в точке x = xt функция Дирака. Задачи 
идентификации мощности точечных источников возникают, например, 
при мониторинге состояния окружающей среды [13].

Соотношения (3), (5) описывают способ измерения первой компо­
ненты вектора состояний ДС Ет . На практике наиболее распространены 
так называемые точечные измерения

yt{t) = T{x%t)= j\ö(£-x*)T(£,t)d4, і = I, m, (6)

где x* (і = I,m) -  заданные точки интервала (0,/).
Известны также методики измерения интегральных характеристик 

процессов переноса. Набор измерений (6) можно использовать также
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для аппроксимации данных (3), применяя, например, кубатурные фор­
мулы вычисления определенных интегралов (3).

2. Калибровочное преобразование
Построение ДС обратных ДС Ех основано на применении аддитив­

ного сдвига (калибровки) состояния относительно источника. Аддитив­
ная калибровка сохраняет важный параметр -  физическую размерность
поля Т(х, 1). Полученную в результате применения этой операции ДС бу­

дем называть калибровочной. Дифференциалы db, dp перепишем в “пото-
_ db dp

чечной” форме db = b'(x)dx, dp = p'(x)dx, где , p{x) —  -
обобщенные производные функций b(x), p (x) .

Построим калибровочную ДС для квазилинейной системы Ет . 
С помощью стандартной замены переменных Т = (p{S) , где cp{S) удов­
летворяет уравнению

dcp _ 1
dS с((р) ’

можно избавиться в уравнении (1) от множителя с(Т). Поэтому без 
ограничения общности положим с(Т) = 1. Тогда калибровочное преобра­
зование для ДС 2Х имеет вид

Т (х, t) = w(x, t) + b\x)v{t), v(t) = |j(£ -  s)u(s)ds. (7)

Преобразование (7) обобщает калибровочное преобразование для ДС 
параболического типа [4; 5; 14].

Подстановка (7) в (1)-(3) дает систему уравнений, определяющую 
ДС ZTg,

rwtt + wt = (A(w + b \ m w  + b'v(t))x)x , (8)

w( 0,0 + b\x)v{t) I x=0 = g, (0, (9)

w(l, t) + b\x)v{t) I x4 = g2 (t), ( 10)

w(x,0) = T0(x), wt(x,0) = T{(x), (11)

y(t)= [dp(l;)(W(l;,t) + b'(l;)v(t)). ( 12)
Далее система уравнений (8)-( 12) применяется для построения ДС 
, поскольку, очевидно, что задача восстановления сигнала «(•) для 

ДС £г эквивалентна задаче восстановления сигнала и(-) для ДС .
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3. Обратная ДС
Предположим, что матрица

V := ^р'(x)b'{x)dx

существует и обратима. Тогда уравнение (12) однозначно разрешимо 
относительно вектора

v(t) = - V  ^p'(x)w{x,t)dx +y(t) j. (13)

Подставим в (8)-(11) выражение для v(t) (13). В результате получим
следующее описание обратной ДС Е-і

Tg

xwtt + Wf =
f  f  
X

\  V
w-b'V  1 ^р' (x)w(x,t)dx + b'V 1 у (t)

(14)
w -b'V  1 ^p'{x)w{x,t)dx + b'V ly(t)

w(0,t) - b'(x)T>~1̂  ^p'(x)w(x,t)dx-  Я 0 j |x=o =g\(t), 

w(l,t)-b'(x)V~xi  ̂ p\x)w(x,t)dx -  ХОІ|х=/ = Я20%

w(x,0) = T0 (x), wt (*,0) = 7J (*),

u(t) = - 2Г 1 ^p'{x)w(x,t)dx + y(t)

(15)

(16)

(17)

(18)

Для ДС Z“ , заданной системой уравнений (14)-( 18) выходной сиг­
нал v(/) исходной системы Хг„ является входным, а входной u(t) -  
выходным. Система уравнений (14)-(17) представляет собой нестандарт­
ную начально-краевую задачу Коши. Действительно, уравнение (14) со­
держит “сдвинутую” композицию X{w — / ) ,  где

f(x,t) := b'V ^р'(x)w{x,t)dx + y(t)

Краевые условия (15), (16) также не являются классическими. Не­
смотря на свой устрашающий вид, начально-краевая задача (14)-(17) впол­
не поддается численной обработке. Примеры численного моделирования 
решения задачи идентификации источников для параболической ДС 1„ 
приведены в работе [5].
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4. Обратная ДС 1

Представляет интерес еще один вариант обратной ДС Предпо­
ложим существование первой и второй производной для правой части 
уравнения (3), справедливость равенств

с начально-краевыми условиями (2).
Второй подход дает решение задачи восстановления интенсивности 

источника u(t) с точностью до экспоненциально убывающего слагаемого

Напомним [15], что уравнения с частными производными, содержа­
щие в коэффициентах функционалы от решения, называются нагружен­
ными. Таким образом, начально-краевые задачи (14)-(17) и (19), (2) можно 
отнести к классу начально-краевых задач для обобщенных нагруженных 
квазилинейных уравнений гиперболического типа.

Для решения задач идентификации временных компонент функции ис­
точника в нелинейном уравнении теплопроводности гиперболического типа 
предложен подход, основанный на построении обратных ДС. Установлено, 
что при некоторых ограничениях на параметры обратная задача идентифика­
ции интенсивности источников тепла сводится к прямой начально-краевой 
задаче для нагруженных квазилинейных уравнений гиперболического типа.
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Отсюда, в случае обратимости матрицы х> > следует, что ДС Zr! зада­
ется системой уравнений

тТ„+Т, =(MT)Tx\+b'(x)V-lU(t) + № -  [{Щ )тХам*>) (19)
J

J

(21)

е ты(0 ) ‘
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