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УДК 535.51
В.М. РЕДЬКОВ, ЕМ ОВСИЮК

ОПТИКА И ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ:
О ФОРМУЛИРОВКЕ ЗАКОНА ОТРАЖЕНИЯ СВЕТА 

В ДВИЖУЩЕЙСЯ СИСТЕМЕ ОТСЧЕТА

Исследуется влияние релятивистского движения системы отсчета на форму 
закона отражения света Снеллиуса-Декарта. Для этого закон отражения в  не
подвижной системе отсчета записывается в векторной форме с применением 
тройки световых сигналов, соответствующих падающему, отраженному и нор
мальному к поверхности лучу; последний можно ввести двумя способами: луч, 
нормально падающий к  поверхности, и луч, рмально уходящий от поверхнос
ти. На основе использования релятивистски рормул аберрации света для каж
дого из лучей, получена явная форма закона отражения света в  системе отсчета 
движущегося наблюдателя, куда явным образом входит вектор скорости относи
тельного движения систем отсчета. В общем случае тройка световых векторов не 
лежит в одной плоскости для движущегося наблюдателя, описаны геометричес
кие характеристики возникающей 3-мерной конфигурации.

Введение
Основная цель настоящей работы -  исследовать роль релятивистско

го эффекта аберрации света на явную формулировку закона отражения 
света Снеллиуса-Декарта. По-другому вопрос может быть поставлен так: 
как зависит форма закона отражения света от состояния движения реля
тивистского инерциального наблюдателя. Эта задача обсуждается в ли
тературе уже много лет [1-18]. В целом применяемый в работе подход 
совпадает с использованным Эйнштейном [1]. Отличие состоит в том, 
что ниже анализируется самая общая ситуация взаимного расположения 
скорости относительного движения наблюдателя к плоскости падающего 
и отраженного лучей света.

При работе с произвольными преобразованиями из группы Лоренца 
используем изложенные в [19] факты из теории этой группы. Использу
ем 3-скорости световых лучей, чтобы представлять направления падаю
щего и отраженного лучей света, нормаль к отражающей поверхности 
также представляется посредством нормального луча света (падающего 
либо отраженного). Задача ставится так: как релятивистская аберрация 
света влияет на взаимное расположение трех световых лучей: падающе
го, отраженного и нормального.

Релятивистская форма правила отражения Снеллиуса-Декарта
Введем сначала удобные обозначения. Падающий и отраженный свет 

в неподвижной системе отсчета К '  будем описывать векторами скорос
ти, нормированными на вакуумную скорость

_ I in '2 1 і_» out і .  '2 і .a = ------, a =1, b = ------- , b =1;
с с

(1 )
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нормали к поверхности можно также сопоставить вектор скорости, пер
пендикулярный к поверхности

Отражение света от плоскости в неподвижной системе отсчета К'  
можно представить векторной формулой (учитываем, что все три векто
ра имеют единичную длину -  см. рисунок)

Рис. І. Отражение в неподвижной системе К'

а' X п' = b' X п '. (3)
Эта формула включает в себя: 1) равенство углов падения и отраже

ния; 2) условие, что все три вектора лежат в одной плоскости. Равенство 
косинусов углов падения и отражения можно представить в виде соотно
шения

a'n' + b V  = 0. (4)
Перейти к описанию закона отражения в движущейся системе отсче

та К  -  значит пересчитать его с помощью преобразований Лоренца.
Преобразование Лоренца с произвольной скоростью V. Нам потре

буется явный вид преобразования Лоренца с любой скоростью V, здесь 
воспользуемся известными результатами из теории группы Лоренца 
(см. Федоров [19]). Введем следующие обозначения:

V = е th /?, е2 = 1, = ch ß, -7=^==r = sh ß, (5)
y j l -V  V l - V 2

Преобразование Лоренца действует на координаты (t, х) согласно 
Ґ =  ch ß  t + sh ß  e x , x' = e sh ß  t + x + (ch ß  - 1) e (ex). (6)

Обратное преобразование выглядит как
t = ch ß  t' -  sh ß  e x ', X = -e  sh ß t + x' + (ch ß  -1) e (ex'). (7)

Формулы (6) можно переписать в другом виде, выделив продольную 
и перпендикулярную (относительно е) составляющие координатного век
тора х'. Действительно, введем обозначения:

е(ех') = х'||, (ex') = x'i, х '-е(ех ') = х'х (8)
тогда
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t = cb.ßt '  + sh .ßx'\\, X = e(sh ß t' + ch ß  x',,) + x'±, (9)
Преобразование Лоренца (9) можно представить так:

t = c h ß t '  + s h ß х'\\, х1 = х 'і, Хц = е (ex) = e(sh ß t '  + c h ß  х'ц)• (10)
Исходя из полученных выражений для произвольного преобразова

ния Лоренца, получим общую форму релятивистского закона сложения 
скоростей. Выделяем два события на мировой линии движущейся части
цы: (/,,x'i) и (t2, \ ' 2)', вектор скорости в системе К' определяется как

W '  =
X 2 — X  1

t2 ~ t1
В другой системе отсчета К  имеем

ду ^  х2 -  xt = (х'2 -  x'i) -  Є sh ß  it'2 -  tx) + (ch ß  -1 ) e [e(x'2 -  x',)] 
t2- t x ch ß  Q'2 - t ^ - s h ß e  (x'2 -  x'i)

то есть правило преобразования скорости имеет вид
W '-esh /?  + (chyg-l)e(eW ') 

c h ß - s h ß e W  
Эту формулу можно представить иначе:

W '-e(e W') | ch ß  е(е W') -  е sh /? 19
“ ch /? -sh /?eW ' + ch /? -  sh /? е W'

Используя обозначения для продольной и поперечной составляю
щих скорости е(е W') = W'||, w ' -  е(е W') = W 'i и умножая числитель и

знаменатель на ch“1/? = V l- Г 2 , формулу (12) можно записать как

J \ - V 2 W'n-V
w =  ■ ■■■■ „ W'x + " • (13)

1 -W V  1 - W T
Напоминаем, что (13) -  это лишь другая форма записи для (11). 

Форма (13) предпочтительнее по физическим соображениям, но для про
ведения вычислений удобнее форма (И ).

Отражение света в движущейся системе, общий случай. Три векто
ра из формулы (3) преобразуются по правилу

а + е [ sh ß  + (ch ß - \ ) (ea) ]а =
ch ß  + sh ß  (ea)

b, _ b + e[sh /? + (ch /7 -l)  (eb)] 
ch ß  + sh ß  (eb)

, _ n + e [ sh ß  + (ch ß  -1 ) (en) ] 
ch ß  + sh ß  (en)
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Подставляя (14) в (3), приходим к соотношению
а ж п + (а ж е + е х n) sh ß + [(а х е) (en) + (exn) (еа) ](ch ß -\ )  _

ch ß + sh >ß(ea)

_ b X n + (b X e + e X n) sh ß + [(b X e) (en) + (e x n) (eb) ](ch ß - 1)
ch /? + sh /?(eb)

С учетом формул для двойного векторного произведения
е X (n X а) = п(еа) -  a(en), е х (n х b) = n(eb) -  Ь(еп)

полученное соотношение можно преобразовать к другому виду
axn  + (axe + exn)sh /?  + ex(ex(nxa))(ch ß -1) _ 

ch ß + sh ß (ea)

_ b xn  + (bxe + exn)sh /?  + ex (ex (n x b ))(ch /? -l)  
ch ß + sh ß (eb)

Еще раз воспользовавшись формулами для двойного векторного произ
ведения
е X (е X (n X а)) = е [ е(п х а) ] -  (п х а ), е х (е х (п х Ь)) = е [ е(п х Ь) ] -  (п х а), 
предыдущую формулу можем переписать в виде

ch ß (аXn) + sh ß (а- n)хе + (ch ß - 1)е [ е(пха)]_ 
ch ß + sh ß (ea)

ch /?(bxn) + sh /? (b -n )x e  + (ch /? - l)e [e (n x b )]
ch ß + sh ß (eb)

или (поделим числитель и знаменатель в обеих частях равенства на ch ß )

axn  + th /? (a -n )x e  + ( l -  ch-1 Д) e [ e(n x a ) ] _
1 + th ß (ea)

_ b Xn + th /?(b - n) Xe + (1 - ch-1/?) e [ e(n xb) ]
” 1 + th /? (eb) ‘

Соотношения (17), (18) представляют собой математическую фор
мулировку закона отражения света Снеллиуса-Декарта в движущейся 
системе отсчета.

Отмечаем, что в случае, если четыре вектора а, Ь, п, е лежат в одной 
плоскости, выполняются два равенства

[e(n xa)] = 0, [e(n xb )] = 0, (19)
при этом соотношение (18) значительно упрощается:

axn + th /? (а -п )хе  bxn + th /? (b -n )x e
1 + th ß  (ea) 1 + th ß  (eb)

(20)
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что может быть представлено как
axn + ( a - n ) x V _ b x n  + ( b - n ) x V  

1 + aV “ 1 + bV ‘
Выведем одно вспомогательное соотношение, оно позволит вектор

ное соотношение (18) -  закон Снеллиуса-Декарта в движущейся систе
ме отсчета -  разложить на два более простых уравнения. Для этого ум
ножим равенство (18) скалярно на вектор е. По существу, при этом мы 
находим проекцию векторного уравнения (18) на направление е:

е (а X п) + th ß  е [ (а -  п) х е ] + ( 1  -  ch-1/?) [ е(п х а ) ] _
1 + th ß  (ea)

_ е (b X n) + th ßz  [ (b -  n) X e ] + ( 1  -  ch-1/?) [ e(n x b) ]
~ 1 + th /? (eb) ’

отсюда следует равенство
V(nxa) V(nxb) 
l +  (Va) l + (Vb)'

Замечаем, что с учетом этого в равенстве (18) взаимно сокращаются 
члены, пропорциональные (І- c h -1/?); в результате из (18) получаем со
отношение (20) и дальше (21).

Большей ясности относительно выполненных преобразований и уп
рощений можно достичь, записав уравнение (18) в виде векторного соот
ношения А = В. Выполненные преобразования в этих обозначениях со
стоят из двух шагов: сначала вычисляем проекцию равенства на направ
ление е: еА = еВ. Затем вычитаем из векторного уравнения его составля
ющую вдоль направления е:

А -  е(еА) = В -  е(еВ).
Таким образом, закон отражения света Снеллиуса-Декарта в движу

щейся системе отсчета (18) может быть представлен с помощью двух 
одновременно выполняющихся соотношений

[V(nxa)] [V(nxb)3
1 + (Va) ~ l +  (Vb) ’

axn  + ( a - n ) x V _ b x n  + ( b - n ) x V  ^,3 )
1 + aV ~ 1 + bV ‘

Теперь рассмотрим преобразование к движущейся системе отсчета 
скалярного уравнения

aV + b V = 0, (24)
из (24), используя (14), получаем
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an(l -  V2) + (а + п)У + [ V2 + (аУ)(пУ) ] (
1 + аУ

bn + (b + n)V + [V 2 + (ЬУ)(пУ) ] = 0. (25)
1 + bV

Напоминаем, что (25) -  это пересчитанное к движущейся системе 
отсчета соотношение (24).

Дополнительно проанализируем еще один аспект преобразования 
закона отражения света к движущейся системе отсчета. В покоящейся 
системе отсчета три вектора единичной длины a, n, b лежат в одной 
плоскости -  легко можно получить выражение для вектора b в виде 
линейного разложения по двум остальным (рисунок 2):

b' = a a ' + vn',
a'xn' = (aa' + vn')xn', => a = + l ,b '  = a' + vn'.

Рис. 2. Плоскость падения-отражения
Учтем равенства

a'n' = -  cos ф, b'n' = + cos ф, (а' + Ь)'п' = 0 ,
(2а' + vn') п' = 0, V = -2(а'п') = -2  cos ф.

Таким образом, справедливо разложение (по существу, это еще одна 
формулировка закона отражения света Снеллиуса-Декарта в неподвиж
ной системе отсчета)

b' = а' -  2(а V ) п '. (26)
Преобразуем это уравнение к движущейся системе отсчета К ' . Для 

этого подставим в формулу (24) соотношения (14):
b + е [ sh /? + (ch /7-1) (eb) З 

ch ß  + sh ß  (eb)

-  a + e [ sh ^  + (ch yg - 1) (ea) ] + ̂  n + e [ sh ß  + (ch ß  - 1) (en) ] ^ 7 )
ch ß  + sh ß  (ea) ch ß  + sh ß  (en)
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Отмечаем, что структура соотношения такова: вектор b в общем слу
чае не лежит в плоскости векторов а и п, появляется составляющая вдоль 
направляющего вектора скорости е:

Ъ - А л  + В п  + С  е.
Соотношение (27) может быть разрешено относительно Ь. Действи

тельно, умножив (27) скалярно на вектор е, получим

sh /7 + ch /7(eb) = shyg + chy?(ea) |  ̂ sh ff + c h /2(еп) ] _ д  
ch ß  + sh ß  (eb) ch ß  + sh ß  (ea) ch ß  + sh ß(en)

для сокращения записи правую часть уравнения (28) обозначили 
буквой В. Из уравнения (28) легко выражается величина (eb):

eb= - ~ t h ^  . (29)
В t h ß  V }

Полученное равенство не удивительно, поскольку В = Ь'е. Замечаем, 
что с учетом (28) в соотношении (27) взаимно сокращается часть членов 
слева и справа, выпишем их:

е [ sh ß  + ch ß  (eb) ] e [ sh ß  + ch ß  (ea) ] _ e [ sh ß  + ch ß  (en) ] /on4 — hV 1 , (oU)
ch ß  + sh ß  (eb) ch ß  + sh ß  (ea) ch ß  + sh ß  (en)

в результате из (27) следует более простое уравнение:
b -  е (eb) а -  е (ea) n -  е (en) 1-------------- і--------------------------------і.------------= ---------і-----------1-----------у у -------і -Li.------- _ /044

ch ß  + sh ß  (eb) ch ß  + sh ß  (ea) ch ß  + sh ß  (en)
Понятно, что (30) и (31) -  это проекции уравнения (18) на направ

ление вектора е и ортогональную ему плоскость. Уравнение (31) можно 
записать также и так:

Ь. а, п,
------—  =  — —  +  V ------ ('32 ')
1 + bV 1 + aV 1 + nV к }

Количественной мерой нарушения закона -  луч  падающий, отражен
ный и  нормаль лежат в  одной плоскости -  при переходе к общему слу
чаю движущейся системы отсчета К может рассматриваться объем па
раллелепипеда, построенного на трех векторах a, n, b :

A' = n'(a'xb') = 0, А = n (а X Ь). (33)
Вычислим его, воспользовавшись преобразованием Лоренца:

_ af + е [ -  sh ß  + (ch ß  - 1) (еа') ] 
ch ß  -  sh ß  ea' 

b' + e [ -  sh /7 + (ch /? -1 ) (eb') ] 
ch ß  -  sh ß  eb' 

n + e [ -  sh ß  + (ch ß  1) (en') ]n =
ch ß  -  sh ß  en'
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П олзаем

Д - ______________________________!--------------------------------------------- X
(ch ß  -  sh ß  en') (ch ß  -  sh ß  ea')(ch ß  -  sh ß  eb') 

x{ [ п'(а' X e) ] [ -  sh/? + (ch/? -1) eb' ] +

+ [ n'(e X b') ] [ -  sh/? + (ch/? -1) ea'] +
+ [ е(а' X b') ] [-sh/? + (ch/? -1) en' ]}. (34)

Воспользуемся формулой (см. (26)) b' = а '- 2(a'n ')n ' = a ' + v n ' ,  тог
да предыдущее равенство можно переписать как

1А =

или

А = -

(ch /? -  sh /? en') (ch ß  -  sh ß  ea') (ch ß  -  sh ß  eb') 

x{ [ п'(а' X e) ] [ -  sh/? + (ch/? -  l)(ea' + v en') ] +
+ [ n'(e X a') ] [ -  sh/? + (ch/? -  l)(ea')] +
+ V [ е(а' X n') ] [-sh/? + (ch/? -  l)(en') ] } , (35)

[e(n'xa')]
(ch ß  -  sh ß  en') (ch ß  -  sh ß  ea') (ch ß  -  sh ß  eb') 

x[ -  sh/? + (ch/? -  l)(ea' + v en') + sh/? -  (ch/? -1) ea' + vsh/? -  v(ch/? -1) en' ] =
_ V sh ß  [ е(п' X a') ]

(ch ß  -  sh ß  en') (ch ß  -  sh ß  ea') (ch ß  -  sh ß  eb')

Таким образом, получено соотношение

A = n(axb) = [e(n'xa')]-------------------------------------------------- -2 sh/? (an)-------^
(ch /? -  sh /? en') (ch ß  -  sh ß  ea') (ch ß  -  sh ß  eb')

Обсудим еще один аспект проблемы релятивизации закона отражения 
света. А именно, обратим внимание на то, что полученная форма закона 
отражения света зависит, вообще говоря, от дополнительного предположе
ния -  нормаль задается ухплятцим от поверхности ортогональным к  по
верхности лучом света. Однако выбор направления движения света по 
нормали -  это, вообще говоря, случайное предположение, мы могли бы 
выбрать представителем нормали и луч света, падающий на поверхность.

Все дело в том, что, если в покоящейся системе отсчета два световых 
вектора связаны соотношением

N' = -  п', (37)
то после перехода к движущейся системе отсчета с помощью преобразо
вания Лоренца мы получаем два вектора, которые в общем случае совсем 
не параллельны друг другу. Действительно, в движущейся системе от
счета имеем следующие представления для векторов из (40):
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n _ n' + e [ - s h ^  + (ch>g-l) (еп')] 
ch. ß - s h  ß  (en')

-n' + e [ - s h / 7 - ( c h / ? - l ) ( e n ' ) ]  
ch ß  + sh ß  (en')

Легко можно вычислить векторное произведение

n xN  = — z---- -------------exn  (40)
ch ß - s h  ß  (en )

Аналогично, для скалярного произведения получаем выражение
_2_

ch2 ß - s h 2ß ( e d f
Если бы при формулировке закона отражения света в неподвижной 

системе отсчета К ’ вместо вектора п использовался обратный вектор N
a'xN' = b'xN',  aN + bN = 0,  (42)

то формально в дальнейших вычислениях изменилось бы очень немного: 
везде вместо п надо написать символ N. Вместо (17) и (25) будем иметь 
формулы:

ch ß  (а х N) + sh ß  (а -  N) х е + (ch ß  -1 ) е [ e(N х а) ] _
ch ß  + sh ß  (ea)

n-N = l -  , 2 ■. (41)

-  /?(bxN ) + sh /7 (b -N )x e  + (ch /7 - l)e [e (N x b )]
ch ß  + sh ß  (eb)

aN(l -  V2) + (a + N)V + [ Vі + (aV)(NV) ]
1 + aV

( bN + (b + N)V + [F 2+(bV)(NV)]
1 + bV

Эти соотношения представляют математическую запись закона отра
жения в движущейся системе отсчета, когда вектор нормали задается 
лучом света, нормально падающим на отражающую поверхность. Преоб
разованные к движущейся системе отсчета векторы нормально падающе
го и нормально отраженного лучей света различаются -  см (38) и (39). 
Вместо (36) будем иметь

-2 sh ß  (a'N') ____________ _А = [N (а х b)] = [ e(N' x а') ]
(ch ß  -  sh ß  eN') (ch ß  -  sh ß  ea') (ch ß  -  sh ß  eb')

= [e(n'xa')]------------------------2 sh /? (а'п')--------------------  (45)
(ch ß  + sh ß  en') (ch ß - s h  ß  ea') (ch ß  -  sh ß  eb )

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А.
 Ку
ле
шо
ва



62 ВЕСНІК МДУ імя А.А.КУЛЯШОВА № 2 (38) •  2011 •

Существование в движущейся системе отсчета двух существенно раз
личающихся направлений нормали к отражающей поверхности указыва
ет на то, что полученные выше формулы в связи с законом отражения 
света нужно рассматривать скорее как описание релятивистского эффек
та аберрации для двух троек векторов: a, b, п и a, b, N .
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