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Г.Н. ВОРОБЬЕВ

ИДЕМПОТЕНТЫ В (к + 1 J-АРНОЙ ГРУППЕ
<  Я .  [ ] к+1>к >

В п-арных группах при п > 3 в отличие от групп может не быть идемпотен- 
тов, может быть несколько идемпотентов, возможен случай, когда все элементы 
являются идемпотентами. Поэтому в теории n-арных групп актуальна задача 
изучения множества всех идемпотентов п-арной группы, если оно не пусто. Изу
чением этого множества в полиадической группе <  Ak [ \k+j к >  арности к+\, где 
А -  произвольная группа, занимался А.М. Гальмак, который установил, что в 
< Ак [ ]кн к>, в случае конечности множества А, имеется ровно |Л|І_1 идемпотен
тов и  соответственно ровно И*-'(И| -  1) элементов, не являющихся идемпотен
тами. В некоторых случаях множество всех идемпотентов п-арной группы мож
но указать в явном виде. Именно это сделано в данной работе для (к+\)-арной 
группы < Z kk, [ ] k+] i >.

Если А -  группоид, к  >2, 1 > 2, то на к-й декартовой степени Ак 
можно определить [1, 2] вначале бинарную операцию

X о у =  ( x v х2, ..., хк)  о ( у ,  у2, ..., Ук)  =  ( Xly 2, х2у3, ..., х ^ у к, луг),

а затем 7-арную операцию

[ х ^  ... х у] ^  -  х 4 о  о  (  ... (Х/_2 о  ( х м  о  Х/»  ... ) ) .

Если А  -  полугруппа, /= к  + 1, то, ввиду леммы 2.3.1 [2],

[XjX  ̂ ... — (Ур У2і —і Уь)>
где

У j  ~~ X \jX2(ß-l) —  X{h-J+\)kX(k-ß-2)l —  XH j-\)X(k+\)f J  ~

Для полугруппы А  универсальная алгебра <  Ак, [ ji+1 к >  согласно 
теореме 2.3.4 [2] является ( к + 1)-арной полугруппой. Если же А  -  груп
па, то согласно теореме 2.9.3 [2], <  Ак, [ к >  -  {к  + 1)-арная группа.

л-Арная операция [ ] i+1 к аналогична л-арной операции, которую Пост 
определил [3] на множестве всех л-арных подстановок.

Пусть Zk -  циклическая группа порядка к  >2. Рассмотрим на к-й

декартовой степени Z kx . . . x Z k полиадическую операцию [ }к+ик. Как уже

к
отмечалось, по теореме 2.9.3 [2] универсальная алгебра <  Z k х ... ж Z k , [ ]w  к >

'----------V----------'
к
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является ( к +  1)-арной группой. Ввиду предложения 2.10.7 [2], у этой

( к + 1)-арной группы нет единиц, а по предложению 2.8.1 [2] она являет
ся неабелевой, а значит, и нециклической. Более того, по предложению 
3.11.3 [2] она не является даже полуциклической. По предложению 3.11.1 [2]

соответствующая группа Поста (к  + 1)-арной группы <  Z kx . . . x Z k , [ к >
і 'V

к
изоморфна прямому произведению к  экземпляров циклической группы

Zk , которое является абелевой группой. А  согласно критерию Поста [3], 
полиадическая группа является полуабелевой тогда и только тогда, когда 
абелева ее соответствующая группа. Поэтому ( к  + 1)-арная группа

< Z k X... ж Z k , [ к >, не являясь полуциклической, является полуабе-
4------V------'

к
левой.

Определения понятий абелевости, полуабелевости, цикличности и 
полуцикличности для полиадических групп можно найти в [4].

Нахождение идемпотентов в <  Z kx . . . x Z k , [ ] ^  к>  начнем с приме

ров. *
Пример 1. Если к  =  2, Z2 = {е, а), то

Z2 X Z2 = {(е, е), (е, а), (а, а), (а, а)}.
Так как

[(е, е)(е, е)(е, е)\ 2 = (еее, еее) = (е, е),
[(е, а)(е, а)(е, а)]3 2 = (еае, аеа) = (а, е) ^  (е, а),
[(а, <?)(а, г)(а, е)]2 2 = (аеа, еаё) = (е, а) Ф (а, е),

[(а, а)(а, а)(а, а)]3 2 = (ааа, ааа) = {а, а), 
то идемпотентами в <  Z2 х Z 2, [ ] 3 2 >  являются только элементы (е, е) и
(а, а), то есть множество всех идемпотентов тернарной группы
< Z 2 X Z 2, [ ]3 >  имеет вид

I(< Z2 X Z2, [ ]3 2 >) = {(<?, е), (а, а)}.
Пример 2. Если к  = 3, Z3 = {е, а, а2}, то 

Z3 X Z3 X Z3 = {(е, е, е), (е, е, а), (е, е, а2), (е, а, е), (е, а, а), (е, а, а2),
(е, а2, е), (е, а2, а), (е, а2, а1), (а, е, е), (а, е, а), (а, е, а2),
(а, а, е), {а, а, а), (а, а, а2), (а, а2, е), (а, а2, а), (а, а2, а2),

(а2, е, е), (а2, е, а), (а2, е, а2), (а2, а, е), (а2, а, а), (а2, а, а2),
(а2, а2, е), (а2, а2, а), (а2, а2, а2)}.

Найдем множество всех идемпотентов в <  Z3 х Z3 х Z3, [ ]4 3 >.
[(е, е, ё){е, е, е)(е, е, е)(е, е, е)]4 3 = (ееее, ееее, еееё) -  (е, е, е),

[(е, е, а)(е, е, а)(е, е, а)(е, е, а )]4 3 =  (ееае, еаее, аееа) =  (а, а, а2),
[(е, е, а2){е, е, а2)(е, е, а2)(е, е, а2)]4 = (ееа2е, еа2ее, а2ееа2) = (а2, а2 а),

[(е, а, е)(е, а, е)(е, а, е)(е, а, е)]4 3 = (еаее, аееа, ееае) = (а, а2, а),
[(е, а, а)(е, а, а){е, а, а)(е, а, а)]4 3 = (еаае, ааеа, аеаа) = {а1, а, а2),

[(е, а, а2)(е, а, а2)(е, а, а2)(е, а, а2)]4 3 = (еаа2е, аа2еа, а2еаа2) = (е, а, а2),
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[(е, а2, е)(е, а2, е)(е, а2, е)(е, а2, е )]4 3 =  (еа2ее, а2ееа2, ееа2е) = (а2, а, а2),
[(е, а2, а)(е, а2, а)(е, а2, а)(е, а2, а )]4 3 =  (еа2ае, а2аеа2, аеа2а) =  (е, а2, а),

[(е, а2, а2)(е, а2, а2)(е, а2, а2)(е, а2, а2) ]4 3 =  (еа2а2е, а2а2еа2, а2еа2а2)  =  (а, е, е), 
[(а, е, е)(а, е, е)(а, е, е)(а, е, е )]4 3 =  (аееа, ееае, еаее) =  (а2, а, а),
[(а, е, а)(а, е, а)(а, е, а)(а, е, а )]4 3 =  (аеаа, еаае, ааеа) =  (е, а2, е),

[(а, е, а2)(а, е, а2)(а, е, а2)(а, е, а2)]4 3 =  (аеа2а, еа2ае, а2аеа2) =  (а, е, а2),
[(а, а, е)(а, а, е)(а, а, е)(а, а, е )]4 3 =  (ааеа, аеаа, еаае) =  (е, е, а2),
[(а, а, а)(а, а, а)(а, а, а)(а, а, я)]4 3 =  (аааа, аааа, аааа) =  (а, а, а),

[((а, а, а2))(а, а, а2)(а, а, а2)(а, а, а2)]4 3 =  (ааа2а, аа2аа, а2ааа2)  =  (а2 а2, е),
[(а, а2, е)(а, а2, е)(а, а2, е)(а, а2, е)}4 3 =  (аа2еа, а2еаа2, еаа2е) =  (а, а2, е),

[(а, а2, а)(а, а2, а)(а, а2, а)(а, а2, а)]4 3 =  (аа2аа, а1 ааа2, ааа2а) =  (а2, е, а2),
[(а, а2, а2)(а, а2, а2)(а, а2, а2)(а, а2, а2)]4 3 =  (аа2а2а, а2а2аа2, а2аа2а2) = (е, а, а), 

[(а2, е, е)(а2, е, е)(а2, е, е)(а2, е, е )]4 3 =  (а2ееа2, ееа2е, еа2ее) =  (а, а2, а2),
[(а2, е, а)(а2, е, а)(а2, е, а)(а2, е, а )]4 3 =  (а2еаа2, еаа2е, аа2еа) = (а2, е, а),

[(а2, е, а2)(а2, е, а2)(а2, е, а2)(а2, е, а2) ]4 3 =  (а2еа2а2, еа2а2е, а2а2еа2) =  (е, а, е), 
[(а2, а, е)(а2, а, е)(а2, а, е)(а2, а, е )]4 3 =  (а2аеа2, аеа2а, еа2ае) =  (а2, а, е),
[(а2, а, а)(а2, а, а)(а2, а, а)(а2, а, а)]4 3 =  (а2ааа2, ааа2а, аа2аа) = (е, а, а2),

[(а2, а, а2)(а2, а, а2)(а2, а, а2)(а2, а, а2)]4 3 = (а2аа2а2, аа2а2а, а2а2аа2) = (а, е, а), 
[(а2, а2, е)(а2, а2, е)(а2, а2, е)(а2, а2, е)\4 3 = (а2а2еа2, а2еа2а2, еа2а2е) = (е, е, а), 
[(а2, а2, а)(а2, а2, а)(а2, а2, а)(а2, а2, а)]4 3 = (а2агаа2, а2аа2а2, аа2а2а) = (а, а, е), 

[(а2, а2, а2)(а2, а2, а2)(а2, а2, а2)(а2, а2, а2)]4 3 =
=  (а2а2а2а2, а1 а2а2а2, а2а2а2а2)  =  (а2, а2, а2).

Таким образом,
I (<  Z3 X Z3 ж Zv [ ]4 з > ) = {(е, е, е), (а, а, а), (а2, а2, а2),
(е, а, а2), (е, а2, а), (а, е, а2), (а, а2, е), (а2, е, а), (а2, а, е)}, 

то есть из 27 элементов 4-арной группы <  Z3 х Z3 х Z 3, [ ]4 3 >  только 9 
элементов являются идемпотентами.

Если А -  произвольная группа, то по теореме 2.9.3 из [2] универ
сальная алгебра <  Ак, [ к >  является (к  + 1)-арной группой, множе
ство идемпотентов которой согласно теореме 2.12.1 из [2] имеет вид

К <  Ак> [ > )  =  Є*) І є2, Zk е Л ,£ ,  =  (є2 ... Є,)-1}
ИЛИ

!(<  А1, [ ] к+і к  > ) = {(є,, . . . ,  ек)  I E j , . . . ,  E ^ J  є А, гк = ( є і . . .

Для абелевой, в частности, для циклической группы, имеем 

Ч <  А к, [ д  > )  -  {(Elf ..., гк)  І е2, ..., г к є  A, et

или

! ( <  А * ,  [  ] * , ! . * > )  =  { ( Б і> - -  £ і)  І Е і »  є ^  є  А > г к  =  є Г ‘ - є ї ‘ і } -

Отсюда вытекает, что число идемпотентов в <  Zk х ... х Z k , [ ] к >  рав-
4 V—"

к

но числу элементов в (к  -  1)-й декартовой степени Z kx . . . x Z k , то есть 

равно к- 1
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|І(< Ztx...xZ*,[]Wii>)|
4 V

к

В частности, если к  = 2 или £ = 3, как в примерах 1 и 2, то
|1 (<  4  X Zv  [  ] 3 , > ) |  -  2>-‘ -  2, | I ( <  Zy [  ] ,  з > ) |  -  3 «  -  9.
Лемма 1. Элементы

( е , . . . ,е ) , (а , . . . ,а ), . . . , {ак~\...,ак~\)
' к ' ' к ' ' к ‘

являются идемпотентами в  <  Z kx . . . x Z k , [ ] ш  к >.
 ̂ 1 У ^

к
Доказательство. Так как

[ ( х , ..., * ) ( х , . . . ,  х ) . . . ( х , ..., х )  ]*+1>і  =  ( )  =  ( * , . . . ,  x )

k k k k k 

i+1

для любого л є Z k, то (  X, . . . ,  X )  -  идемпотент в Zk. Лемма доказана.
к

Лемма 2. Если к  -  нечетное, то элементе = (с , , ..., ск), в  котором все 
компоненты являются различными элементами из является идемпо-

тентом в  <  Z kx . . . x Z k , [ ]А+) к >.
4 V /

к

Доказательство. Пусть k =  2m + 1, т > 1. Если положить

[с ...с  ]ж ,* = (уь • 
к+1

то для любого j e  {1,2, ..., к) имеем
у } =  Cr  . . C f , . . . C ^ C j  =  С у .  ,с>1с . . . C f j  =  Cv . . C kC . ,

то есть

y = cv ..cf j .
Так как ср ..., ск -  различные элементы из множества {е, a,a2, ..., а4“1}, то, учи
тывая перестановочность элементов в Zk, из последнего равенства получаем

*(*-!)
у = eaa2 ... а*_1с.= а1+2+ +*-‘с = а 2 с = а1™с = с .
■’i  j j j j j

То есть у. = с. Это означает, что

[С...С ]м ,*  = с, 
к+1

то есть с -  идемпотент в <  Z k x . . . x Z k } [ ] i+] к >. Лемма доказана.
к

Таким образом, при нечетном к  среди № л идемпотентов (к  + 1)-ар- 

ной группы < Zkx . . . x Z k , [  >, согласно лемме 1, имеется к  идем-
' -V 1 *

потентов вида к
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(as,.. .,as ) ,s  =  0, 1, 1,і - j
к

а по лемме 2 в <  Z k x . . . x Z k , [  k >  имеется еще k\ идемпотентов, у
к

каждого из которых все компоненты являются различными элементами
из zk

В 4-арной группе из примера 2 идемпотенты этих двух видов состав
ляют все множество идемпотентов, так как 3 + 3! = 3 + 6 = 9. Это же вы
текает из самого вида множества I (<  Z3 х Z3 х Z3, [ ]4 3 > ). Уже при к = 4 
ситуация иная, так как в этом случае число идемпотентов указанных ви
дов, равное 4 + 4! = 28, отлично от числа всех идемпотентов, равного 43 = 64.

Представляет интерес вопрос: сохраняется ли утверждение леммы 2, 
если к -  четное число? Пример 1 показывает, что при к  = 2 ответ на 
поставленный вопрос отрицательный.

Приведем еще один подтверждающий пример.
Пример 3. Пусть к  = 4, Zi = {е, а, а2, а3}. Так как

[(е, а, а2, а3)(е, а, а2, а3)(е, а, а2, ау)(е, а, а2, а>)(е, a, d2, <sr3)]5 4 =

=  [eacP-tfe, асРсРеа, cf-tfeaa2, аъеаа2с?) =  (а6, а1, а8, а9) =  (а2, а3, е, а),

То элемент ( е, а, а2, а3) не является идемпотентом в <  Z4 х ... х Z4 , [ ]g >.
4

Имеет место более общее утверждение.
Лемма 3. Если к  -  четное, к >  1, то элементе = ( c v ск), в  котором 

все компоненты являются различными элементами из Z# не является

идемпотентом в  <  Z k X ... X Z k , [ k >.
Ч у—— — .. J

к

Доказательство. При доказательстве леммы 2 установлено, что если

[с ...с  ]*и,* = Оь •••,7*)»
к+\

y j =  a  2 Cj.

k(k-Y\
Если п р е д п о л о ж и ть  a 2 =  e, то  и з  у с л о в и я  к  д ел ит — --------  следу-

2
*(*-!)

ет, что  2 д елит к -  1, ч то  невозм ож но . Т а к и м  образом , a 2 Фе, о ткуд а

*(*-!) 
yj= a 2 Cj Ф Cj.

Это означает, ч то  элем ент с не явл яется  и д е м п оте нто м  в <  Z k х ... х Zk ,
і J

[ ] K li к >. Л ем м а  доказана. к
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Лемма4. Элемент с є Z kx . . . x Z k , у которого к — 1 компонент совпа-
к

дают и отличны от оставшейся компоненты, не является идемпотентом в

< Z,. X... X Z t , Г 1 >* * ’ L J jh-i . і  •

Доказательство. Пусть у элемента

с =  ( и , . . . , и ,  V, u , . . . ,u ) ,u *v ,  i=  I, ...,k

компонент совпадают и отличны от z-ой компоненты. Предполо
жим, что с -  идемпотент, то есть

К " »  •••’ “ » V> “ »••■» V, U, М )]*ч-1 , *  =  ( и ,  И,  V, И, . . . ,  и ) .

,_1 '-1 *-/ ' М ' ' й
Сравнивая і-е компоненты левой и правой части последнего равенства 
получим ’

VU  . . . U V  =  V,

'~їс^Ґ
откуда

VM*'1 =  е , V =  и,

что противоречит предположению иФх.  Лемма доказана.
Доказанные леммы позволяют упростить задачу нахождения идем

потентов В ( *  + 1)-арной группе <  Z kx . . . x Z k , [ }ktAk>. Продемонстри-
“V  '  '

к
руем это для случая к = 4.

Предложение. В 5-арной группе <  Z4x .. .x Z 4, [ ]5 4 >  имеется ровно
4

64 идемпотента, множество которых имеет вид
I(< Z x Z  X Z4 ж Z4 [ ]5 4 > ) =  {(є,, zv є3, є4) І є2, є3, є4 є Z4, є, =  (є2є3є4) 1} =

-  {а  -  (е, е, е, е), а2 -  (а, а, а, а), а3 =  (а2, о2, а2, а2), а4 =  (а3, а\ а3, а3),

as_~ е’ а)’ a6=  ( ° 2’ ° ’ е)> a 7 ~ (е> ß2> я2> е), а8 = (а2, а3, а3, е),
а9 -  (а3, е, а, е), аІ0 = (о2, a, е, a), яп =  (е, а2, е, я2), а]2 =  (а2, ог3, е, а3),
аіз~ а’ е> е)> ан = (°2’ е’ а> а)> а15 = (е> е, а2, я2), a16 = (a2, e, a3, a3), 
an “  (° 2’ e> e> Д2Х a„  = (e, a, a, a2), a19 = (a3, a2, a2, a), a20 = (a, a3, a\ a), 
a2i ~ О*2! e> ö2. <0, an = (e, a, a2, a), a23 = {a3, a2, a, a2), a24 = (a, a3, a, a3), 
a25 -  (a2, a2, e, e), a26 = (e, a2, a, a), a27 = (a3, a, a2, a2), a2g = (a, a, a3, a3), 
a29 -  (a, e, e, a3), a30 = (a3, a, a, a3), a31 = (a, a2, a2, a3), a32 = (e, a3, a3, a2), 
азз “  (a> ö3, e), a34 = (a3, a, a3, a), a3S = (a, a2, a3, a2), a36 = (e, a3, a2, a3),
a37 “  (a> a3> e> a3s= a3> a> <*), a39 = (a, a3, a2, a2), a40 = (e, a2, a3, a3), 

a41 ~ e, a, a2), a42 = (a, e, a2, a), a43 = (e, e, a, a3), a44 = (e, e, a3, a), 
a4s ~ (a> a> e> a%  a46 = (o, a2, e, a), a47 = (e, a, e, a3), a4S = (e, a3, e, a), 
a49 -  (a, a, a2, e), a50 = (a, a2, a, e), a51 = (e, a, a3, e), a52 -  (e, a3, a, e),
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а53 = (а\ е, а1, сР),лй  =  (а\ е, а3, а2), а55 =  (а\ а, а2, а3), а56 = (а2, а, а\ а2), 
а57 = (о3, сі2, е, а3), а58 = (а3, а3, е, а2), а „ = (а2, о2, а, йг3), а60 = (а2, а3, а, я2), 
а61 = (о3, а2, а3, е), а62 = (а\ а\ а\ е), ла =(а2, а2, а3, а), я64 = (а2, а3, а2, а)}.

Доказательство. По лемме 1 элементы a,, a2, a3, a4, у которых все ком
поненты совпадают, являются идемпотентами в рассматриваемой 5-ар- 
ной группе.

Ввиду леммы 4, элементы, у которых 3 компоненты совпадают, рас
сматривать нет необходимости.

Еще 36 идемпотентов получим, если выпишем элементы а5, а6, ..., а40, 
у которых из трех компонент г2, є3, є4 две совпадают, а компонента є1( 
находится по формуле є, = (є2є3є4)_1.

Все 24 элемента а41, а42, а 64, у которых компоненты г2, е}, є4различ
ные, также являются идемпотентами, так как компонента б1( удовлетво
ряет условию г і = (є2є384) _1.

Так как в рассматриваемой 5-арный группе число всех идемпотентов 
равно |Z4|3 = 43 = 64, то других идемпотентов, кроме элементов ар а2, ..., ам, 
в ней нет. Предложение доказано.

Заметим, что по лемме 3 среди идемпотентов а,, а2, ..., ам не должно 
быть элементов, у которых все компоненты различны. Это действитель
но так.

Критерий идемпотентности элементов (к  + 1)-арной группы 

< Zkx . . . x Z k , [ ]*+!_*> Дает следующая

является идемпотентом (к  + \)-арной группы <  Z kx . . . x Z k , [ ]А+1 к >

тогда и  только тогда, когда сумма гх + г2 + ... гк кратна к.
Доказательство. Необходимость. Если є -  идемпотент, то из

■ V
к

( 1 )

(2)
ввиду определения операции [ ] і+1 к, следует

(3)
для любого J = 1, ..., к. Откуда

(4)

(5 )
где е -  единица группы Zk. Следовательно, к делит г1 + Г2 + ... гк.
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Достаточность. Если к  делит гх + г2 + ... гк, то верно (5), откуда полу
чаем (4). Это значит, что для любого j  = 1 , ..., к  верно (3). Но тогда верно 
(2), а значит, и (1). Следовательно, є -  идемпотент. Теорема доказана.

Заметим, что теперь все полученные ранее леммы могут рассматри
ваться как следствия доказанной теоремы. Лемма 1 является непосред
ственным следствием теоремы. Леммы 2 и 3 следуют из теоремы, так как

число " ПР11 нечетном к  делится на к, а при четном к  не делится на

к. Для получения из доказанной теоремы леммы 4 используется тот факт, 
что число s(k  -  1) + t, где s, t  є {0, 1,... к -  1}, эф  t, не делится на к.

Работа выполнена при поддержке Белорусского республиканского 
фонда фундаментальных исследований (проект Ф  ЮРА-002).
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