
УДК 512.542
В.В. ШПАКОВ

ХОЛЛОВСКИ ЗАМКНУТЫЕ КЛАССЫ ФИТТИНГА
В настоящей статье исследуются классы Фиттинга, замкнутые относитель

но холловых л:-подгрупп. В частности, изучается вопрос определения посредством 
решеточных объединений критерия холловской замкнутости для л  -разрешимых клас
сов Фиттинга. Доказано, что если g -  л  -разрешимый класс Фиттинга и л с Р ,  то 
5 замкнут относительно холловых л-подгрупп тогда и только тогда, когда
s = (© ,n s )v (^ fe )n s )-

Введение

В теории конечных разрешимых групп ряд глубоких и содержательных ре
зультатов связан с изучением классов Фиттинга, определяемых подгруппами 
Холла. Напомним, что подгруппу Gr  группы G называют холловой л--группой, 
если порядок GK есть к - число, а индекс С л в G является л-'-числом.

В этом направлении особый интерес представляют классы Фиттинга, замк
нутые относительно холловых подгрупп. Класс Фиттинга g  называют замкну
тым относительно холловых я--подгрупп, если для любой группы G eg еехол- 
лова ж -подгруппа также принадлежит g. Основополагающий результат, свя
занный с классами, замкнутыми относительно холловых л--подгрупп, был полу
чен Брайсом и Косси [1] в теории нормальных классов Фиттинга. Было установ
лено, что минимальный нормальный класс Фиттинга является замкнутым 
относительно холловых л--подгрупп для любого множества простых чисел л .

В 1977 г. Хаук определил класс K „.($ ) [2] всех тех групп, холловы л--под
группы которых принадлежат классу Фиттинга g . В дальнейшем класс i£T(S j 
нашел широкое применение в решении ряда задач теории классов Фиттинга. 
В частности, в работе Бризона [3] посредством класса были описаны
g -радикалы холловых подгрупп.

Впоследствии Кусак [4] посредством решеточных объединений и класса 
Â T(g ) определил для нормальных классов Фиттинга критерий замкнутости от
носительно холловых л--подгрупп. Было установлено, что если g  -  нормаль
ный класс Фиттинга и к  с  Р  , то g замкнут относительно холловых л  -подгрупп 
в точности тогда, когда g  = ( б т П g )v  ( К ж (©* ) f |  5 ) •

Этот результат был расширен Бризоном [5] на случай произвольного разре
шимого класса Фиттинга g .

С учетом известной теоремы С.А. Чунихина [6] о том, что холловы л--под
группы существуют и сопряжены в любой конечной я-разрешимой группе, есте
ственна задача изучения холловской замкнутости класса Фиттинга в классе всех 
конечных л--разрешимых групп.
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Основной результат настоящей работы -  доказательство критерия замкнутости 
л  -разрешимого класса Фиттинга относительно холловых к  -подгрупп. Доказано, что 
если ‘J  -  л  -разрешимый класс Фиттинга и я с Р , т о ^  замкнут относительно холло
вых подгрупп тогда и только тогда, когда Ъ = (б  ,, lT 5 )v  { К ж (g* )|Т £ ) •

1. Предварительные сведения. Класс групп $  называется классом Фит
тинга [7], если % замкнут относительно взятия нормальных подгрупп и произве
дения нормальных ^-подгрупп. Если % -  непустой класс Фиттинга, подгруппа 
G£ группы G называется ^-радикалом группы G [7], если она является наи
большей из нормальных подгрупп G , принадлежащих %. Произведением клас
сов Фиттинга [7] $  и р  называют класс всех тех групп G , факторгруппы по 
^-радикалу которых являются ф-подгруппами. Хорошо известно, что произве
дение двух классов Фиттинга снова является классом Фиттинга и операция ум
ножения классов Фиттинга ассоциативна (см., например, (IX.1.12 [7])).

Пусть g , ў) -  классы Фиттинга. Тогда их решеточным объединением $ v | j  
называют [7] класс Фиттинга, порожденный объединением $  (J Ф ■

Напомним, что группу G называют комонолитической [7], если G Ф 1 и в 
G существует единственная максимальная нормальная подгруппа.

Мы также будем использовать следующее известное свойство комонолити- 
ческих групп.

Лемма 1.1. (А.14.15 [7]). Пусть N  < G и S -  минимальное субнормальное 
дополнение N  в G . Тогда если G I N -  комонолитическая группа, то и S -  
комонолитическая.

Следующая лемма известна как “Квази-Rg лемма”.
Лемма 1.2. (IX.1.13 [7]). Пусть $  -  класс Фиттинга и N  j и N 2 -  нормаль

ные подгруппы группы G такие, что Л', п Л г2 =1 и G ! Л', Лг2 е 9?. Тогда
1) если G и G / N l е $ ,  то G ! N 2 е %;
2) если G ! N X и G / N 2 e $ , m o G e $ .
Напомним, что подгруппа N  прямого произведения G х Н  групп G и Я  

входит подпрямо в G х Н , если 7V(l x H )  = G x H  = (G x l) jV .
Для любого класса Фиттинга $  Локетт [8] определил класс g* как наимень

ший из классов Фиттинга, содержащий и такой, что для всех групп G и Я
справедливо равенство (G х Н ) =  и класс % -  как пересечение всехо й б
таких классов Фиттинга £, для которых = £  . Используя оператор Локетта
“ *", на множестве классов Фиттинга можно определить отношение эквивалентно
сти А именно если ^  и |> -  непустые радикальные классы, то $  ~ |> в том и 
только том случае, если — &*. Класс эквивалентности с представителем Щ 
называют секцией Локетта класса ^  (XI. 1.16 [7]) и обозначают Locsec($)-

Известные свойства операторов Локетта “ * ” и “ приведены в следующей 
лемме.

Лемма 1.3 [8]. Пусть $  -  непустой класс Фиттинга. Тогда справедливы 
следующие утверждения:

V &  = &  ) * = ( $ * ) * £  5  £  5 * = &  )* = ( гГ ) £  $ 2 1 , где класс всех абе
левых групп;

2) если £> -  непустой класс Фиттинга, то = 5 * ПФ * ■
3) если G е Щ и 11 -  холлова л-подгруппа, то

(G*G) j, = Я & х Я ь ((г -1,г ) : г еС).
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Лемма 1.4. [8]. Пусть J  -  класс Фиттинга и G е ^ . Тогда G' с  G- ,
Обозначим через H a lln{G) множество всех холловых ж -подгрупп гр*уппы 

G . Мы будем использовать следующие известные свойства холловых я--под
групп.

Лемма 1.5. (I.3.2 [7]). Пусть Gn е НаПж{С ), М cG  и N  < G . Тогда спра
ведливы следующие утверждения:

1 ) G „ n N e H a l l ( G „ ) \
2 ) G к Pt M N  = (G*. n  M ) n  (G^ n  Ar) e H a ll(M N );
3J GnN  I N  <e H a ll(G  i  N ).
Напомним, что если ^  -  класс Фиттинга и п  -  некоторое множество простых 

чисел, то через К л ($ ) (XI.1.24 [7]) обозначается класс всех тех групп, в которых 
холлова я--подгруппа является ^-группой, т.е. А ^ (§ )  = ( С б 6 гг : GK е ^ ) .

Лемма 1.6. [9]. Если G -  ж -разрешимая группа, то C G (G)) с: F7T(g).
Напомним хорошо известное тождество Дедекинда, которое представляет
Лемма 1.7 (А.1.3 [7]). Пусть U , V и W подгруппы группы G, причем 

F c [ / ,  тогда U n V W  = V ( U n W ) .

Следующая лемма представляет известное свойство класса К ж ($).
Лемма 1.8 [3]. Пусть $  и $  -  классы Фиттинга, причем $  £  Ф- Тогда

Напомним, что если G и Н  -  некоторые группы, то через SnembyS —> G) 
обозначают множество всех субнормальных вложений G в Н  (т.е. мономор
физмов a \G  —» Н  таких, что G a  субнормальна в G ).

Мы будем использовать также подгруппу A '(g ), которая была определена в рабо
те [10]. Напомним, что если G -  некоторая группа, то подгруппа A (G) определяется 
следующим образом N (g ) = (х  ]x a : х е S << G ,a e  Snemb(S —> G )^ .

Приведем теперь в качестве лемм необходимые в дальнейшем свойства 
подгруппы N ( g ).

Лемма 1.9 (3.5 [10]). Пусть J  -  класс Фиттинга. Гоуппа G е %  тогда и 
только тогда, когда существует группа Н  е $  и отображение 
a  € Snemb(G —> Н ) такое, что G “ c  N (H ).

Лемма 1.10 (3.2 [11]). Пусть Gл е H a llr  (G), где 0 Ф ж а Р , и (̂ -  класс

Фиттинга. Тогда Gn n  At(g ) = n (g KG ^ ) .

Лемма 1.11 (3.1 [10]). Для любой группы G справедливы следующие ут
верждения:

1) G 'c [G ,^ m /G ]c  N (g );
2) если J  -  непустой класс Фиттинга и G е I , то N (G ) с; G ^  .

2. 0  некоторых свойствах решеточного объединения. В данном разделе 
рассматриваются конечные группы. Напомним, что если ^ , ф -  классы Фиттин
га, то g v •£> -  класс Фиттинга, порожденный объединением (J ф ■

Следующая теорема описывает структуру классов Фиттинга вида ^ v | )  и 
представляет самостоятельный результат. , .

Теорема 2.1. Пусть g  и ф -  классы Фиттинга. ^  v  ф -  \G | G = G~Gb ) 
в точности тогда, когда $  с  ф&л и ф с: £56^ .
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Доказательство. Пусть к  с  Р , ^  с  ф&п и ф с  $0^-. Так как £  с  и 
I ' c l i g j ,  то ^  с  И ф ^ $ & л, П Ф ® Я ■ Следовательно,
5  v  ф с  Г)I »®* ) v П ^ )■ Пусть теперь G е 5® ^  П £>6 * . Тогда
G е и G е -f)®^. По определению произведения классов Фиттинга получа
ем, что G / G j е & л> и G / е <2 .̂ Следовательно,

G / G j / G ^ / G j s G / G j G a e e * .  
и G / G ^ / G ?Gty/G.p = G / G %G ^ e d !r.

Получаем, что G / G^G^, е 6 ^ П @T' = (l) Это означает, что G = G jG s . 
Пусть теперь G = G ^G S?. Заметим, что Gg и Gp e $ v  ф . Так как
g v |>  -  класс Фиттинга, то G e f i v p .  Окончательно получаем, что 
й v  ф = {G j G = G jG ^ }.

Предположим теперь, что ^ v | )  = {Gj G = G^G^] .  Покажем, что существу
ет некоторое непустое множество простых чисел тс такое, что ^  с  -£)6 /Т и 
|)  с  . Определим множество п  следующим образом: число р  принадле
жит к , если существует группа G e §  такая, что индекс -^-радикала в G де
лится на р  . Если предположить, что я- = 0 ,  то % с.ф  и ^  v ф = ф.

Рассмотрим случай, когда п  Ф 0 .  Будем считать, что для любого р  е п  
существуют группы G e p  такие, что индекс ^-радикала в G делится на р .  
Для некоторого произвольного р  выберем группу L  минимального порядка, 
удовлетворяющую указанным выше требованиям. Пусть N  < L . Получим 
N  / ЛГ£ = N  / N  слЬщ. Тогда N I N  r \L ^  = NL^ / L^ . Так как L  -  минималь
ного порядка, то NL% /  = N  / N% е & р>. Следовательно, {Ь! Ьщ)  -
единственная максимальная нормальная подгруппа группы L I  L^.  Пусть теперь 
подгруппа К  является минимальным субнормальным дополнением L -^в L.  
По лемме 1.1 К  является комонолитической и К  / К ^ = Ы  Ьщ. Это противо
речит тому, что L -  группа минимального порядка, значит L = К. . Следователь
но, L  -  комонолитическая группа и если М -  единственная максимальная 
подгруппа группы L , то \ К  / М | = р  . Выберем Н  е% такую, что Н  р с  Н  и 
Н j, с  Н . Используя конструкцию, описанную в А.14.17 [7], построим комоно- 
литическую группу G с нормальными подгруппами N x и N 2 такими, что 
^ 0 ^ 2 = 1 , \ G / N l N 2\ = p ,  G I  N { = L и G I N 2 = H .  Так как 
G /iV j = L e p ^ ^ v  ф и G I N  2 = Н  ф ,топо лемме 1 .2  получим,
что G e  J v -£ ). Если G = G^Gp и G -  комонолитическая, то G е % или 
G е | ) . Но если G е ^ , то по лемме 1.2 Z е Следовательно, |z /Z g | = 1 и 
M s l  не делится на р. Получаем противоречие. Случай, когда G e  ф, рас
сматривается аналогично. Получаем, что для любого р е я  не существует груп
пы G еф  такой, что индекс 3;-радикала в G делится на р. Это означает, что 
•£) cl Включение Щ е  следует непосредственно из построения мно
жества к.

Определим множество групп следующим образом:
1 ) <Мф 0 ;
2 ) если G e ®  и N  char G, то N  е 9Л;
3) если M , N  е Ш ,  то существует Н  е"Ж такая, что M , N  < Н  = M N  е 1R .
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Построим теперь класс групп
S  =  ( G  : с у щ е с т в у е т  г р у п п а  M e ®  т а к а я ,  ч т о  ( G  х  м ) ^  в х о д и т  п о д п р я м о  в  ( G x M ) ) .

Важные свойства класса % описывает следующая
Теорема 2.2. Пусть % -  класс Фиттинга. Тогда справедливы следующие ут

верждения:
1) 5  -  класс Фиттинга;
2 ) 5  = Locsec(%).
Доказательство. 1 ) Пусть G е S и N  < G. Тогда существует группа М  е ЗЛ 

такая, что (G х М ) ъ входит подпрямо в (G х М ). Определим множество Я  сле
дующим образом: Я  -  [т е М  : Зп е N, (n ,m)e  (G x М ) ^ \ . Пусть
т1,т2 е Н .  Тогда существует щ, п 2 е N  такие, что 

(nu ml ),(n2,m2) e ( G x M ) ^ .  Следовательно, (G x М ) ^  и

mlm2X е Я . Значит, Я -  подгруппа группы М.  Пусть <р е AutM . Обозначим 

через ср элемент ( l ,ср) из AutGx  A u t M . Заметим, что (р е A u tiG x  М ). Если 

п е  N , т е М  и (п, m )e (G x  м )^  , то (п, m f  = (п , m f  е (G х М )  | . Так как 

(G х М)щ char ( G x M ) ,  то (G х  М ) |  = G х М  . Следовательно, если т е I I , 
то /я'" е Я  и Я  с/гаг М.  Ввиду построения множества 5)? получаем, что 
Я е 1 .  Так как (G х М )~ входит подпрямо в (G х м )  , то для каждого и е N  
существует такое т е М , что (и, f f l)e (G x  М )~ . Заметим также, что для каж

дого т е I I  существует п е  N  такое, что (п,т)е  (G x M . Учитывая постро

ение подгруппы Я, получаем, что (N  х  Я =  (Лгх Я ) п  (G х  m ) j  . Это озна

чает, что (,¥ X Н)~  входит подпрямо в ( N х я ) .  Следовательно, N  е 5  .
Пусть теперь G = А^А^, А 2 е £  и А^Л^ < G . По определению мно

жества существуют группы Н , М  е 9}? такие, что (А', х  I I ).- входит под
прямо в А, х Я  и (Аг2 х М )g входит подпрямо в N 2 x M . Так же из определе
ния CSJ? следует, что существует группа А' е такая, что Н , М  < К  = Н М . 
Каждый элемент g  е G можно представить в виде g -  где пг е А \ и 
п2 £ N 2. Из того, что (Л ,̂ х Я )^  входит подпрямо в jV| х Я  и (М2 х м ) ^  вхо
дит подпрямо в N 2 х М , следует, что существуют некоторые h e  Н  и т е М  
такие, что (« ,,/г )е (А , х Я )5 и ( п{,т)е. (Аг2 х М . Заметим, что если к е К , 

то £ = hm и { g , m ) = { n xn2,hm) = {nxJ i \ n 2,m).  Ввиду того что G = A ,r1 A 2 и 
^  = ЯМ, получаем, что {nx, h \ n 2,m)&  (G x і^ )^ . Значит, для каждого к е К

существует g  е G такое, что (g, £) е (G х  . Следовательно, ( G x ^ ) j  вхо
дит подпрямо в G x и G е £  . Таким образом, 5 ; -  класс Фиттинга.

2 ) Предположим, что М  е Ш  \л для некоторой группы G радикал (G х  Л/)~
входит подпрямо в ( G x M ) .  Из построения класса следует, что (G x M )^*

входит подпрямо в G x M . Следовательно, G ,M  еЩ*  и £ c z $ * -  Учитывая,

что £  и Э Д П Г  содержатся в 5  , получим g  v  FzY(9Ji П ) е  5  с  £  * ■ Зна
чит, ввиду утверждения 1) леммы 1.3 ? с  Locsec{%).
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Окончательно G = ( G x l)<  ( G x М ) ^ ( М  х \ ) .  Так как (G x М )  g ^  и 

(М ,і)  = M  е ОЯ П Г . то (G х М \  ( М  х l)  ё $  v  F /y (^  П V  )• Следовательно,

$  = $ v F i t ( m  n r ) -

Следствие 2.3. Пусть $  и ф -  классы Фиттинга. Тогда 

Ъ v (5* П !>)= {g|существует К е р  такая, что (G x K входит подпряио в G х к] 

и $  V ( г  П ф )=  5  е L o csec(^ ) , где <Ж = ф. В частности, Щ v  ф = 5  т о г
да и только тогда, когда ф с; .

Действительно, так как ф -  класс Фиттинга, то ф удовлетворяет требовани

ям 1-3. Ввиду теоремы 2.2 и равенства F it if i*  f |  •£>)=$* П |> получим, что

S v ( r  n i> )= S -

Теорема 2.4. Пусть $  и ф -  классы Фиттинга такие, что 

% v  ф = SVj{g|G = G gG ^}. Если £ -  класс Фиттинга, причем ^ с і ,  то

( $ Ч Ф ) П 1  =  Ъ { Ф Г } 1 )-

Доказательство. Если g e l  ,TO $ v ( | > n i ) c ( $  v |> ) f U .  Пусть теперь 

v  |) )П  £  • По условию существует группа G = G^GS? с изоморфизмом 

а  таким, что К  = K a  «  G . Тогда К « С г = G n  Gs = Г\ . Вви

ду леммы 1.7 G j(G .f,n G £ ). Следовательно, K « G ^ G p rA и 

^ e ^ v ( |> n B £ )  и f e v | > ) n J c ^ ( | > n i ) .  Значит, ($  v  ф)Г] 1  = $(|>П  ЭЕ).

3. Критерий холловой замкнутости. Рассматриваются только конечные 
л--разрешимые группы.

Заметим, что в классе класс К ж ($ ) также является классом Фиттинга, 
что подтверждает следующая

Лемма 3.1. Пусть класс Фиттинга. Тогда К  п ('^) -  класс Фиттинга 
для любого п  с: Р .

Доказательство. Пусть G е К ж($), N  < G  и Gn е Hal lK{(j ).  Тогда по 

определению класса имеем GK е %. По утверждению 1) леммы 1.5 хол-

лова л"-подгруппа N K группы N  определяется как N K = G n. n N .  Причем 

N n < GK. Но GK е Щ и g  -  класс Фиттинга. Значит, N п е ^  и N  е К Ж(Щ).

Пусть С? — iVj TV2, N x, N 2 < G  и JV,,iV2 е Покажем, что

G е Так как N {, N 2 е К ж(^) ,  то по определению класса полу

чаем, что (Nt ) j N 3), *<$.  По утверждению 2) леммы 1.5 

Gn = {N x N 2 )л = G^ Г\ N x N 2 = {Gж n  N x \G K n  N 2 ) = (iV, ) t  (N 2 )л . Так как 

< О я = (Л ,Л '2),И  е К М .  то по определению класса

Фиттинга {N 1N 2)„. е Следовательно, G е Окончательно К п і$ )  -
класс.
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Лемма 3.2. Класс Фиттинга ^  замкнут относительно холловых л:-под
групп тогда и только тогда, когда $  с: К л ($ ) для всех п  с  Р .

Доказательсво. Пусть класс Фиттинга Щ замкнут относительно холловых 
л -подгрупп и G 6 Тогда Gn е ^ . По определения класса К л(%) это озна

чает, что G е £ „-($ ). То есть Щ с

Пусть теперь имеет место включение ^ ^ К л(^ )  и G e $ .  Тогда 

G е - ^ ( ^ ) .  По определению класса А ^ ($ )  это означает, что Gn е 5- Следо

вательно, класс Фиттинга $  замкнут относительно холловых ;г-подгрупп.

Важное свойство класса ^ ( ^ ) ,  необходимое для доказательства основ
ного результата, выражает

Лемма 3.3. Пусть ^  -  класс Фиттинга и к  -  множество простых чисел.
Тогда К „ { $ )  = К

Доказательство. Включение вытекает непосредствен
но из свойств произведения классов Фиттинга.

Пусть теперь G е К л (^ )© /Т' ■ По определению произведения классов Фит

тинга это означает, что G /G  к  ^  е 0  ̂  . Ввиду того что класс групп ®v  замк

нут относительно подгрупп, имеем GnGK (g)/G K (g) е С другой стороны, 

С ^ ^ / С ^ - х о л л о в а  тг-подгруппагруппы G/GK̂  и GffG ^ (5)/ G ^ (5) е . 

Тоесть GxGK M lG Kn{s) = G^/G^. n G ^ j e S ,  П <5*- = ( l ) .Следователь

но, Сл = С л n G ^ ( j )  h G j C G ^  Значит, GK е К л ($).  По определению 

класса имеем Gn e ’f i . С учетом того что (Сл )л - G n , получаем

GK е £  и G е К л ($). Окончательно получаем, что А ^ .(^ )=  .

Лемма 3.4. Пусть ^  -  класс Фиттинга замкнут относительно холло- 
вых л-подгрупп. Тогда % также замкнут относительно холловых л; -подгрупп.

Доказательство. Пусть G\ е и (G, )л -холлова ж-подгруппа группы G{ . 

По лемме 1 .9 существует группа G2 е ^  и отображение a  е Snemb(Gx —» G2 ) 
такие, что G^ с  A'(G2) Тогда G “  с; (G2 ) т . Следовательно, по лемме 1.10 

G “  с  (G2) n jV (G 2) c  n ((G 2) ). По условию (G;,)^ е тогда по лемме 
1 . 1 1  Ar((G2 )л ) с  ((G2 )т )., . Значит, (<7,)“  с  ((G2 ) т )& . С другой стороны, 

(G j®  = Gj n ( G j) “ . Заметим, что G “  n ( G j) “  субнормальна в ( G ^ .  Сле

довательно, ((Gi )* )s, = ( t e )«■)“  n  ((G2 ) „ )£ с  (G ,)“  . Получ аем, что

(^ і)л -  G ■

Описание $  -радикалов холловых подгрупп представляет следующая 
Лемма 3.5. Пусть $  -  непустой класс Фиттинга и Н е  На11л (с ). Тогда

GK M n ' H  = Щ -
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Доказательство. Так как GK^  < G,  то по утверждению 1) леммы 1.5

GK^ ) ^ H  = H a ll ж{ в к М ). Также 0 К { с ^ с л Н < Н .  Заметим, что 

GKj j ; )  е ^ ,т ($ ). Следовательно, Gк п  Я  е J . Значит, Gк Л5 ) п Я с Я 5 . 

Пусть F/ Gk 'Q)  = F7r(G lG Kj s ) ) и F /G k M  -  л:-подгруппа. Возмем 

Т/Ок (5 ) ^ 1  холлову р  -подгруппу группы F j G Kj ^ . Следовательно, T < G .  

Значит, Н  г\Т = С Кгг̂ Г \ Н  . Получаем противоречие с тем, что 

т/ ° к М )  * 1- Следовательно, F / GkM)  с  HGк М )/ GкЛ%) е H alln(GjGKA%)). 

Очевидно, Н ъ = На11я [ н ъС к^ ъ)). Тогда H%GKj ^  е К л(%), следователь

но, F n H % G Kjg )  < I1^G K {ĝ  е К ^ ) .  С другой стороны, 

F  r \H%GKj c ^ « G . Значит, F  r \ H ^ G K^ ^ G K̂ .  Следовательно,

( j) J c  F n G ^ ( ^ )  поскольку по лемме 1 .6

H%Gk M  с  Cg( f /G ^ {S))e  F . Получаем Щ  c H n F  п Н ъв кЛъ) с  H n G ^ y

Лемма 3.6. Пусть п  с  Р и класс Фиттинга £  замкнут относительно 
холловых л -подгрупп. Тогда если G  е  , то G K  ^  = G ^ H * .

Доказательство. Так как класс Фиттинга $  замкнут относительно холло
вых я--подгрупп, то G j с  G K^ y  Пусть G -  С ^Я . С учетом лемм 2.5 и 1.7

получим ОкЛъ) = С ^ ( Н п О к М ) = О щЩ .

Основной результат работы представляет следующая 
Теорема 3.7. Пусть л  -  множество простых чисел. Класс Фиттинга ^  зам

кнут относительно холловых л  -подгрупп в точности тогда, когда

Доказательство. Пусть % -  (б ^  n ^ )v (A T 7r (‘J t ) n ^ ) -  Ввиду леммы 3.2 

справедливо включение К к (Щ). Тогда по утверждению 1) леммы 1.3

с  ЯГ*($ ). Получаем $  с  К я ( $ ) ч ( К я ( $ , ) Г \Ъ)=  К я (%). Следова
тельно, по лемме 3.2 $  -  класс Фиттинга замкнутый относительно холловых 

л  -подгрупп.
Предположим теперь, что класс Фиттинга Щ замкнут относительно холло

вых л  -подгрупп. Ввиду лемм 3.1, 3.4 и 3.3 имеет место включение 

5 , б , - £ * „ & ) е у  = М З . ) .  Тогда S . 6 , , n 5 c ^ ( S . ) n S .  Пусть 
G e  $*©„.- П & , Gn -холлова л--подгруппа группы G . Ввиду того что % замк-
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нут относительно холловых л  -подгрупп, получим, что GK е %. По лемме 3.4 

GT е % . Значит, G x G  /T и G x G ^  е'й*. По лемме 3.6 получим, что

( G * G n ) „  = (G x G 1I)^{GK х С Д .  С учетом утверждения 3) леммы 1.3

получим (g s \  X (G„ )~ ^(h~l ,h):  h е G ^  c ( G x  G,t )? (G* x G T)_-. Учи

тывая, что G = G^. G^ , получим, что (G x G^ ^  входит подпрямо e G x G r  

Так как G x G T e J , to  (G x G^ ^  ^  входит подпрямо в G x G n . Покажем, 

что имеет место включение 6 т с  ( ^ Л.(,̂ )П З )*  ■ Так как & замкнут отно
сительно холловых л’ -подгрупп, то по лемме 3.4 ^  замкнут относительно хол

ловых я'-подгрупп. Тогда по лемме 3.2 с  К л( ^ ) .  С учетом утверждения 1) 

леммы 1.3 получаем, что ($» )* = /$* с  ($* ))*. Следовательно, по утверждению 

1) леммы 1.3 6 ^ с  ))* П $ , . Но по утверждению 1) и 2) леммы 1.3

справедливо включение ( к к ($ J )* П Ъ, £  ($ J )* П 2Г* = { к к ) П Ъ )* ■ Зна

чит, ввиду следствия 2.4 G e ( @ ; rn 5 ) v  ( « Л 5 . ) П 5 ). это означает 
П S с  ( в ,  П S M K , & ) П 5)■ С учетом леммы 1.4 получим, что

5 = (5 ,0 *  f l '5 ) v ( 5 ,e , .  CIS)- ТогДа 
5 с  ( 0 ,  П 5 ) v  ( к ,  &  )П  S) v  ( к ,  (5. )П %) =  ( 6 ,  П S) v  ( * „  (5. )П %) с  g

Таким образом, исследование классов Фиттинга, насыщенных подгруппами 
Холла, тесно связано с исследованием решеточных объединений классов Фит
тинга.
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