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ЛОКАЛЬНО НОРМАЛЬНЫЕ И МАКСИМАЛЬНЫЕ 
КЛАССЫ ФИТТИНГА

В настоящей статье исследуется взаимосвязь между локально нормальными и 
максимальными классами Фиттинга конечных групп. В частности, изучается вопрос 
о существовании и единственности максимального класса Фиттинга такого, что в 
нем заданный класс Фиттинга j  является нормальным. Доказано, что множество 
всех локально нормальных классов Фиттинга имеет, по крайней мере, один макси­
мальный элемент. Получены условия единственности максимального класса Фит­
тинга, в котором j  нормален, и тем самым описано широкое семейство классов 
Фиттинга, для которых данная задача решается положительно. Задача решена в 
классе Фиттинга, факторизуемом в виде где £  -  непустой класс Фиттинга 
конечных групп и @ -  класс всех конечных разрешимых групп.

Введение

В теории классов Фиттинга одним из важнейших объектов исследований 
являются нормальные классы Фиттинга. Понятие нормального класса Фиттин­
га было введено Блессенолем и Гашюцем [1] в классе Фиттинга @ всех конеч­
ных разрешимых групп как нетривиального класса g с тем свойством, что 
g -инъектор в любой группе G е 6  является нормальной подгруппой G. В даль­
нейшем это понятие было расширено следующим образом (см. IX.2.13 (Ь) [2]).
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Пусть $ и j  -  нетривиальные классы Фиттинга конечных разрешимых групп 
таковы, что $сЗЕ. Тогда класс § называется локально нормальным, или
2 -нормальным, если g -радикал Gs является § -максимальной подгруппой 
группы G для всех G e l -

Вместе с тем особый интерес представляет изучение взаимосвязи нормаль­
ных и максимальных по включению классов Фиттинга. Это обусловлено, прежде 
всего, результатом Косси [3] о том, что каждый максимальный подкласс Фиттин­
га класса © является нормальным в 0 .

В этом направлении естественна следующая
Проблема (С. Рейффершейд [4, с. 51]). Всегда ли существует единствен­

ный максимальный класс Фиттинга такой, что в нем заданный класс Фит­
тинга £ является нормальным?

В работе [4] на указанный вопрос получен положительный ответ для разре­
шимых классов Фиттинга. В настоящей работе мы расширяем результаты [4] на 
случай частично разрешимых групп. Напомним, что произведением ЩЬ классов 
Фиттинга J  и $  называется класс всех таких групп G, для которых G /G s при­
надлежит ф. В частности, j©  есть класс Фиттинга всех таких групп, у которых 
факторгруппа по j -радикалу разрешима. В классе £©, где £ -  непустой класс 
Фиттинга конечных групп и © -  класс всех конечных разрешимых групп, для 
доказательства основного результата нами используется расширение предло­
женной Хауком [5] конструкции класса Y( I )  всех тех конечных разрешимых групп G, 
у которых j -радикал является j -максимальной подгруппой в G.

Основной результат настоящей работы -  теорема о том, что верхняя грань 
класса Фиттинга, порожденного классами Фиттинга §(. с  У(1) с  1 6  такими, что
I  нормален в где / = 1,2, содержится в У(1). Тем самым нами описаны 
условия единственности максимального класса Фиттинга, в котором заданный 
класс Фиттинга £ нормален.

Все рассматриваемые группы конечны. В определениях и обозначениях мы 
следуем [2 ].

1. Предварительные сведения
Класс групп 5 называется классом Фиттинга, если выполняются следую­

щие два условия:
1) из G е £ и N <G  всегда следует N е Щ;
2) если G = N,N2, где /V, < G и /V, е g (/' = 1,2), то G е $.
Из условия 2) следует, что если Щ -  произвольный непустой класс Фиттинга 

и G - группа, то произведение G.T всех нормальных ^-подгрупп из G принадлежит 
Подгруппу Gs называют Щ -радикалом группы G.
Известное свойство £ -радикала характеризует следующая
Лемма 1.1 (IX.1.1 (а) [2]), Если Щ -  непустой класс Фиттинга и N -  суб­

нормальная подгруппа группы G, то Ns = N n  Gs .
Для доказательства основного результата приведем некоторые известные 

утверждения, которые будем использовать.
Лемма 1.2 [2]. Пусть U, V и W - подгруппы группы G. Тогда справедливы 

следующие утверждения:
1) (А. 1.2 [2]) утверждения U nVW  = {U n  V)(U n W )  и UV n U W  = U(V r \W)  

эквивалентны,
2) (A. 1.3 [2]) если V < U , mo U n VW -  V(UnW)  -  тождество Дедекинда.
Лемма 1.3 [2]. Справедливы следующие утверждения:
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1) (А. 10.3 [2]) группа G разрешима тогда и только тогда, когда ее компо­
зиционные факторы имеют простые порядки;

2) (А. 10.5 (а) [2]) каждый главный фактор разрешимой группы G является 
элементарной абелевой р-группой, где р -  некоторое простое число.

Напомним, что произведение всех нормальных нильпотентных подгрупп груп­
пы G обозначают F(G) и называют подгруппой Фиттинга, или 91 -радикалом груп­
пы G, где Зі обозначает класс Фиттинга всех нильпотентных групп.

Пусть Т -  непустое подмножество группы G. Совокупность всех элементов 
группы G, перестановочных с каждым элементом множества Г, называется цен­
трализатором множества Т в группе G и обозначается через Св(Т).

Лемма 1.4 (А.10.6 (а) [2]). Если Ge<3,mo Cg(F(G)) < F(G).
Коммутатором элементов а и Ь называют элемент [а,Ь] = а '1Ь“1аЬ. Подгруп­

пу [А В] = {[а,Ь] | а е А, b е В) называют взаимным коммутантом подгрупп А и В 
группы G.

Свойство взаимных коммутантов характеризует следующая
Лемма 1.5 (111.1.6 (f) [6]). Если А и В -  нормальные подгруппы группы G, то 

[А,В)< А п В .
Если £ -  класс групп, то подгруппу V группы G называют j -инъектором G, 

если V гл N является £ -максимальной подгруппой N для любой субнормальной 
подгруппы N группы G.

Лемма 1.6 (VIII.2.6 [2]). Пусть j  -  класс групп. Если Н -  %-инъектор груп- 
пы % и К « G , то Н г \К  -  %-инъектор подгруппы К.

Если £ -  класс Фиттинга, то, как установлено Гашюцем, Фишером и Хартли [7], 
в любой разрешимой группе j -инъекторы существуют и сопряжены. Позднее 
В.Г. Сементовским [8] было получено расширение указанного результата Гашю- 
ца-Фишера-Хартли на случай частично разрешимых групп. А именно доказана

Лемма 1.7 [8]. Справедливы следующие утверждения:
1) Если х  ~ класс Фиттинга и G е В5, то G имеет единственный класс 

сопряженных тц-инъекторов.
2) Пусть j  -  класс Фиттинга и группа G е . Тогда если V -  § -инъек- 

тор группы GuV<^HczG,  то V является % -инъектором группы Н.
Напомним, что подгруппа Н группы G называется характеристической под­

группой группы G и обозначается Н charG, если а(Н) = Н для всех автоморфиз­
мов а <= Aut(G). В частности, если Н char G, то Н < G .

Известное свойство характеристических подгрупп приведем в виде следую­
щей леммы.

Лемма 1.8 (VIII.2.3. (Ь) [2]). Если g -  непустой класс Фиттинга, то G- charG.
Класс групп % называется формацией, если выполняются следующие условия:
1 ) каждая факторгруппа любой группы из % также принадлежит g;
2) из Н / А е $  и Н IB е £ всегда следует HI  А п В  e g .
Хорошо известно, что классы @ всех разрешимых групп и зі всех нильпо­

тентных групп являются одновременно формациями и классами Фиттинга.
Напомним также обозначения и определения некоторых известных опера­

торов замыкания (см. 11.1.5 [2]). Всякое отображение множества всех классов 
групп в себя называется операцией на классах групп. Результат операции U, 
примененной к классу £, обозначается через UI-

1) G 6 S „I  тогда и только тогда, когда G вложена в качестве нормальной 
подгруппы в некоторую j  -группу;

2) G е Л/0£ тогда и только тогда, когда из того, что G имеет нормальные
2  -подгруппы Л/1 и Л/2, следует, что N,N2 & I ;
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3) G е QJ тогда и только тогда, когда G является гомоморфным (эпиморф- 
ным) образом некоторой j  -группы.

Классом Фишера называется (см. например, IX.3.3 (а) [2]) Л/0-замкнутый класс 
групп такой, что из К <G  и того, что H I К -нильпотентная подгруппа группы 
G / К, следует Н е $.

Напомним, что если § и £ -  нетривиальные классы Фиттинга такие, что 
% с  J , то класс % называется локально нормальным, или j -нормальным, если 
5 -радикал Gs является ^-максимальной подгруппой в Сдля всех G e l-

Аналогично определяется (см. IX.2.13 (Ь) [2]) понятие £ -нормального клас­
са Фиттинга для произвольного класса групп J.

Для доказательства основного результата мы будем использовать конструк­
цию Хаука (см. IX.2.А [2] или 1.2.19 [4]),

Пусть , % -  классы Фиттинга, множества а , т и ті определяются следу­
ющим образом:

a = {p e P ]p ||G /G S2 |,Ge%\,  

x = { p e P \ p \ \ G / G % |,G e% }

И 7t 2  о п т  . Обозначим Л/^С^Зг) = (G е (£: GIG% е где g -  класс всех 
групп.

Из определения следует, что N0(%,%) = (G е <5 : G = GSiGS2 ).
Как установлено Хауком (см. IX.2.1 [2]), Л/и ) является классом Фиттинга.
Покажем, что Л/и($,,52) з %,%. Действительно, если Ge%,  то G% = G, и 

тогда GIG%Gh = G / G G = GIG = (1) е . Поэтому G е Nn(%,%2). Аналогично, 
если G е g2 , то G e N n(%,%).

Наименьший класс Фиттинга, содержащий классы Фиттинга g, и , назы­
вается классом Фиттинга, порожденным классами 5 , и g2, и обозначается через 
% V $ 2 или Я ( ( | ,52).

Таким образом, ввиду класс Фиттинга Nn(%,%) является
верхней гранью для класса Фиттинга Fit{%,$2).

Следуя Хауку [5], для произвольного класса Фиттинга определим класс 
групп У(1) = (G е 2© : Gj является -Е-максимальной подгруппой группы G ).

Заметим, что в любой группе из класса J0  ввиду утверждения 1) леммы 
1.7 инъекторы существуют и сопряжены.

Покажем, что класс групп У(£) является 5п-замкнутым. Пусть G е У(1) и 
N <G- Докажем, что Л/еУ(£), т.е. Л/ж является j  -максимальной подгруппой 
группы N. Так как G е У (I) и У(£) с  Ш , то G* является j -инъектором группы 
G. Значит, ввиду N <G  по определению инъектора Л/n G j является j -макси­
мальной подгруппой в Л/. Но из N < G по лемме 1.1 имеем Л/г = N n G s. Следо­
вательно, Л/j является j -максимальной подгруппой в Л/и поэтому Л/е У(1). 
Итак, класс групп У(£) является 8п-замкнутым.

Заметим также, что если £ -  произвольный класс Фиттинга и $ -  произ­
вольный класс групп такой, что I c  j c  У (1), то £ < Щ.

Теорема 1.9 (Куратовского-Цорна [9, с. 29]). Если любая цепь частично 
упорядоченного множества М обладает верхней гранью, то любой элемент 
из М не превосходит некоторого максимального элемента множества М.

Обозначим 3) = У(£). Для доказательства основного результата вначале 
опишем свойства групп минимального порядка из класса Щ \ 0).

Напомним, что комонолитической называется неединичная группа, имею­
щая в точности одну максимальную нормальную подгруппу.
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Лемма 1.10. Пусть j  -  непустой класс Фиттинга и £ с  I©  -  класс групп

такой, что Sng = g £ 0). Если G -  группа минимального порядка из g \ Ъ и V -  
%-инъектор группы G, то справедливы следующие утверждения:

1) в группе G существует единственная максимальная нормальная под­
группа N, причем V п /V = GI; V7G* = Zp, и если G IN  е 9?, то VN -G',

2) если g -  класс Фишера и в G существует нормальная подгруппа К 
такая, что Gx < К < N , то К < NG(V), N !G T = F{GIGX) -  q-группа и V = PGZ, 
где Р = Sylp(G) для некоторого простого числа р.

Доказательство. 1) Заметим, что если Н е О), то Нг является единствен­
ным j -инъектором группы Н. Действительно, по определению класса 0) группа 
Нг является х-максимальной подгруппой группы Н. Но ввиду ф с  366 по утвер­
ждению 1) леммы 1.7 в любой ф-группе существует единственный класс сопря­
женных j -инъекторов. Тогда Я* elnjs(H) по определению инъектора. Более 
того, ввиду < Н все сопряженные с Нг подгруппы совпадут с Нг. Таким об­
разом, Нг является единственным j -инъектором группы Н для любой группы 
Не?).

Пусть N -  максимальная нормальная подгруппа группы G. Так как | N |<| G | , 
то из выбора группы G получаем N е 9). Следовательно, Л/г является единствен­
ным j -инъектором в N.

По лемме 1.6 имеем N n V  е In j^N ). Следовательно, ввиду единственности 
j -инъектора в группе N заключаем, что N n  V = Л/г . Но Л/г char N по лемме 1.8.

Таким образом,
N r\V  = /Vj char N <G . (1.10.1)

Покажем теперь, что V не содержится ни в какой субнормальной подгруппе 
группы G. Пусть Н « G .  Если V с  Н , то V является j -инъектором группы Н по 
утверждению 2) леммы 1.7. Ввиду | Н |<| G | из выбора группы G имеем Н <= 0). 
Это по определению класса 9) означает, что Нг является j -максимальной 
подгруппой группы Н. Более того, Я* является единственным j -инъектором груп­
пы Н. Итак, V = H j. Но тогда ввиду < Н « G  v\ V = имеем у  «  G . Отсю­
да по лемме 1.1 имеем Vi  = V n  G£ с  Gl ■ Но = V и тогда l / c G r  Поэтому
V = Gt . Таким образом, Gj. является j -максимальной подгруппой в G, что по 
определению класса 2) означает G е 9) -  противоречие.

Следовательно, У не содержится ни в какой субнормальной подгруппе груп­
пы G.

Заметим также, что
G = RV (1.10.2)

для любой нормальной подгруппы R такой, что G /R  -  нильпотентная группа.
В качестве подгруппы R можно взять, например, такую максимальную нор­

мальную подгруппу М0 группы G, что Gj с  М0. Тогда G IGS с  М0 / Gj = G / М0 -  
простая группа. Так как G / Gs разрешима ввиду G е I © , то G / М0 -  разрешимая 
простая группа. Значит G I М0 является циклической группой простого порядка. 
Следовательно, G/M0 -  нильпотентная группа.

Если предположить, что RV ф  G , то RV /  R « G l  R . Поэтому RV <i<  G . Сле­
довательно, V содержится в подгруппе Н -  RV и Н «  G, что невозможно.

Покажем теперь, что группа G комонолитична. Пусть М -  произвольная мак­
симальная нормальная подгруппа группы G. Так как V -  j -инъектор группы G, 
то подгруппа V глМ является j -инъектором группы М. Но g является ^-замк­
нутым и M < iG e g . Значит, M e g . Следовательно, из (1.10.1) получаем

Мо
гил
ев
ски
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 А
.А

. К
ул
еш
ов
а



МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ 183

VглМ < М . Отсюда V п М  = Мг = Сжг\М с б г  Значит, для любой максималь­
ной нормальной подгруппы М группы G справедливо включение

1 /n /W cG j. (1.10.3)

Пусть А/., и N2 -  различные максимальные нормальные подгруппы группы G. 
Без ограничения общности мы можем считать, что А̂  э  Gx и A/2£G j. Тогда 
G = A/2Gj . Заметим, что из /V, з  G* и G = A/2Gj следует G = V7V2.

Покажем, что G/A/., -  нильпотентная группа. Действительно, из G е 16  сле­
дует, что G /G j разрешима. Но /V, з  Gs и поэтому G/G* / А/, / Gj = G/А/, е б  вви­
ду того, что G /G j разрешима и класс @ является формацией. Заметим, что 
G/А/, -  главный фактор группы G. Значит, по утверждению 2) леммы ^ф а кто р ­
группа G / А/1 является элементарной абелевой р-группой для некоторого про­
стого числа р. Кроме того, G/А/, -  композиционный фактор группы G. Следова­
тельно, по утверждению 1) леммы 1.3 факторгруппа G / А/1 имеет простой поря­
док. Но абелева группа простого порядка является циклической, т.е. G / А/1 = Zp. 

Итак, G /А/, -  нильпотентная группа.
Следовательно, по (1.10.2) имеем G = VNv Значит, ввиду изоморфизмов 

G/A/1 = VN̂  / A/1 s VIV n  /V, и GIN2 =VN2I N2 =V IV n N 2 подгруппы VnA/( и
V r\N 2 являются максимальными нормальными подгруппами группы V.

Предположим, что V n  А/., *  V п  А/2. Тогда 1/ = (1/п пД/2). Следова­
тельно, ввиду (1.10.3) получаем l / c G r  Значит, V = GZ. Последнее противоре­
чит тому, что подгруппа V не нормальна в G. Итак, 1/пА/, = V n N 2. Но тогда

GIN, z V I V n N i  = V I V n N 2 = GIN2

и поэтому G/A/1 = G/A/2. Отсюда ввиду Gl  N^eVl  имеем GIN2 e . Так как класс 
3? является формацией, то группа GIN,  пЛ /2 нильпотентна. Следовательно, из 
равенства (1.10.2) получаем G = У (А/, n N 2). С другой стороны, G = А/А/1 nWV2, 
так как VA/, = G = VA/2. Значит,

V(N1n N 2) = VN,nVN2

и по утверждению 1 ) леммы 1.2  справедливо равенство
(Vr\N^)(V n N z) = V N ^ N 2.

Так как А/1Л/2 = G , то V i~\N^N2 = V . Следовательно, V — (V о  N,)(V п  А/2). Но

V гл Л/1 = V n N 2 и поэтому V = \/ п А /,с  Л/, -  противоречие с тем, что V не содер­
жится ни в какой субнормальной подгруппе группы G.

Итак, А/1 = Л/2 == Л/ и группа G комонолитична.
Так как А/ -  единственная максимальная нормальная подгруппа группы G, 

то Gj сА /. Отсюда Gz n  Af = G j. Но А/г = G* п  Л/ по лемме 1.1. Тогда Л/г = G* и 
поэтому с учетом (1.10.1) получаем N n V  = G*.

Заметим, что V IV  n N  ~VN I N . Как показано выше, случай I/ с А /  невоз­
можен. Тогда V £ N .  Последнее означает, что VN = G. Следовательно, 
V IV r\N  = G / N = Zp. Но N n V  = G* и поэтому V /G j = Zp.

2) Докажем теперь второе утверждение леммы.
Пусть Gj < К  < N . Так как | К  |<| G | , то К е ф. Значит, по определению клас­

са <2) группа K j является j -максимальной подгруппой в К. Следовательно, 
К г е Inj^K)  и /<г является единственным £-инъектором группы К. Отсюда по 
утверждению 1) данной леммы получаем V п  К = К г. Но Gj < К  и по лемме 1.1 
имеем G ^ n K  = К г . Поэтому Gj =G^r \K  = Kt = 1 /пК ,т .е . G* =V глК.

Следовательно, с учетом утверждения 1) данной леммы получаем 
VKIK = VIV глК = V IG£ = Z p и Gj < V .
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Так как g -  класс Фишера, V е Inj^VK) и VKIK = Zp, то по определению 
класса Фишера VK е g .

Как показано в доказательстве утверждения 1) леммы, группа GIN  разре­
шима. По утверждению 1) леммы 1.3 имеем | G/N  |= р для некоторого простого 
числа р.

Покажем, что VK < G . Действительно, если предположить VK = G , то с уче­
том VKIK = Zp имеем G/K = Zp. Отсюда ввиду | G/K  |>| G/N  | заключаем, что 
\GI  N \< р.  Последнее означает G = N -  противоречие.

Итак, VK < G ■ Отсюда VK е ?). Значит, (\/К)г является £ -максимальной под­
группой в VK. Более того, (VK)j является единственным £ -инъектором группы 
VK. Следовательно, V = (VK)ж. Значит, V < VK ■

Покажем теперь, что К < NG(V). Множество NG(V) по определению содер­
жит все элементы из G, инвариантные относительно V. Но по определению нор­
мальной подгруппы ввиду v  <VK и К <VK имеем VK = V . Значит, К  < NG(V).

Заметим, что F(G /G j) < G /G j. Действительно, если F(G /G j) = G /G *, то 
G /G j е 31, где д? -  класс Фиттинга всех нильпотентных групп. Но V/G^ = Zp и
V / Gj < G /G j . Следовательно, V / G* «  G/G* ■ Отсюда V <<G -  получаем про­
тиворечие с тем, что j -инъектор группы G не содержится ни в какой субнор­
мальной подгруппе группы G.

Обозначим MIGZ = F(GIGj )  < G /G *. По свойству подгруппы Фиттинга име­
ем MIGx < G /G j и поэтому М <G-  Так как по утверждению 1) данной леммы в 
G существует единственная максимальная нормальная подгруппа Л/, то М < N . 
Значит, M/Gx < N / GJ .

Заметим, что в условии Gx < К  <N  ввиду произвольности группы К можно 
положить К = М . Тогда по доказанному выше получаем V о M V .

Из М < N следует V п М  <V r \N  . Но ввиду утверждения 1 ) данной леммы 
имеем V n N  = GX. Значит, V п М  = G j. Но Gf < V и Gx < М . Отсюда справед­
ливо и обратное включение Gx < V гл М . Итак, Gs = V n  М .

Так как М < MV ввиду м  < G и V < MV = VM , то VIGX <VMIGI и 
M/G1 <VM!G£ Следовательно, по лемме 1.5 получаем
[V/Gj./W /Gj] < (V/G I )n (W /G i ) . Но (V/GI )n (M /G J) = 1 ввиду G j= V n W . 
Тогда [V IGX,M I Gz] = 1, т.е. любой элемент из V /G j перестановочен с каждым 
элементом из MfGt . Поэтому по определению взаимного коммутанта получаем
V IGj  < Св1вж{МIGX).

С учетом леммы 1.4 ввиду разрешимости группы G/Gs имеем 
CGIGl(M /G j) < MIG,  < N / G t  итогда W G j < NIG,.  Последнее означает V < N -  
противоречие с тем, что V не содержится ни в какой субнормальной подгруппе 
группы G. Следовательно, М = N .

Пусть {qv ...,qm} -  множество всех простых делителей порядка | NIGX \ ■ Так 
как /V /G j = F (G /G j), то /V/Gj нильпотентна. Следовательно, все ее силовские 
qj -подгруппы нормальны, а значит, единственны для каждого простого числа д(. 
(/' = 1 Тогда с/,.-подгруппы группы N/Gs имеют вид Q( /G j для каждого qj
(/' = 1 Следовательно, Q, /G* < /V/G*. Тогда Q( < N . Как показано выше,
снова получаем VIG,  < CG/Gi(Q; /G j) для любого qt (/' = 1,...,m). Так как после­
днее включение справедливо для любого простого числа qt., то ввиду

т
Q, /G j < /V/Gj имеем V IGX <P|CG/Gi(Q, / G j)< C G/Gj(N /G j ) .  Получаем V  < N -

i-A

противоречие с тем, что V не содержится ни в какой нормальной подгруппе группы G.
Лемма доказана.
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2. Максимальные подклассы
Определим достаточно широкое семейство классов Фиттинга, для которых 

указанная во введении проблема решается положительно.
Определение 2.1. Для произвольных классов Фиттинга % положим 

0 = {р е Р | р || G /GS2 |,G е $,}, т = {р е Р | р || GIG% |,G е %} и пусть л з  стпх. 
Обозначим = (G е 16 : G / G-.G~ g  Э?я) , где j  -  непустой класс Фиттинга.

Из определения 2.1 с учетом результата Хаука (см. IX.2.1 [2]) следует, что 
^ (W i-^г) является классом Фиттинга.

Теорема 2.2. Справедливы следующие утверждения:
1) множество всех локально нормальных классов Фиттинга имеет, по 

крайней мере, один максимальный элемент;
2) если %, %, I  -  классы Фиттинга, причем с £ б ,  и % =

(7 = 1,2  j  для всех р е п ,  где множество % удовлетворяет определению 2.1, то 
существует единственный максимальный класс Фиттинга, в котором за­
данный класс Фиттинга j  нормален.

Доказательство. 1) Пусть j  -  непустой класс Фиттинга. Возьмем произ­
вольную непустую цепь локально нормальных (в данном случае ^-нормаль­
ных) классов Фиттинга

{§, | % - локально нормальный класс Фиттинга и / е /}.

Рассмотрим & = IJSi • Покажем, что Щ -  локально нормальный класс Фит­
тинга. iel

Выясним вначале, что J -  класс Фиттинга.
Пусть G g § и К < G. Следовательно, G е % для некоторого /0 е /. Так как 

$/0-  класс Фиттинга, то К  е % и, значит, К  е $. Ьледовательно, класс групп g 
является S„ -замкнутым.

Пусть теперь L = , где /С, и К2 -  нормальные g -подгруппы группы L. Но
тогда /С, е ^  и К2 е g  для некоторых ik, im е I . Так как либо ^  , либо

с  5 ,, и 5/,, Sm -  классы Фиттинга, то L = К^К2 является либо -группой, либо
-группой. Но в каждом из этих случаев очевидно, что L g §.
Итак, 5 -  класс Фиттинга.
Остается показать, что $ локально нормален.
Пусть L -  g -максимальная подгруппа группы G е 7), содержащая g -ради- 

кал группы G. Тогда L е \  для некоторого /'. г  /. Но так как классы X локально 
нормальны для любого / g / , то Gs является -максимальной подгруппой в G. 
Значит, L ~ G % . Так как ввиду g  с  g имеем G, c G , для любого / el ,  то 

. Отсюда L = G5. «
Значит, G5 является g -максимальной подгруппой группы G.
Следовательно, по теореме 1.9 Куратовского-Цорна каждый элемент из g 

содержится в некотором максимальном элементе.
2) Так как g, v % с  Nn(%,%), то для доказательства второго утверждения 

леммы достаточно показать, что NK(%,$2) с  $). Предположим противное, т.е. 
^(S i- 5?) \ ?) *  0  • Пусть G-  группа минимального порядка из класса A/^g, g2) \ 0). 
Тогда по лемме 1.10 группа G имеет единственную максимальную нормальную 
подгруппу М такую, что GIM = Zp, V n M  = GI и V = PGX, где V е lnjx(G) и 
Р = Sylp(G) для некоторого простого числа р.

Пусть G е g  ■ Тогда по определению нормального класса Фиттинга из I  < g 
(/ = 1,2) следует, что G* является j -максимальной подгруппой в G. Отсюда 
G е ф -  противоречие. Следовательно, G <е% (/ = 1,2). Тогда Gs < G .
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Заметим, что G/GS,GSJ/ M/G%G^ = G/ M = Zp. Таким образом, p делит 
|G /G SiG J .  Ho G/GSiG52eD?„ по определению класса /V^g.go) ввиду 
G 6 Следовательно, p e n .

Убедимся в справедливости равенства PG%Gb = G. Предположим обрат­
ное, т.е. PGSG^ <G. Заметим, что по определению g -радикала Gs является 
максимальной нормальной g -подгруппой группы G ( /  = 1,2). Значит, 
(PG%Gh )^ = G5i и (P G ,G ,X  = Gs2 ВВИДУ G% с  PG%G^  (/ = 1,2).

Следовательно,
PGSGS2 /(PG%GM PG%G ,X  <G/(PG5 GS2)Si(PGsG52)S2 = g / g 5 g & .

Ho G/Gs Gj2 еЗі, ввиду G е /Vn(g,g2).
Значит, PGjG^ l(PG%Gb )%(PG%Gb )b « G /(P G %Gb )%(PG%Gb )b . Отсюда

PGs,G52 <<iG- Так KaK G* ^ Gx ввиду l e g  (/ = 1,2 ), to  PG1 <PG%G%?. Ho 
PGj = I / . Следовательно, V < PG%G% «  G -  противоречие с тем, что V не со­
держится ни в какой субнормальной подгруппе группы G.

Итак, PG-G-2 =G.
Теперь покажем, что PG% = G или PG~ -  G ■ Предположим, что PG~ < G 

(/ = 1,2). Так как Р < PGj = У , то Р с  Л/е(У ). Из условия $ <i g  следует l e g  и 
тогда Gj < Gs (/ = 1,2). Кроме того, Gj < V ввиду V е lnjs{G). Условия Gx < G% 
и Gj < V в совокупности дают Gs n  V *  0 .  Но Gs < G и поэтому G% с  Ne(V) по 
определению нормализатора.

Итак, Р , Gs , GS2 с  Ne(V) и, значит, PG^G^ с  Ne(V) . Отсюда Gs = NG(V).
Но, как показано'выше, PG%Gъ = G и тогда* G с  NG{V). Отсюда G = NG(V), 

что влечет V = G. Последнее'равенство означает G e l .  Следовательно, 
PG% =G ( / = 1,2 ).

Легко видеть, что PG% е g У1р ввиду G = PG% (/' = 1,2). Но по условию теоре­
мы g  е  §31р (/ = X 2) для всех р е п .  Значит, G е g  (/ = 1,2 )•

Таким образом, G е g, u  g2 -  противоречие с доказанным выше.
Следовательно, Nn(%,%) Х?) = 0  . Если Н е 1 , то из ЗЕ < g  следует Н е 9). 

Отсюда ввиду I  < g  имеем Н е g  ^ g 2 с /VJg.g,,). Таким образом, найдется 
группа Н е Л/л(g ,g 2)n ? ) . Следовательно, A/Jt(g1,g2) сф .

Теорема доказана.
В случае, когда 1 с б ,  из теоремы 2.2 вытекает теорема 3.1.8 [4].
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