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ПОЛУЦИКЛИЧЕСКИЕ ИДЕМПОТЕНТНЫЕ 
п-АРНЫЕ ГРУППЫ

В теории n-арных групп уже на первоначальном этапе ее развития возникла 
настоятельная потребность в n-арных аналогах циклических групп. Естествен
но, что Э. Пост -  один из основоположников теории п-арных групп, внесший 
значительный вклад в ее развитие, обратил внимание на n-арные группы, по
рождаемые одним элементом, которые он по аналогии с бинарным случаем на
звал циклическими [1]. Выяснилось, что циклические n-арные группы обладают 
рядом необычных свойств. Например, в отличие от групп, существуют цикличес
кие n-арные группы (п>3) непростого порядка, не имеющие собственных, в том 
числе и одноэлементных n-арных подгрупп [1, 2]. Еще одним п-арным аналогом 
циклических групп, более широким, чем циклические n-арные группы, являются 
полуциклические n-арные группы. Свойства полуцикпических n-арных групп под
робно изучены А.М. Гальмаком в его монографии [3], где, в частности, доказано, 
что конечная полуциклическая n-арная группа, содержащая идемпотент, для 
всякого делителя у своего порядка имеет единственную п-арную подгруппу по
рядка у, содержащую указанный идемпотент.

В данной работе описывается строение полуциклической n-арной группы, в 
которой все элементы являются идемпотентами.

Определение [3]. п-Арная группа < А, [ ] > называется полуциклической, 
если ее соответствующая группа Поста А0 циклическая.

Так как группа \  изоморфна группе < А, ®  > с п-арной операцией

х ®  у = [хау],

где а -  обратная последовательность для элемента а е А, то полуциклическую 
n-арную группу < А, [ ] > можно определить [3] как n-арную группу, для которой 
группа < А, ®  > циклическая.

Лемма 1[3]. Если полуциклическая n-арная группа < А, [ ] > порядка g со
держит идемпотент а, то для любого делителя у числа g в < А, [ ] > существует 
единственная n-арная подгруппа < В, [ ] > порядка у, содержащая идемпотент а.

Лемма 2[4]. Если < В, [ ] > -  полуинвариантная n-арная подгруппа идем- 
потентной n-арной группы < А, [ ] >, то < А, [ ] > является объединением непе- 
ресекающихся полуинвариантных в < А, [ ] > n-арных подгрупп, являющихся смеж
ными классами < А, [ ] > по < В, [ ] > и имеющих мощность, совпадающую с 
мощностью множества В.

Теорема. Пусть < А, [ ] > -  конечная полуциклическая идемпотентная 
n-арная группа. Тогда:

1) для всякого делителя к порядка |А| существует точно m = |A|/k n-арных

подгрупп < Вг  [ ] > , . . . , <  Bm, [ ]  > порядка к;

2) А = U B ,, В, П В = 0  (І
i=l '

3) число (А) всех n-арных подгрупп n-арной группы < А, [ ] > совпадает с 
суммой всех делителей порядка |А|, т.е.
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т(А)= П “ ------Г ,
i=l Pi  “ I

где |А| = р“ ' ... р“ г -  каноническое разложение порядка |А| на простые множи
тели.

Доказательство. 1. Зафиксируем идемпотент а е А. Тогда по лемме 1
< А, [ ] > обладает п-арной подгруппой < В, [ ] > порядка к, содержащей а.

Так как всякая полуциклическая п-арная группа является полуабелевой, и в 
полуабелевой п-арной группе все n-арные подгруппы полуинвариантны, то
< В, [ ] > -  полуинвариантна в < А, [ ] >. Поэтому по лемме 2 n-арная группа
< А, [ ] > разлагается в объединение

А = В + [ В ^ В а 1] + . . . + [ В ^ 1В а т.1] (*)
п-1 п-1

т  непересекающихся п-арных подгрупп

< В 1, [ ] > ........ < B m.1, [ ] > . < B m =  B , [ ] >  П
порядка к, где

В( = [B ^JB  a,], i = 1, . . „ т - 1 .
п-1

Пусть теперь < С, [ ] > -  произвольная n-арная подгруппа порядка к п-арной 
группы < А, [ ] >. Снова применяя лемму 2, видим, что < А, [ ] > разлагается в 
объединение

А = С + [ С ^ С  Ь,] + ... + [ С _ С  bm1]
n - l  n - l

m непересекающихся п-арных подгрупп

< с 1, [ ] > ......
порядка к, где

C ^ I C ^ C  b , ] , i=1 ......m -1, Cm = С.
n - l

Ясно, что а е С; для некоторого i е {1, ..., т }. Так как а е Cit то < С(, ®  > -  под
группа группы < А, (а) >. А так как ICJ = к и ввиду цикличности < А, ®  >, подгруппа
< В, @ > -  единственная в < А, ®  >, имеющая порядок к, то Cf = В.

Если i = т ,  т.е. Ст = С, то С = В, и, следовательно, n-арная подгруппа < С, [ ] > 
содержится среди п-арных подгрупп (**). Пусть теперь i е {1......m -1}. Тогда

[ С ^ С  Ь(] = В,
П-1

откуда, зафиксировав с е С, учитывая a s В, и, используя идемпотентность Ц, 
получим
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[С^Сс) = [Ъ ^ Ъ  [ab, ...Ь; с]],
n - l  n - l  ' - ^ Г '

С = [B_Bu], u = [abi ...bj с].
n" 1 n -2

Из (*) следует, что смежный класс С = [В...  В и] пересекается с некоторым
П-1

смежным классом В, из (**). А так как любые два смежных класса либо не пе
ресекаются, либо совпадают, то n-арная подгруппа < С, [ ] > содержится среди 
п-арных подгрупп (**). Таким образом, показано, что n-арных подгрупп порядка к 
п-арной группы < А, [ ] >, отличных от n-арных подгрупп (**), не существует.

2. Вытекает из (*).
3. Если kv k2, .... ks — все делители числа |А|, то

т(А) = т ,  + т 2 + ... + ms,
где

|А| = ^ т ,  = к2т 2 = ... = ksms.

Ясно, что т , ,  т 2, ..., ms -  также все делители числа |А|. Теорема доказана.
Тернарная группа < Вп, [ ] > отражений правильного n-угольника была оп

ределена и подробно исследована в [5,6], где, в частности, показано, что в < Вп, [ ] > 
все элементы являются идемпотентами, а также установлено, что циклическая 
группа Сп поворотов является соответствующей для тернарной группы < Вп, [ ] >. 
Поэтому < Вп, [ ] > -  полуциклическая тернарная группа. Учитывая равенство 
jBn|= п, видим, что выполняются все условия предыдущей теоремы, из которой 
вытекает

Следствие. [5, 6]. Справедливы следующие утверждения:
1) для всякого делителя к числа п существует точно m = п / к тернарных 

подгрупп < Нг  [ ]  >, ..., < Нт , [ ]  > порядка ктернарной группы < Вп, [ ]  >;

2)Вп= и ц  , Н, П H, = 0 ( i * j ) ;
І = 1

Г р“ і+1-1
3) Т(ВЛ) = П “  — ,

i=i Pi I

где n = р“ ' ... p“ r -  каноническое разложение числа п на простые множители.
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S U M M A R Y
The semicyclic n-ary groups are studied in this paper.
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