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ТЕОРЕМЫ ОБ ОТОБРАЖЕНИИ СПЕКТРА 
В г -ИСЧИСЛЕНИИ ГЕНЕРАТОРОВ 

Ся-ПОЛУГРУПП
В [1] построено функциональное исчисление нескольких коммутирующих 

генераторов С0-полугрупп на основе класса функций т „ (" т п -  исчисление"), 

см. также [2] -  [4]. Напомним необходимые факты из [1]. Непрерывная числовая 

функция на R" называется абсолютно монотонной, если во всех внутренних 

точках R” она неотрицательна вместе со своими частными производными
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всех порядков. Функция у/:  R"—> R принадлежит классу т п, если все ее 

частные производные абсолютно монотонны. При этом

y/(s) = с0 +  с, • 5 + J K  (е1 “ -  1)ф(ы), (1)

где с0 = ^(-0), сх из Rn+ и положительная мера //, сосредоточенная на 

R” \{0}, определяются однозначно (точка обозначает скалярное произведение

в R” ). При п = 1 этот результат принадлежит Шенбергу (см., например, [5, 
с. 256, 257]). В общем случае он был анонсирован в [3] и доказан в [1]. Из схо
димости интеграла (3.1) в [1] следует, что у/ голоморфно продолжается в об

ласть { zeC " : Rez < 0}.
Пусть Ть Т2, ... Тп -  попарно коммутирующие равномерно ограниченные 

Co-полугруппы в банаховом пространстве X, Aj -  генератор 7}, А = (A1t Ап),

D(A) = п "=1 D(Aj),Т(и) = П"=1 Tj(Uj),(и е Я”). Для у/ е тп вида (1) полага

ем при х е D{A)

у/(А)х = с0х + сх- Ах + J (Т(и) -  I)xdp(u) (2)

(I -  единичный оператор в X ,  сх Ах = 'YJf\Aix ), причем интеграл сходится в 

смысле Бохнера [2, с. 572]. Оператор у/{А) расширяется до генератора рав

номерно ограниченной С0-полугруппы, который также обозначается у/{А) [1, 

теорема 4.1].
В [1, теорема 8.2] (см. также [2, теорема 6]) установлена теорема об ото

бражении совместного спектра в тп -  исчислении для частного случая голо

морфных Tj. Ниже дается другое определение совместного спектра и дока

зывается аналогичная теорема, справедливая для произвольных равномерно 
ограниченных С0-полугрупп.

Определение 1. Скажем, что точка Л = (Л1,...,Л„) е С п регулярная для 

набора А (пишем: Л е р ( А ) , если найдутся такие ограниченные операторы 

Вк в X, коммутирующие со всеми Л.,1т(1?.) с; D(Aj) ,что

1) {Xjl -  Aj)BjX = х при всех х  Е X  \л

2) 2 ”=] Bj(Яу/ -  Aj)x =.х при всех х е D (A ) .

Совместный спектр (Шилова) набора А определим равенством

Sp(A) = С П \ р(А). Легко проверить, что Sp(A) с  П"=1 Sp(Aj).

Теорема 1. Sp(y/(A)) з  y/(Sp{A)).
Доказательство. Докажем, что

р(А) з  {я е С ”, Re Л < 0 : у/(Л) е  p(ys(A))j. (3)

При Л е С " , R e l < 0 и х е  D(A) имеем в силу (1) и (2)

у/(Л)х -  у/(А)х -  с, ■ (Л/ -  А)х + (еХи I  -  Т(u))xdp(u). (4)
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Для любых ограниченных операторов в X  справедли

во тождество

П В , - П С }, =  (В, - СЛПВ,  +  СЛВ2 - С Л П В , + ...
М  1 М  1 1 j= 2  J ' 1 2  7=3 1

+ Й С ; (Д ,-С Л).

С учетом коммутирования полугрупп 7’. получаем отсюда, что

еЛи1 -  Т{и) =  ± ( е ^ 1  -  ))£/,. (к), (5)
М

где U .(и) -  некоторые ограниченные операторы в X, коммутирующие с 

Тпі = 1 В силу [6, с. 220, (8.1а), (8.1Ь)] существуют такие ограниченные 

операторы Vj(Uj) в X, Im V; (Uj) с: D(A) , также коммутирующие со всеми 

Tj, что

(eXjUj I  -  Tj (iij ))х -  (AjI -  Aj )Vj (Uj )x при j c e l ,

(елл  i  _ Tj ))x _ у.  (Uj ){XjI -  Aj )x при x e D (A ) .

Подставляя это в (5), а результат -  в (4), имеем для некоторых ограни
ченных операторов Wy(u) в X ,  Ьпй^Дм) с  D ( A ) ,x e  D(A)

(¥ (X)I -  ¥ (А))х = ~ Aj)x + Z  /дл (я/ -  A^VjiujjUjCufrdrtu) =
i= i  j= i  +

(6)
j =i

и аналогично

(¥ (Х)І -  ¥ (A))x = £  Г Д М)(Д / -  Aj)x, (7)
M

причем оператор Wj(u) коммутирует со всеми 7J. Если у/(Х) е р(і//(А)), то, 

заменяя в (6) х  на (у/(Х)1 -  у/(А))~' х, х е Х ,  получаем

х = £ ( Х / - Л ; )(^(и)(у/ (Х)1-уг(А)У')х  при х е Х
i=i

Аналогично, применяя к обеим частям (7) оператор (у/(Х)1 -  и

учитывая, что коммутируют с [1, следствие теоремы 4.1], имеем

X = J1 (W J {u)(v(X)I -  ¥ (А)У' )(XjI -  Aj )x  при x e D(A),
У= !

т. e. X e p(A ) , что доказывает (3).
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Если теперь мы предположим, что теорема неверна, т. е. найдется число 
из \f/{Sp{Ay) , не принадлежащее Sp{y/{A)), то у/{Л) е р(у/(А) при некото

ром Я е Sp(A), а это противоречит (3). Теорема доказана.

Определение 2. Совместный точечный спектр Spp(A) набора А есть

множество тех Я € С " , для которых найдется вектор х е  D(A), х * 0 ,  удов

летворяющий равенствам Afx = Afx, j  = 1,

Легко видеть, что Spp(A) с  Sp(A). Для совместного точечного спектра 

справедлив аналог теоремы 1.
Теорема 2. Spp (у/(А)) ;э y/(Sp(A)).

Доказательство. Пусть А-х = Л}х , при некотором

x e D ( A ) ,  x#Q,  j  =

Тогда Т{и)х = еХих,  поскольку в силу [7, теорема 11.6.3] Tj(g)x = eXj4x . 
Формулы (2) и (1) показывают теперь, что

у/{А)х = (с0 + с, • Я + |д„ (еХи -  \)dfi(u))x = у/(Л)х,

т. е. у/(Я) е Spp{y/(A)), что и требовалось доказать.

Замечание. Пример функции ys(s) =  es -1  из г, показывает, что доказан

ные включения могут быть строгими (см., например, [6, с. 218-219, пример 

8.1]). С другой стороны, для голоморфных Tj при п = 1 они превращаются в

равенства [2, теорема 6].
В заключение отметим, что основные результаты работы были анонсиро

ваны в [8].
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