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О ПОСТРОЕНИИ ФУНКЦИИ ПРЕДЕЛЬНЫХ ЦИКЛОВ 
ДЛЯ СИСТЕМ ЛЬЕНАРА С ЧЕТЫРЬМЯ ОСОБЫМИ ТОЧКАМИ

И.Н. Сидоренко (кафедра математики и информатики)

1. Введение. Одной из нерешенных задач качественной теории дифференциаль
ных уравнений на плоскости является задача оценки максимального числа предельных 
циклов на плоскости, известная также как 16-я проблема Гильберта [1]. Ввиду сложно
сти решения поставленной задачи для полиномиальных систем автономных дифферен
циальных уравнений на плоскости С. Смейл предложил начать решение данной про
блемы для систем Льенара, которые обладают рядом свойств, упрощающих их качест
венное исследование [2].

Рассматривается семейство систем Льенара

T = - v - T - *  (1)at at
где g(x) = х(\ -  x)(l -  Lx)(\ -  Mx), -1  < Z, < 0, M >0, a f i x )  -  полином второй степени.

Целью работы является оценка максимального количества предельных циклов с 
помощью построение прогнозной функции предельных циклов.
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2. Предварительные результаты
Система (1) также может быть записана в виде

С. Смейл в своей работе [3] поддержал гипотезу, выдвинутую в работе [2] о том. 
что система Льенара (2) в случае g(x) = х , a F^x^j -  полином степени 2к +1 и F(o) = 0. 
может иметь не более к  предельных циклов вокруг антиседла 0(0,0).

Мы предлагаем следующее уточнение гипотезы Смейла [5], которое будет ис
пользовано для получения прогнозного числа предельных циклов.

Гипотеза 1. В пространстве параметров системы (2) с " (х ) = х  существует 
область Q , в которой число предельных циклов системы (2) не превосходит 
количества т нулей нечетной части функции F(x) ,  т. е. положительных нулей 
функции

(р { х ) -  F ( x ) —F { —x) ,  (3)

а также внутри Q существует подобласть, в которой это число равно т.
Система Льенара (1) примечательна тем, что все ее особые точки принадлежат 

оси Ох.

Определение 1. Пусть система Льенара (1) имеет антиседло ,0)
Обозначим, через ^  (£2) — абсциссу ближайшей слева (справа) к точке А особой 
точки, если слева (справа) особых точек нет, то считаем £, = -оо (<̂ 2 =+оо). 
Системой прогноза вокруг особой точки А(хо,0) для системы Льенара (1) будем 
называть систему

F(7 )= F ( / i ),G (,,)=G (/J). (4:

где !■'(,)) = j/[r),7r,

G(ju)= J g(x)dx,

& < Л < *0 
х0< ц < % 2.

3. Оценка количества предельных циклов
Отметим некоторые общие результаты, полученные в ходе исследования.
Так, данная система имеет в конечной части плоскости только 4 особые точки и 

все они являются простыми, то справедлива
Теорема 2. Система (1) не имеет предельных циклов рождающихся из беско

нечности и окружающих все состояния равновесия.

Теорема 3. Если особые точки £,(0,0), S  —  0] являются седлами системы
Х м ’ )

(1), причем S, находится между двумя антиседлами и
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g (o) > g( — 1,
'  K M )

то система (l) не имеет предельных циклов окружающих группу особых точек.
4. Прогнозная функция предельных циклов.
Зафиксируем параметры ап = 1, L = -  j /^ ,  М  = Тогда для системы (2) мож

но определить функцию Андронова-Хопфа <2, = АН { х ) ,  равную тому значению пара

метра а х, при котором система (2) имеет предельный цикл, проходящий через точку 

(х, О ) .  Используя гипотезу Смейла, для рассматриваемой системы можно определить 
прогнозную функцию Андронова-Хопфа а х — А Н р{х)  [6], равную тому значению па

раметра a i , при котором нечетная часть функции F(x~) имеет положительный корень. 
Прогнозная функция Андронова-Хопфа в известных ситуациях дает нужное приближе
ние функции а, = А Н ( х ) .

Справедлива
Теорема 4. Система (1) имеет точно один предельный цикл, окружающий груп

пу особых точек при ап - I , а х = 1Л97,Ь = - М  = Ула\-'4
Доказательство. Для доказательства будем искать функции Дюлака-Черкаса [6] 

Ф(х,С), Ч!(х,у,С) при п -  14, к — — 5/4 на равномерной сетке. Для этого решим 
соответствующую задачу оптимизации

Ф(х , C) >L,  L - > m a x , | c  |<1, / = 1,901,у = Ц 4 . (5)

В результате найдем решение задачи (9) (С ,L ), при этом L ~ 0.000043 > 0, 
т.е. функция ф(х,С  ) положительна во всей плоскости, а уравнение Ч>{х,у,С') = 0 
определяет в этой области один овал (рисунок). Таким образом, система (1) имеет точ
но один предельный цикл во всей плоскости.

Овал кривой ¥  = 0 для системы (1) при а0 = 1,а, = 1.197,1 = М  -
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