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__ ^ А Я  ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ
Актуальность темы диссертации. Известно, что конструктив- 

ные методы построения глобальных решений нелинейных уравнений в 
частных производных в сочетании с абстрактными методами нелиней
ного анализа составляют основу современной теории дифференциальных 
уравнений. Поэтому их развитие является одной из актуальных проблем 
современного естествознания.

Известно, что наиболее эффективными и важными для приложений 
методами решения нелинейных уравнений в частных производных явля
ются метод обратной задачи рассеяния (МОЗР) и метод Хироты (МХ), 
а также их различные модификации. Они позволяют строить солитон- 
ные решения, которые имеют фундаментальное значение в современной 
физике. Основы этих методов были заложены в семидесятых годах про
шлого века в работах К. Гарднера, Дж. Грина, М. Крускала, Р. Миуры,
II. Лакса, В.Е. Захарова, А.В. Шабата, Р. Хироты. После этого разви
тие МОЗР, МХ и их приложений пошло с нарастающей скоростью, что 
привело к созданию целой области математической физики — теории 
солитонов.

Анализ теории солитонов показывает, что проблема распростране
ния МОЗР и МХ на многомерные системы уравнений в частных произ
водных является одной из актуальных задач современного естествозна
ния. Кроме того, МОЗР и МХ имеют достаточный характер. В связи с 
этим возникает проблема получения необходимых и достаточных усло
вий существования солитонных решений, а также проблема их макси
мального количества. Аналогичная проблема в теории обыкновенных 
дифференциальных уравнений для предельных циклов носит название 
шестнадцатой проблемы Гильберта.

Кроме методов точного интегрирования нелинейных уравнений в 
частных производных большое значение имеют аналитические методы 
построения решений (в виде функциональных рядов) сложных нелиней
ных систем. Одним из таких мощных методов современного математи
ческого анализа является теорема Коши-Ковалевской. Анализ этой те
оремы показывает, что основными проблемами ее развития являются:
1) локальный характер устанавливаемого утверждения; 2) аналитич
ность всех входных данных задачи Коши; 3) нормальность исследуемых 
систем.

В настоящее время ведутся интенсивные «<у_^р»”т|ц|111 чти пПмПчпг • 
нию теоремы Коши- Ковалевской в указанных нфравбЛЯйНЭК Аастно 
сти, получены глобальные варианты этой теоремы на Мжш№Й6йтрйени.; 
удобных для исследования мажорантных систем. При этом не требуете: 
аналитичность по 1, коэффициентов нормальной системы?'3 С пбМоп^Л 
методов нелинейного функционального анализа ггпуйзд.Д- Длр^тпимпгтЛ
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задачи Коши для уравнений с синг улярными по I коэффициентами. По
лучены важные результаты о разрешимости задачи Коши в случае не
нормальных систем.

Еще одним направлением развития теоремы Коши-Ковалевской яв
ляется использование обобщенных функций. На этом пути получена гло
бальная версия абстрактной теоремы Коши Ковалевской. Заметим, что 
абстрактные варианты нелинейной теоремы Коши Ковалевской позво
ляют устанавливать корректность математических моделей, описываю
щих динамику жидкости.

Классической областью применения дифференциальных уравнений 
является теория нелинейных колебаний. Именно здесь были разрабо
таны многие методы анализа сложных дифференциальных систем, ко
торые составляют основу современной теории дифференциальных урав
нений, например, методы Ляпунова, Пуанкаре, Крылова-Боголюбова- 
Мигропольского.

Центральное место в теории нелинейных колебаний занимают во
просы существования, единственности, построения периодических ре
шений, вопросы устойчивости и управлении периодическими колебани
ями. Одной из классических задач теории колебаний ивляется перио
дическая краевая задача Дирихле для нелинейного полкового уравнения 
второго порядка в частных производных. исследованию посвящены 
многочисленные работы. Как показывает их анализ, основными про
блемами являются: 1) нахождение необходимых и достаточных условий 
ее разрешимости; 2) применение метрической концепции в нерезонанс
ном случае. Использование критериев разрешимости периодической за
дачи Дирихле позволяет получать бифуркационные или определяющие 
уравнения. Для их исследования важное значение имеют конструктив
ные методы анализа. В частности, для квазилинейных волновых систем 
и систем нелинейных телеграфных уравнений получены эффективные 
условия однозначной разрешимости периодических краевых задач и раз
работаны итерационные методы построения периодических решений, не 
использующие рядов Фурье.

Таким образом, в конструктивном анализе дифференциальных урав
нений в настоящее время особенно актуальны следующие направления:

1. Теория солитонов.
2. Глобальная теория задачи Копти для нормальных систем в частных

производных..
3. Теория нелинейных колебаний.

С вязь работы  с крупны м и научны ми програм м ам и, тем ами. 
Исследования проводились в рамках государственных программ фун/иъ 
ментальных исследований НАН Беларуси „Дифференциал" ( И<У.'| I '"«О, 
„Дифференциал"(1980-1985),„Дифференциал-3.12“ ( НК> Г.>.чм|, Л и ф
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ференциал — 3.17“ (1988-1991), „Мат. структуры — 10“ (1991-1995), 
„Мат. структуры — 15“ (1995-2001), „Мат. структуры — 15“ (2001-  
2002), „Мат. структуры — 23“ (2001-2002), „Кварк — 02“ (1996-2000), 
проектов Фонда фундаментальных исследований Республики Беларусь:

1) Разработка конструктивных методов анализа сложных колебатель
ных систем (договор № Ф58-414 от 03.02.92);

2) Комплексное исследование нелинейных периодических систем диф
ференциальных уравнений (проект № Ф95-326 от 01.02.1996);

3) Развитие теории оптических солитонов для общих систем нелиней
ных связанных уравнений Шредингера второго порядка (договор 
№ Ф00-054 от 01.04.2001);

тем министерства образования республики Беларусь:
1) Разработка конструктивных методов анализа периодических систем 

дифференциальных уравнений (договор № ГР19971193, ГБ-9704, 
1997-1998);

2) Динамические системы. Конструктивные методы анализа нестаци
онарных систем (Республиканская межвузовская программа фунда
ментальных и поисковых исследований, 1999-2005).
Цель и задачи исследования. Теория распространения возмуще

ний в сплошных средах на основе разработки конструктивных методов 
построения глобальных решений нелинейных уравнений в частных про
изводных. Построение солитонных (в широком смысле) решений нели
нейных уравнений математической физики. Доказательство глобального 
варианта нелинейной теоремы Коши-Ковалевской. Построение перио
дических (многопериодических) решений нелинейных гиперболических 
систем в частных производных.

Объект и предмет исследования. Объектом исследования явля
ются нелинейные уравнения в частных производных.

Методология и методы проведенного исследования. Для ис
следования применялись метод последовательных приближений, метод 
мажорант, принцип неподвижной точки, принцип Канторовича, метод 
характеристик, метод регуляризации, метод неопределенных коэффици
ентов, основная теорема алгебры, методы функционального анализа.

Научная новизна и значимость полученных результатов. 
Разработан прямой метод исследования солитонных решений нелиней
ных уравнений математической физики, основанный на построении и 
анализе соответствующей системы нелинейных дисперсионных уравне
ний. Получены необходимые и достаточные условия существования со
литонных решений систем связанных НУШ произвольного порядка. Най
дено максимально возможное число солитонов для этих систем в невы
рожденных случаях. Проведен математический анализ МОЗР и МХ. 
Показано, что эти методы носят достаточный характер. Дана формули
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ровка математического принципа построения волновых решений много
мерных уравнений нелинейной физики. Показана принципиальная воз
можность распространения теории одномерных солитонов на многомер
ные солитонные уравнения в случае плоских волн. Построены много
мерные плоские решения солитонпого тип а для уравнений Захарова- 
Кузнецова, Шредингера, зте-Согс1оп, Ландау Гинзбурга, обобщенного 
уравнения КДФ, Буссинеска, Кадомцева,-Петвиашвили. Дано обобще
ние метода плоских многомерных волн на случай нелинейных волновых 
уравнений, коэффициенты которых явно завися г от пространственных 
переменных. Развит метод построения многомерных плоских рациональ
ных решений на основе соответствующих систем дисперсионных уравне
ний. Эти решения построены для многомерных уравнений Шредингера, 
КДФ, Буссинеска, Кадомцева Петвиашвили, а также уравнений несо- 
литонного типа Клейна- Гордона, Перегрина-Бенжамена-Вона-Махони, 
Фишера. Предложен метод построения существенно нелинейных урав
нений в частных производных, для которых существуют точные реше
ния солитонного типа. Для квазилинейных систем в частных произ
водных первого порядка доказал глобальный вариант классической те
оремы Коши-Ковалевской. Разработан метод построения эффективных 
мажорантных систем в частных производных. Получены коэффициент
ные оценки глобальных решений задачи Коши для нормальных систем 
в частных производных. На основе метода мажорант разработана схема 
построения инвариантного банахова проетранстна для систем в частных 
производных типа Федорова-Риккати, в котором применим принцип не
подвижной точки Баиаха-Каччиошюли и принцип Канторовича. Полу
чены необходимые и достаточные условия разрешимости классической 
периодической задачи Дирихле для волновой системы уравнений вто
рого порядка в частных производных н случал полного резонанса. На 
их основе изучены периодические решения нелинейных волновых и те
леграфных уравнений. Для нелинейных волновых систем уравнений в 
частных производных второго порядка разработаны методы построения 
периодических решений в полосе и двоякопериодических решений. Для 
нелинейных гиперболических систем в частных производных первого по
рядка разработан метод построения многопериодических решений.

П рактическая  значим ость полученны х результатов . Полу
ченные результаты могут быть использованы для создания эффектив
ных волоконно-оптических линий связи и логических устройств на «пли 
тонах, в теории управления системами с распределенными параметрами, 
при исследовании математических моделей из физики, химии, Гиконп ии, 
экологии, техники и т.д.

Основные положения диссертации, выносимые по чнциту.
1. Прямой метод исследования СОЛИТОННЫХ р е ш е н и й  НеиимеЙНМХ
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уравнений математической физики, основанный на построении и анализе 
соответствующей системы нелинейных дисперсионных уравнений. Не
обходимые и достаточные условия существования солитонных решений 
систем связанных НУШ произвольного порядка. Оценка максимального 
числа солитонов для этих систем в невырожденных случаях,

2. Математический принцип построения волновых решений много
мерных уравнений нелинейной физики. Метод построения многомерных 
плоских рациональных решений на основе соответствующих систем дис
персионных уравнений.

3. Глобальный вариант теоремы Коши Ковалевской для квазили
нейных систем в частных производных первого порядка. Метод построе
ния эффективных мажорантных систем в частных производных. Оценки 
глобальных решений задачи Коши для нормальных систем в частных 
производных первого порядка. Схема построения инвариантного бана
хова пространства для систем в частных производных типа Федорова- 
Риккати.

4. Необходимые и достаточные условия разрешимости классической 
периодической задачи Дирихле для векторного волнового уравнения вто
рого порядка в случае полного резонанса. Методы построения периоди
ческих решений в полосе и двоякопериодических решений нелинейных 
волновых систем. Метод построения многопериодических решений не
линейных гиперболических систем в частных производных первого по
рядка.

Л ичны й вклад  соискателя. Представленные на защиту резуль
таты получены автором лично. При написании совместных работВ.Н.Ла- 
птинскому принадлежит идея использования функциональных мажорант
ных уравнений, систем сравнения, метода регуляризации, разработан
ного им для систем обыкновенных дифференциальных уравнений, П.П.За- 
брейко — усиление первоначальных результатов автора, относящихся 
к функциональному анализу, В.И. Кувпшнову — обсуждение получен
ных результатов, Б.А. Ермолаеву — применение аппарата гиперком- 
плексных чисел для решения задач, сформулированных соискателем. В 
совместных публикациях с Блисеенко М.Н., Кенжебаевым К.К., Пуги
ным В.В. представлены результаты каждого в отдельности. Содержание 
совместных работ, относящееся к защищаемым положениям, принадле
жит лично соискателю.

А пробация результатов  диссертации. Результаты диссерта
ции докладывались на ряде научных конференций, в том числе на: V 
республиканской конференции математиков Белоруссии (Гродно, 1980);
IV конференции по дифференциальным уравнениям и их применениям 
(Руссе, Болгария, 1989); VI конференции математиков Беларуси (Гродно, 
1992); международной математической конференции, посвященной 200-
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летию со дня рождения Н.И. Лобачевского (Минск, 1992); межгосудар
ственной научной конференции „Динамические системы: устойчивость, 
управление, оптимизация11 (Минск, 1993); научно-методической конфе
ренции, посвященной 25-летию факультета прикладной математики и 
информатики БГУ (Минск, 1995); вторых республиканских научных чте
ниях по ОДУ-ям, посвященных 75-летию Ю.С. Богданова (Минск, 1995); 
VII белорусской математической конференции (Минск, 1996); междуна
родной математической конференции „Еругинские чтения — IV" (Ви
тебск, 1997); международной математической конференции „Еругинские 
чтения -  V" (Могилев, 1998); М етайю па! СопСегепсе „Бупагшса! вув^етз: 
зйаЫШу, соп4го1, орГишгаЬюп “ (М тзк, 1998); международной конферен
ции „Математическое образование: современное состояние и перспек
тивы" (Могилев, 1999); международной конференции „Аналитические 
методы анализа и дифференциальных уравнений “, АМАВЕ" (Минск, 
1999); VIII белорусской математической конференции (Минск, 2000); меж
дународной конференции „Аналитические методы анализа и дифферен
циальных уравнений'1, АМАБЕ-2001 (Минск, 2001); Т.Ье Шгс1 тЪегпайо- 
»а! сопГегепсе „Тоо1з ?ог таЬЬетайса! то<1еШп§к (8ат*-Ре1»Г8Ъиг§, 2001); 
на семинаре Ю.А. Дубинского по дифференциально-операторным урав
нениям (Москва, 1982, 1988); на семинаре А.Б. Васильевой, В.Ф. Бу
тузова по теории сингулярных возмущений (Москва, 1983); на семинаре
В.Я. Скоробогатько, Б.И. Пташника по теории дифференциальных урав
нений и их применению (Львов, 1983); на семинаре А.И. Перова по нели
нейным колебаниям (Воронеж, 1984); на семинаре П.Е. Соболевского по 
дифференциальным уравнениям (Воронеж, 1984); на семинаре В.В. Го
роховика по геометрическим приближенным методам нелинейного ана
лиза (Минск, 2001); на семинаре Дианова Е.М. по оптическим волокнам 
(Москва, 2001); и в течение ряда лет на семинаре по функциональному 
анализу в БГУ (руководители П.П. Забрейко, Я.В. Радыно).

О публикованность результатов . Основные результаты диссер
тации опубликованы в 49 научных работах, из которых 34 статьи в на
учных журналах (1 — в международном журнале, 18 - без соавторов),
5 статей в сборниках научных трудов (3 без соавторов), 1 статья в 
сборнике трудов научного семинара (1 — без соавторов), 5 препринтов 
(3 — без соавторов), 3 тезисов докладов на конференциях без соавторов 
(2 — за рубежом), одно учебное пособие (без соавторов). Общий объем 
опубликованных материалов — 449 страниц.

С руктура  и объем диссертации . Диссертация состоит из вве
дения, общей характеристики работы, шести глав, заключения и списка 
использованных источников. Полный объем диссертации составляет 
214 страниц. Список использованных источников содержи т ‘Ж1 наиме
нования.
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ОСНОВНОЕ СОДЕРЖ АНИЕ РАБОТЫ
7

Глава I. Обзор литературы и основные методы исследования

1.1 Проблемы построения солитонных решений нелиней
ных уравнений математической физики. В этом разделе прово
дится анализ результатов, полученных на основе МОЗР и МХ для мо
дельного НУШ вида

,ди д2и
' м  + а *  = - Щ и  (1)

и предлагаются направления дальнейшего развития теории солитонов. В 
частности, из анализа функциональной формы Л^-соли тонного решения 
уравнения (1) вытекает следующее утверждение.

Т е о р е м а  1.1.2 М-солитонное решение уравнения (1) является 
дробно-рациональной функцией от соответствующих экспонент.

Этот факт позволяет получить необходимые и достаточные условия 
существования Л-солитонного решения прямой подстановкой его функ
циональной формы с неизвестными коэффициентами в уравнение (1). 
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях экспонент полу
чим систему дисперсионных уравнений (СДУ), которая и представляет 
собой необходимое и достаточное условие существования /У-солитонного 
решения.

Т е о р е м а 1.1.3 Д ля любого N -солитонпого решения уравнения 
(1) существует соответствующая СДУ, которая представляет собой 
необходимое и достаточное условие его существования.

Отметим, что проблема построения и анализа соответствующих 
СДУ требует высокоэффективных программ символьных вычислений 
на ЭВМ. Поэтому в диссертации рассмотрены только односолитонные и 
двухсолитонные решения уравнения (1).

Односолитонное решение уравнения (1) предлагается строить в виде 
многопараметрического семейства дробно-рациональных функций

. сехр {а1 + /Зх + Н + ЦЫ + 1х + $)}
Ц ‘' =  т + А е х ф с *  + 21>*+Щ  ' ' Р )

которое содержит классическое представление свободного солитона, как 
частный случай. Анализ СДУ показывает, что представление (2) содер
жит шесть произвольных постоянных, причем параметры с, г, А несут 
информацию о взаимодействии солитона.

Математический анализ, проведенный для СДУ двухсолитонного 
решения дает еще четыре новых действительных постоянных, к имею
щимся восьми действительным постоянным, гарантированным МОЗР.
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При этом оказывается, что от этих постоянных зависит сдвиг фазы Д <р 
при взаимодействии солитонов. Кроме того, отметим, что ТУ-солитонное 
решение уравнения (1), построенное методом Хироты, не зависит от по
стоянных 7 ,-, которые определяют геометрические характеристики соли
тонов в МОЗР. В соответствии с методом Хироты двухсолитонное ре
шение уравнения (1) зависит только от четырех действительных произ
вольных постоянных. В то же время сдвиги фаз солитонов в результате 
взаимодействия, рассчитанные по МОЗР и МХ, оказываются одинако
выми. Следовательно, параметры 7 , не влияют на сдвиги фаз солитонов 
в результате взаимодействия. Этот факт подтверждается и формулами, 
приведенными в книге Л.А. Тахтаджяна, Л.Д. Фаддеева „Гамильтонов 
подход в теории солитонов1' (стр. 129). Заметим, что МОЗР и МХ ис
пользуют лишь частные решения СДУ.

Одним из важнейших направлений развития МОЗР является про
блема распространения его возможностей на многомерные нелинейные 
уравнения современной физики. За период с 1980 г. по 2000 г. МОЗР 
был обобщен и успешно применен к вычислению широкого класса точных 
решений различных (2 +  1)-мерных нелинейных эволюционных уравне
ний, таких как: уравнение Кадомдева-Петвиашвили (К-П), уравнения 
Вауеу~81ел\'аг*,зов (0-8), уравнение Веселова-Новикова, система Захаро- 
ва.- Манакова, обобщенное уравнение .едге-СогсЬп и др. Основным мето
дом решения (2 +  1)-мерных интегрируемых уравнений является метод 
^-одевания, разработанный Захаровым В.Е. и Манаковым С.В.

Для развития результатов, полученных этим методом, рассмотрим 
ух>авнения К-П и Г) 8 :

ди д3и „ ди _ ди дш 2 ,тг —
~тп +  -̂ -<г +  6м—  +  За =  0, -г- =  -г-, <?2 = ±1, (К-П)о1 Эхл ах ау ау ах

.дд 1 (<^4 2 ̂ Ч \  , | .2 п 2 Э2(Р п (\ |2\" _ п
%т '+ 2 [дх* '+ а  д у * ) + *к/! 4 + 'ш д ^ ~ а д^ ~ 2к(|д | - ° ’

(О-З)
(а2 =  ± 1, к =  ± 1).

Из анализа ^-солитонных плоских решений уравнений (К-П), (В-8) вы
текают следующие утверждения.

Т е о р е м а 1.1.4 N -семитонные плоские решения уравнений (К-П), 
(В-8) являются дробно-рациональными функциями от соответствую
щих экспонент.

Т е о р е м а  1.1.5 Для любого N -солитонного плоского решения 
уравнений (К-П), (0 -8 ) существует соответствующая СДУ, которая 
представляет собой необходимое и достаточное условие существова
ния N -солитонного решения.
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1

Анализ указанных СДУ дает полную и исчерпывающую информа
цию о солитонах.

Для решения проблемы распространения теории солитонов на мно
гомерные уравнения в частных производных целесообразно изучить стру
ктуру известных солитонных решений. С точки зрения математики 
волны представляют собой нестационарные векторные поля, т.е.

0  = 1У (*,*),

где О € Еп, х € й т , I € (—оо, оо). В общем случае волны можно рас
сматривать как суперпозицию двух нестационарных векторных по лей: 
поля

0  = 0{1,у), у е к \
и поля

( и>!
:

Ык

так что волны О =  11(1., х ) будут иметь вид

V =.-0 {1 ,й {гьВ)).

Из этого выражения следует, что произвольная волна может рассма
триваться как суперпозиция волн, зависящих только от единственной 
фазовой переменной о». Такие волны называются простыми:

б  =  0(1,ш(1,х)).

Если и>(1, х) — а.1 +  52Г=1 + с, то волна называется плоской. Мно
гомерная плоская уединенная волна является естественным обобщением 
уединенных волновых решений одномерного случая, когда.

= аТ, + рх + с..

Таким образом, достаточно широкий класс солитонов представляет 
собой суперпозицию простых плоских волн и, в частности, дробно-раци
ональную функцию от соответствующих экспонент, аргументы которых 
являются простыми плоскими волнами. В качестве примеров можно 
привести уравнения Шредингера, КДФ, Буссинеска, Кадомцева-Петви- 
ашвили, Дэви-Отыоартсона. Это обстоятельство позволяет сформули
ровать следующий математический принцип построения многомерных 
плоских солитонов.

М атем атический  принцип. Если известно, что физическое диф
ференциальное уравнение (иди система) в частных производных имеет
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10
решение в виде одномерной уединенной (плоской) волны или суперпо
зиции одномерных (плоских) волн, то всегда можно построить много
мерную волну (по крайней мере плоскую) или суперпозицию плоских 
многомерных волн, которая является решением многомерного дифферен
циального уравнения (или системы).

Для этого достаточно в функциональной форме одномерной уеди
ненной волны заменить фазовую переменную и{1,х) — а1 +  0х  +  с на

плоским солитоном. Очевидно, что это решение наследует структуру 
одномерного случая. С математической точки зрения это свойство про
является в том, что СДУ для многомерной плоской волны с точностью до 
обозначений совладает с СДУ одномерного случая. А это означает, что 
одномерная теория солитонов допускает распространение на следующие 
многомерные уравнения: 
уравнение Захарова-Кузнецова

т
Полученное решение и будет многомерным

а и ои а и
(Н +  П "  ^  Эх 1 +  "  Т̂ ’К! дх^дхф х  »=1

уравнение Шредингера

уравнение згпе-Оотйоп

или

уравнение Кадомцева,-Петвиалтвили

. , и ь и &г . ,
1= 1  1,1= 1

дхгдх:;
д2и
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уравнение Буссинеска

д2и д2и д4и ^  д2(и2)
Р° д12 +  дхкдх, +  . Г̂ к‘дхьдх^дхкдх., +  "  к*дхф ха ~

«,з=1  ̂ к,я=1

Отметим, что в диссертации для многомерных уравнений КДФ, 
Шредингера, зте-Скж Ьп построены двухсолитонные решения и прове
ден анализ взаимодействия двух плоских многомерных солитонов, пере
секающихся под произвольным углом. Как отмечается в книге Р. Додд, 
Дж. Эйлбек, Дж. Гиббон, X. Моррис „Солитоны и нелинейные волно
вые уравнения", на стр. 652 „Довольно неожиданным является то об
стоятельство, что в некоторых специальных случаях можно найти точ
ное аналитическое ./У-соли тонное решение, описывающее взаимодействие 
плоских уединенных волн, пересекающихся под произвольным углом".

Из математического принципа вытекает, что это можно сделать для 
указанных выше многомерных уравнений.

В теории солитонов важное значение имеют рациональные решения 
классических уравнений математической физики. В отличие от извест
ных методов в диссертации используется информация, которую дают 
соответствующие СДУ.

Т е о р е м а 1 .1 .8  Если N -семитонное решение какого-либо уравне
ния или системы является дробно-рациональной функцией от соответ
ствующих экспонент, то оно допускает аналитическое продолжение 
на комплексную плоскость.

Э т о т  факт позволяет конструировать рациональные решения для 
широкого класса, уравнений в частных производных. В частности, та
кие решения построены для многомерных уравнений Шредингера, КДФ, 
Буссинеска, Кадомцева-Петвиашвили, Клейна-Гордона, Перегрина Бен- 
жамена-Бона~Ма.хони, Фишера, модифицированного уравнения Фишера, 
некоторых существенно нелинейных уравнений в частных производных.

1.2 О проблем ах построения глобальной теории  задачи  К о 
ш и для  норм альны х нелинейны х систем  в ч астн ы х  производ
ны х. Классическая теорема С.В. Ковалевской, как известно, является 
одной из фундаментальных теорем теории дифференциальных уравне
ний с частными производными. Ее развитию и обобщению посвящена 
обширная литература. При этом следует отметить, что ее значимость 
в современной математике увеличивается с каждым адом, что обусло
влено ее многочисленными приложениями.

В развитии теоремы Коши-Ковалевской можно выделить два под
хода: конструктивный и абстрактный. Первый подход имеет своими 
корнями классические работы Коши и Вейерхптрасса., которые заложили 
основы метода, мажорант. С.В. Ковалевская применила его к доказа
тельству существования и единственности решения задачи Коши для
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нормальных систем. Затем метод мажорант развивался и обобщался в 
различных направлениях. С конструктивной точки зрения его верши
ной является построение точно интегрируемых мажорантных систем в 
частных производных, которые дают наиболее полную информацию о 
решении задали Коши.

В частности, для системы обыкновенных дифференциальных урав
нений

(*) =  Ж М )> * =  Мг,
где /(■((, х) — непрерывные по I и аналитические по х  функции в области 
{Ь >  0, ||аг(| < С}}, указанная мажорантная задача имеет вид [49]

щ ({) = ---------------- т----------г = Т~п,

где /;(*) — известные, непрерывные на [0, оо) функции. При естествен
ных предположениях получены достаточные условия существования гло
бального по I решения задачи Коши и выявлена его непрерывная зави
симость от входных данных, т.е. корректность задачи Коши.

Большой интерес для теории дифференциальных уравнений в част
ных производных представляет возможность построения на основе ме
тода мажорант инвариантных банаховых пространств, в которых при
менимы принципы Банаха-Каччиопполи и Канторовича. В частности, 
для матричной системы Федорова [35]

%  =  Е  +  +  л и ,  х ) и + а  в  х ) + и н т  +  г а ,  х )

эго пространство состоит из матричнозначных функций 17(Ь,х), непре
рывных но I и аналитических по ж в области {/. >  0, |[ж|| ^  фо}> (<Эо < <Э) 
для которых выполняется соотношение

V (/;, х) 12 ^1 — ^  , О, > О,

|||[/(* ,*)||| =  ш {{«},
где я-(я) — неотрицательная интегрируемая функция, <<С — знак мажо
рирования.

Абстрактный подход в теории задачи Коши связан с применением 
методов нелинейного функционального анализа. С этой целью задача 
Коши заменяется на. изучение сингулярных операторов, действующих
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в соответствующих шкалах банаховых пространств. Это обстоятель
ство позволяет получить максимально общие теоремы о разрешимости 
сложных начально-краевых задач, и тем самым, доказать корректность 
математических моделей, описывающих динамику жидкости.

Важным направлением в абстрактном подходе является использова
ние обобщенных функций. На этом пути получена глобальная версия 
абстрактной теоремы Коши Ковалевской.

В качестве дальнейшего направления в развитии теории задачи Ко
ши для нормальных систем можно указать сочетание конструктивных 
и абстрактных методов исследования задачи Коши, которое позволяет 
получить новую информацию о задаче Копш (см. [37, 34]).

1.3 Проблемы построения периодических решений нелиней
ных волновых систем в частных производных. Теория нелиней
ных колебаний относится к классической области применения дифферен
циальных уравнений. Ее основы были разработаны А.М. Ляпуновым и 
А. Пуанкаре. Глубокие идеи, заложенные в их трудах, получили даль
нейшее разностороннее развитие в многочисленных работах как совет
ских, так и зарубежных ученых.

Особый интерес в теории нелинейных колебаний вызывают волно
вые уравнения второго порядка в частных производных и, в частности, 
классическая периодическая задача Дирихле. Она относится к числу 
некорректных краевых задач и для нее разработана классификация раз
личных случаев разрешимости. Различают случай полного резонанса, 
резонансный случай, нерезонансный случай. В первых двух случаях по
лучены критерии разрешимости периодической задачи Дирихле. На их 
основе выведены соответствующие бифуркационные или определяющие 
уравнения, для исследования которых применяются методы нелинейного 
функционального анализа. В нерезонансном слу чае используется метри
ческая концепция, основы которой были заложены А.Н. Колмогоровым.

Важным направлением в развитии теории колебаний являются кон
структивные методы исследования периодических краевых задач. Они 
позволяют строить эквивалентные интегральные уравнения, которые до
пускают эффективное исследование. В частности, на основе полученного 
автором критерия разрешимости [14] периодической задачи Дирихле, ис
следованы системы волновых и телеграфных уравнений вида [14, 31]

-  м** =  Ли +  /(*, х, и), и € Е т, 
и и -  ихх =  Ли +  Вщ + /(4, х, и, иь, и*), и  е  Кт.

Большое значение для теории колебаний имеют методы построения 
периодических решений волновых систем в полосе и методы построения 
двоякопериодических решений, разработанные Л. Чеза.ри. В диссерта
ции развиваются методы, основанные на точном решении соответству
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ющих определяющих уравнений и позволяющие строить периодические 
решения без использования рядов Фурье. Для иллюстрации выпишем 
наиболее сложные задачи, решаемые этими методами [42, 8],

Щх =  й\(1)а%{х)и +  Ъ(х)щ + ф ) и а + /( I , х, и, ии их, щх), 
и(1 +  Т, х) =  и(1, х) =  и(Ь, х 4- и>),

=  А(Ь, х)и + С(1, х)гн +  /(#, х, и, щ), и €  Ят, 
и (4 ,0 )= 0 , и(1 +  Т, х) =  и(1, х), ж б [0, а], а > 0.

Для исследования многопериодических решений нелинейных гиперболи
ческих систем первого порядка в частных производных используется ме
тод характеристик и метод Пуанкаре. В частности, в работе [20] для 
существенно нелинейных периодических систем вида

^  ~  X )  х ^ ик  +  ^
1=1

щ(1 + ы ,х) = щ(1,х) =  «*(*, ягх,. . .  ,Х1 +и>,... , х д), I = 1,д,

получены эффективные условия асимптотической устойчивости перио
дического решения и ^ (1 ,х ) .  Для гиперболических периодических си
стем канонического вида

«(< +• Т, ж) =  и(«, ж) =  и(1,  Х и  • • • , ®* +  • - • , *»), * =  17».

установлена возможность распространения теории колебаний, развитой 
для обыкновенных дифференциальных уравнений В.И. Лаптинским.

Глава II. Прямой метод исследования солитонных решений 
нелинейных уравнений математической физики

На основе анализа современной теории солитонов установлено, что 
нелинейное уравнение Шредингера вида

. ди д2н у
г~̂ 7 + Р тгЧ + Р>- " \ и ~  0 <)1 ах1

с произвольными действительными коэффициентами р, р\ допускает со- 
литонные решения следующих типов:
,,тем.ный“ солитон простейшей формы

и (/,, х) =  [А + В  ехр(аж)] [М +  N ехр(аа:)]_1 ехр(гЫ);
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„светлый" солитон простейшей формы

и(1,х) =  [Лехр(аж)] [М +  Лгехр(2аа;)3-1 ехр(гАй); 

„темный" солитон сложной формы (с1агк зоШоп) [40]

15

и(1, х) =  ех[Ме +  Я][те +  г] М  =  го1+ й п 2, 
е\ =  ехр {г(а< +  @х +  в)} , е =  ехр {7* +  ех +  <р};

„светлый" солитон сложной формы (Ьп§М 8о1йов) [39]

и(2, ж) =  се] [г +  Ле2]-1,

е% = ехр {ей +  @х +  к  +  г(Ы + 1х + в)} , е% =  ехр {2а/, +  2/Зж +  2 к } .
В этой главе проведено исследование существования указанных форм 
солитонных решений для систем связанных НУШ с произвольными дей
ствительными коэффициентами произвольного порядка

Л*=1

Приведем основные результаты.
Т е о р е м а  2.2.1 Для того чтобы система (3) имела решение вида

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись дисперсионные соотно
шения

Т е о р е м а  2.3.1 Для того чтобы система (3) имела решение вида

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись дисперсионные соотно-

ехр(Ш ), п = 1,Ь,

р„а2 + 2к = 0, п = 1,Ь,

] ',в = 1

шения
рпо? — к =  0, п =  1, Ь,
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Т е о р е м а  2.4.3 [33] Д,ия того чтобы система (3) имела решение 
вида ЬпдЫ зоШопз

ип{1, х ) =  спег{гп +  Апе2)~1, п = 1 ,Ь ,

е,1 = ехр +  /?ж +  к  +  *(ЬС +  1х +  в)} , е2 =  ехр {2с^ +  2/?ж +  2к} ,
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись дисперсионные со

отношения

Р1 = Р2 -  . . .  = Рь =  Р) а  + 2р@1 — 0, р/32 = к + р12,

Е  Гт  •••»■!]+ Е  Р(Л)сЫ г[I ' - ' * ' • Г!1 =
т —1 .М—!

(#*)
=  8р/?2ЛпсГ1[г®---г„---г^], ЛДД,)-1 =  г,-(г5)-1, (п,з,$ = 1,Ь).

Т е о р е м а 2.5.2 Для того чтобы система связанных НУШ

* ^ + Р п ^ ^  + ^ Р $ \ из\2ип = 0, п =  М7, Ь ^ 2
;=1

имела решение вида ёагк зоШопз

Нп^уХ) — еп(Мпе Н" Я^)(1 “Ь е) } ~Ь ^кп̂  ть ™ 1 уЬ,
е„ =  ехр{1(ап* +  /?пж +  вп)} , е =  ехр {74 +  еж 4- <р},

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись дисперсионные соотно
шения

а„ +  рп(31 =  ] Г р $ Я ] ,  а„ +  рп0; -  ^ р {0.(р]  +  Щ),
.?=! .>=1 

([̂ п Я п)(у  “Ь 2,в13прп) Н~ рпкпЕ — О,
ь

- у к п -  2апЕ п +  рп {/це2 -  2ерпкп -  2 /^ й п -  е~Кп} 4- 2Яп -  °>
М

ь
у)лп- 2апкп - у11п +рп {2ецпРп~2КР1 - 2е/ЗпЕ п- в 2кп} +2кп^2Р^п &№] =  0>

.?=!
Ь

- 2 а пЦп -  7*"п +  Р» -  2екпрп +  е2В.п -  е2//,„} +  2Ц п ^ р ^ Щ н  =  °>
___ М

п =  1,Ь.
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На основе прямого метода построено двухсолитонное решение типа 
Ьп§Ь1 воШои для уравнения (1). Показано, что оно содержит двухсо- 
литонные решения, построенные с помощью МОЗР и МХ, как частные 
случаи. Проведен подробный математический анализ рассеяния двух 
солитонов на основе всех трех методов.

Глава III. М атематический принцип построения волновых 
решений многомерных уравнений нелинейной физики

В этой главе на основе сформулированного выше математического 
принципа обосновывается возможность распространения метода Хироты 
на многомерные уравнения Захарова-Кузнецова, Шредингера, «те-Оог- 
<1оп, Буссинеска, Кадомцева-Петвиашвили. Для приложений предста
вляют интерес многомерные аналоги уравнения Ландау-Гинзбурга, для 
которых впервые построены волновые решения солитонного типа.

Т е о р е м а 3.7.3 [23] Д ля того чтобы уравнение
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д2и ди ^  ди
-  7 «  +  -  2 ^  =  0

Я=1 ’3
имело решение

и(1,х) =  Лс.Ь-1 < е02 +
V 3 = 1 } К }-

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись дисперсионные соотно
шения

I
к л А 2 х- а

2р24  +  к2АА =  0, Р2с1= (к0 - у ) ,  р\Со Н----------И  1 = 0 ,  У 'ф /? » = 0 ,
с'п т“Г

где
.7=1

со . . ,  1-1
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Т е о р е м а  3.7.6 [23] Д ля  того чтобы уравнение

имело решение

и{Ъ,х) = А  сЬ 1

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись дисперсионные соотно
шения

Сформулированный выше математический принцип для солитон- 
ных решений можно также рассматривать как следствие факта пол
ного равноправия всех пространственных переменных. В этом случае он 
утверждает существование ситуаций, в которых одномерная модель „ти
ражируется" I раз, где I — число пространственных переменных. Для 
иллюстрации этого факта в настоящей главе обобщается метод плос
ких многомерных волн на нелинейные волновые уравнения механики и 
математической физики вида

Решения строятся в форме нелинейной многомерной волны [32]

со

3 ,1=1

где
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Глава IV. М етод построения многомерных рациональных 
решений на основе систем дисперсионных уравнений

Построение рациональных решений, как известно, является важным 
дополнением к теории солитонов. В настоящей главе используется воз
можность выхода на комплексную плоскость в сочетании с СДУ и после
дующим „длинноволновым" предельным переходом. Для многомерного 
уравнения Шредингера вида

построены рациональные солитоны всех четырех видов. Особый интерес 
представляет рациональный солитон типа <1агк зоПкт.

Т е о р е м а  4.2.2 Выражение

— произвольные действительные числа, является рациональным йагк 
воШоп для уравнения Шредингера вида

Отметим, что выход на комплексную плоскость резко разграничивает 
по свойствам уравнения Ш+ и Ш".

Аналогичным образом построены рациональные солитоны для мно
гомерных уравнений КДФ (Захарова-Кузнецова), Буссинеска,, Кадомцева,-  
Петвиашвили.

-1

где
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В отличие от известных методов развиваемый подход позволяет 

строить рациональные решения для  широкого класса уравнений мате
матической физики.

В настоящей главе такие решения построены для многомерных урав
нений: Клейна-Гордона

Для иллюстрации математических возможностей развитого в че
твертой главе метода приведем многомерные существенно нелинейные 
уравнения в частных производных, для которых построены рациональ
ные решения:

Глава V . Развитие глобальной теории задачи Коши для  
нормальных систем в частных производных

Известно, что развитие глобальной теории задали Коши для систем 
в частных производных является одной из актуальных задач современ
ной математической физики.

Перегрина-Бенжамена-Бона-Махони

д3и
дьдхкдх,

Фишера

модифицированного уравнения Фишера

(
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Т е о р е м а  5.3.1 Пусть в области О  =  {I ^  0, )|л:|( ^  <3, |{«|| ^  <Э} 

задана нормальная система в частных производных вида

ди
дг

ди
^ С к{*,х,и)—  + 1(1 ,х ,и ), и 6 Е т ,
4 = 1

и=о о,

(4)

(5)

где матрицы С ф ,х ,и )  и вектор /(I , х, и) непрерывны по I и аполи
тичны по остальным переменным в области О. Пусть выполнено не
равенство

6<Э2( т п )-1 [  с{т)6,т < т т  К(у), ^л=  ( 1 - 7 7 )  , <Зо 6 (О,<?),
]  уе[?0,1] \  Ч )
о

Д(у) = - 2 С23(тп)~3(п + ту) (га2 -  т пу + т 2уй) + |4<?6(»тт)~6- 

■(п+ту)1 (п2— тму+т2у2) 2+  А(^6у^т.п) ~4 (Згп2у2— 2гп,пу+3пг)

где с(1) — известная функция, определяемая по С ф , х,и) и {(%,х,и). 
Тогда задача (4), (5) имеет единственное глобальное решение, опреде
ленное б области {Ь > О, ||ж|| <  <?о < Я ), и которое можно построить 
классическим методом последовательных приближений.

Доказательство теоремы проводится методом мажорант, причем со
ответствующая мажорантная задача имеет вид

дг 
81

с(1)

ы*(х) 1 -
7Пг\- Ё Н ) дг_ 

д х к + Ф )

°>

я )

и(1,х) <  г(1,х), со(х)

и>(х) ( 1
тг
~я

я ) " \  Я
Она допускает существование аналитического интеграла вида

1

# _ ъ д [ 1  + у \ к*+ ( * 9 -  у) ь , ~ 6̂ ~
\ т  п I \  т п )  тп

V

!  с ( т ) 4 т  =  О,

из которого находится глобальное решение Н(1,у) = г(Ь,х), у ~  и{х).
При дополнительных предположениях подучена эффективная оценка 

этого решения вида

Я
т

С}2 2<3 [  с(а)Л8
га2 т  /  Л//, х)

о

1/2
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где Л(г, з, х) — известная функция, определяемая входными данными за
дачи Коши.

Более тонкие результаты можно получить для различных частных 
случаев систем С.В. Ковалевской. В частности, для системы вида

ди . , ди

Ь= 1 дхк

14=0

= /(« ,* , и), и € В т, 

ф(х)

(6)

(?)

справедлива
Т е о р е м а  5.5.1 Пусть матрицы Сц({, х ) « векторы / ( 2, ж, и), 

>̂(ж) непрерывны по I и аналитичны по остальным переменным в обм 
ети О. Пусть выполнены неравенства

Оо
Я

2 п _2
Я

4-со

I  е($)М
О

+оо
I $  ^  р(з)4,

6Я
т Яо€( 0 , Я) ,

тб  /<? 7о

г^еб(^), />(2) — известные функции. Тогда задача (6), (7) имеет един
ственное глобальное решение, которое можно построить методом по
следовательных приближений и для которого справедлива оценка

Я  _  7
т Н(;1,(),х)

2Я Г р(з)4з
т ]  Н(1,8, х)

11/2

(г ^  0 , 1И  ^  Я* < Я) ■

Соответствующая мажорантная задача имеет вид

жЛ дг_
Я )  дхкд1 и!2(х)4 * Л-г

1 РЩ
ы ( х )  ( 1 -

т г
~я

7
|4- 0 и>{$)'

Аналогичным образом исследуются следующие квазилинейные си-
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схемы [18, 36]
23

(8)

(9)

для которых удается построить интегрируемые мажорантные задачи. 
Интересно отметить, что для задач (6), (7), (8), (9) можно построить 
менее точные, но зато линейные мажорантные системы, интегрируемые 
методом характеристик. Эти линейные системы можно использовать 
для вычисления погрешности метода, разложения по параметру Адоми-
а,на в случае стохастических систем дифференциальных уравнений.

Важным достижением метода мажорант является способ построения 
инвариантного банахова пространства вместо шкалы банаховых прост
ранств, используемой в абстрактных вариантах нелинейной теоремы Ко
ши-Ковалевской. Сформулируем этот результат.

Пусть имеется матричная система в частных производных типа Фе
дорова,-Риккати

где матрицы Ок(Ь,х), Г(Лх), Ф(я) непрерывны по I и анали
тичны по х  в области Осз = {I ^  0, ||ж|| ^  <?}. Для задачи (10), (11) по
строим вспомогательную мажорантную задачу с параметрами 0 < д < 1, 
V ^  1

которая интегрируется в явном виде. Обозначим ее решение через 
х ). При естественных предположениях функция Е Ь,,(Ъ, х) опре

делена в области Од0, <Зо € (0,<5). Поэтому можно ввести банахово про
странство В г̂ (вд„) непрерывных по I и аналитических по х  матричных 
функций Щ7.,г), определенных в области Одй и удовлетворяющих при 
некотором Л =  МО) > 0 соотношению

(И)
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11(1, х) <  АВь„(^х), 

причем \\\[/(г,х)\\\ — М{Л}.

Т е о р е м а  5.4,5 (Случай аналитических входных данных) Пусть 
выполнено неравенство

+ с ю  + С О / \
К*) =  +  4 0 0 ) •

О 0 ' 6=1
Тогда для любого значения д Е (до, 1) существует банахово простран-

1
ство В я̂ (Од0), на любом шаре В г (Од0) =  {(|!*У(*,ж))|! ^  г}, -  ^  г < Щ,
которого оператор Ь удовлетворяет условию Липшица с постоянной 
д. Здесь

+СЮ +00

^  у(з)4з +  ^  У

к ч =  пЧ

/ * ) * + ! /  [1- | ]  ,

-4-00 N 4-оо

^  е(в)с1в |  |  У  7 (8)^й
_2_

т  =  Ф{х)+ I  \  ( с к (т, Х ) ~  +  ~ Щ г ,  * ) )  +  СЯ>, ж)?у М г.

При выполнении неравенства ||)Ф||| ^  г(1 — д) оператор Ь преобразует 
шар Вг(Оц0 ) в себя.

Для линейных нормальных систем глобальную теорию задачи Коши 
можно развить еще дальше. С этой целью рассмотрим систему вида

ди
~М

ди
’̂ С ф , х )~— =  А(1,х)и+  /(г,ж), и е  Ят , (12)
*=1 дхк

“ 1=0=  ^(*)» (13)
где матрицы А(1,х), Сц(Ь, х) и векторы / ( 2, ж), ^(ж) непрерывны по  ̂ и 
аналитичны по ж в области (7<у. Для задачи (12), (13) построим вспомо
гательную мажорантную задачу с параметром А е  (0,+оо)

88  ~ дЧ --
= ^ с ки)С к(х )-^ -+ а (1 )А (х )3 , (14)дг к=1

14=0
ф(х), (15)
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где Ск(х), А(х), ф(х) — соответствующие аналитические мажоранты. 
Из полученных результатов следует, что задача (14), (15) имеет един
ственное решение, определенное на множестве Сг$, 6 ^  Я- Это решение 
обозначим через х). Множество значений А, для которых суще
ствует 5д(#,ж) обозначим через Л. Положим до =  ш?Л. Тогда 
Л 2  (?0)+оо). Введем оператор
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Т е о р е м а  5.2.2 Пусть д0 < 1. Тогда для любого значения 
д 6 (до, 1) существует банахово пространство Вг(8) непрерывных по
2 и аналитических по х вектор-функций, определенных на множестве
Об, в котором оператор Ь является непрерывным линейным операто
ром и\\\Ц \\ < д.

Банахово пространство В,. (8) определяется как множество векторов 
и({, х), удовлетворяющих соотношению

и(1,х) <  0 5 д(2, х), О =  П(м) > О,

причем |||и(<,ж)Л! =  т^{0 }.
Решение проблемы существования инвариантного банахова прост

ранства В д(8) для задачи (12), (13) позволяет распространить теорию 
устойчивости, развитую В.И. Зубовым для квазилинейных гиперболи
ческих систем на общие линейные нормальные системы вида (12).

О п р е д е л е н и е  5.2.1 Нулевое решение однородной задачи (12), 
(13) будем называть О} - устойчивым (относительно начальных возму
щений ${%) и постоянно действующих внешних возмущений / ( 2, х)) в 
банаховом пространстве В ^(8), если для любого глобального решения 
задачи (12), (13) справедливо соотношение

и(2 ,ж )<  ^ 1 7  +  к  I  /»(т)йг^ Зя(г,х),

где
7 =  Н̂ (®)11» р (() = Р Ж  !!/(*»*)Н.МКО Н*1К<г

1\, 1-2 — положительные постоянные, не зависящие от выбора решения 
■и(1,тК

Т е о р е м а  5.2.3 Нулевое решение однородной задачи (12), (13) 
(3^-устойчиво в банаховом пространстве В д(*5).
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Аналогичным образом исследуется вопрос об экспоненциальной ус
тойчивости нулевого решения для системы вида

26

где Е  — единичная матрица, для которой справедлива оценка

1!^(Мо)|| <  /?ехр{-а(*  -  г0)} , /? > 1 , а  > О, I ^ (0 >  0.

Пусть ф(х) <  гЛ<л\х)г''. Введем банахово пространство Д*,/?(<50), со
стоящее из непрерывных по 2 и аналитических по % вектор-функций, 
определенных в области I >  и,, ЦжЦ ^  <5П < <5 и удовлетворяющих соот
ношению

где Ск (I) — известные функции.
О п р е д е л е н и е  5.2.2 Будем говорить, что в В аф{С̂  о) нуле

вое решение однородной задачи (16), (17) экспоненциально устойчиво в 
обобщенном смысле, если для любого глобального решения задачи (16),
(17) справедливо соотношение

где I  > 0 — некоторая постоянная, не зависящая от выбора решения 
и(2, х).

Т е о р е м а  5.2.5 Пусть выполнено неравенство

Тогда в о) нулевое решение однородной задачи (16), (17) экспо
ненциально устойчиво в обобщенном смысле.

Дальнейшее развитие метода мажорант заключается в построении 
интегрируемых мажорантных систем произвольного т-ого порядка.

(16)

«и 4о= ^*»> Оо > о). (17)

Пусть К  {I, 1й) — матрица Коши линейной системы

К  (Мо) =  А{г)К{1,1 о), К ( и м )  =  Е,

Г =  Я5(*,«), П > 0 ,
5

« (М ) <€ 1уЗ{г,х),
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Глава VI. Развитие конструктивной теории колебаний для  
нелинейных систем в частных производных 

(волновые системы второго порядка)

Анализ современной теории нелинейных колебаний показывает, что 
актуальными являются те задачи, которые дают возможность описать 
сложные колебательные процессы, происходящие в сплошных средах. 

Рассмотрим неоднородную волновую систему вида

-  У-хх =  Ж  ж), И 6 В т, (18)
и(* +  и?, ж) =  и(Ь,х) =  и(1,х +и>), и (4,—ж) =  —«($,»), (19)

с достаточно гладкой правой частью, удовлетворяющей условиям (19).
Т е о р е м а  6.1.1 [14] Д ля разрешимости задачи (18), (19) необхо

димо и достаточно, чтобы выполнялись условия
Ш Ш

^  / (г , ж -М — т )Лт  =  0, ^  /(г , ж — I +  т)Ат =  0. (20)
о о

При выполнении (20) все решения задачи (18), (19) представляются в 
виде

г х+Ь—т

и(1,х) = ̂ [<р(х+^+(р(х--1)]+^[Ф(х+1)--Ф(х-1)}+^ ^  /(г,а)йсг,
0 х—й+г

где 1р{з), Ф(») — произвольные, гладкие, и-периодические вектор-функ
ции, причем

<?(-«) =  ф(~ 5) =  ф0)*

На основании полученною критерия исследуется квазилинейная вол
новая система вида

«44 -  «я* =  Аи +  /(*, ж, и), и 6 (21)
и(1 + ш,х) = и(1, х) — и{1,х + ы), и{Ь, -ж) =  -и(1, ж), (22)

(7 =  {I , ж, и : -о о  < ^ ,x  < +оо, ||м|| < оо} ,

с невырожденной матрицей А и достаточно гладкой, нечетной по ж,
вектор-функцией /(4, ж,и), а’-периодической по I, х.

Т е о р е м а  6.1.2 [Ц] Пусть вектор-функция /('(, ж, и) непрерывна 
по I, х, и и удовлетворяет условию Липшица по и с константой Ь в 
области О. Пусть справедливо неравенство
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Тогда задача (21), (22) имеет в банаховом пространстве В ^ ° \Я 1Х Я 1) 
непрерывных) ы-периодическт по I, х векгпор-функций, единственное 
обобщенное решение, которое можно построить на основе специальной 
итерационной схемы.

При ломогци метода мажорант Ляпунова и теории интегральных не
равенств получены более тонкие коэффициентные условия однозначной 
разрешимости задачи (21), (22).

Аналогичным образом исследуется система нелинейных телеграф
ных уравнений вида

и ы -  ихх = А и  + Вщ  +  /(/,, х, и, мй ия), ч е й ” , (23)
и(Ь + ш,х) — и({,х) = и(1, х+ ш ), м(2, -ж) =  - и $ ,х ) ,  (24)

(? =  {г ,х ,и ,р ,д :  - о о < 1 ,х <  +оо, 0 < |И ,|И ,Н « Н  < °о} >

с невырожденной матрицей В  и достаточно гладкой, нечетной по х, 
вектор-функцией /(? ,,х,и ,р .д), ш-перисщической по Ь, х. Отметим, что 
наличие линейного члена В щ  позволяет построить обратный оператор 
к задаче (23), (24), который допускает дифференцирование по I и х.

Т е о р е м а  6.2.1 [31] Пусть вектор-функция ](]. х.и .р , д) непре
рывна по 2, х, и, Р) д и удовлетворяет условию Липшица по и, р, д в 
области О с константами Ь и, Ьр, соответственно. Тогда, если 
спектр матрицы

р  _  Рп Рп 
Р21 Р22

с элементами

Рп = (а  +  Ьи) ( ^ к у а и 2 4- кувш + ^о;2̂  +  2куЬи,

Рп =  4- кури) +  и̂>2̂  (/? 4■ Ьр + Ьч) 4- 2ку(Ьр 4- Ьч),

Р21 -- ^ а у и )2+ури>+и '+~а2к^2и?2+ у 2/3аки^ (а + Ь и) +  (2у+2ак'у2)Ьи,
Р2 2 = ^ а у и 2+у(3ы+ы+^сЛуЪ2- ^ 2р а к ^(Р + Ь р+Ь<1)+(2у+2аку2) {Ьр+Ьд), 

=  «, \\В\\ =  р, ||В -1| |= 7 ,  0  = В~1А,
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лежит в круге единичного радиуса, то задача (23), (24) имеет в бана
ховом пространстве В ^ ^ Л 1 х  Л 1) единственное обобщенное решение.

Это решение можно построить на основе явной или неявной итера
ционной схемы. Получены оценки погрешности для обеих схем.

В резонансном случае известна следующая
Т е о р е м а  6.3.1 Для разрешимости периодической задачи Дирихле

и« -  ихх =  /(>, х), и 6 Лт, (25)
«(4 +  о?, ж) =  и(Ь, ж), и(Т,, 0) =  и(Ь, ж) =  0, ш =  2тгр/д, (26)

с гладкой, и-периодической по 4 правой частью /(* ,*), г<?е р, д — вза
имно простые натуральные числа, необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялось равенство

{/(* +  7Г — в + 27тк,в) -  / ( I  -  п + в + 2тгк,в)}(1в =  0. (27)

При выполнении (27) все решения задачи (25), (26) даются формулой

ж 'М-1г - 0р _1

ае !  ?  / ( г  +  2тг к,$)йт +  
о 1- г + е  к=0

г р_1 /  6+Х-8

2̂ / ] С М  [  !{т + 2■п{к + \),в)<^т-
0 Ь=1 и+г+9-2тг

29

«(*, ж) =  <р(р + х) — <р(1 х) + ^ ~  I
2тгв /

0+2я- \  я 1+я—в
-  ^  / ( г  +  2пк, 6)йт > <$В -  ^ у* М ^  / ( т,в)(1т,

4—аг+? ./ О аН-0

где <р(я) — произвольная гладкая 2я/ (/-периодическая вектор-функция.
На основе данного критерия исследуется квазилинейная периодиче

ская задала Дирихле вида

«й -  Г4да. =  ,4м +  /(*, ж,«), и € Лт, (28)
и{1 +  2пр/д, х) =  «(*, ж), и{4,0) =  м(2, я) =  0, (29)

О — х, и :  —оо <1 < +оо, 0 ^  х  ^  гг, ||и|| < оо},

где А  — невырожденнал постоянная матрица, /($, *,и) — достаточно 
гладкая, 27гр/днгериодическая по вектор-функция.

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



Т е о р е м а  6.3.2 [4-2] Пусть выполнены следующие условия:
30

/ о ,  х, и) 6 С '^ 1)(С), ш ах \\д/Ц, х, и )/ди\ | =  Ь,С

Ц-пга  +  \ * 2(р ~  1 )а  + Ь  ^ у т г2 +  ^ к 2(р -  1) +  2 ^  < 1,

Тогда задача (28), (29) имеет в банаховом пространстве В ^ ° \ я г х 
[О, гг]) непрерывных, 2кр^-периодических по I вектор-функций, един
ственное обобщенное решение, которое можно построить классиче
ским методом последовательных приближений.

На основе метода мажорант Ляпунова и теории интегральных не
равенств подучены более тонкие коэффициентные условия однозначной 
разрешимости задачи (28), (29).

Аналогичным образом исследуется система нелинейных телеграф
ных уравнений вида

0  = {г,ж,и,и*,ия : -о о  < I < +оо. 0 ^  х ^  тг, 0 ^  (М Ы Ы Ы Ы 1 < ° ° Ь

с невырожденной матрицей А  и достаточно гладкой, 2 7ф/<?-л ери одичес
кой по I вектор-функцией /(4, г, и, и*, щ ). Отметим, что наличие линей
ных членов в правой части уравнения (30) позволяет построить гладкий 
обратный оператор к задаче (30), (31), который допускает дифференци
рование по I и х.

Т е о р е м а  6.4.1 [4В] Пусть вектор-функция / Ц, х, и, щ, их) не
прерывна по I, х, и, щ, их, 2лр/д-периодична по Ь и удовлетворяет, 
условию Липшица по и, щ, их в области С с константами Ьи, Ьр> Ьч 
соответственно. Тогда, если спектр матрицы

Рп~('?+Ьи)(1'+2кЬи, р12 ~ (а + Ь р)4+2кЬр, р п = (Р + Ь ?)й+2кЬ1,
р21 = (7 +  Ьи)р +  2Ьи(хк  +  к3), р-12 — {а +  Ьр)р +  2 Ьр(нк  +  к$),

м« -  =  Ащ + Ви„ + Си + }(Ь ,х ,и ,ии их), и е Я т, (30)
и{Ь + 27гр)д,х) =  и(1,х), м(4,0) =  и({, ж) =  0, (31)

Ри Рп Р1з 
Р  =  Р21 Рп Ргъ 

Рп Ря2 Рзз

с элементами
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/) ~  я  Л' +  атгкз(2р -  1) +  2тт{3рка +  -уялка ^р — +  тгр,

||Л|| =  а , ||Д|| =  & \\С \\= Ъ  \ т  = \\А~1С\\ = и , Ц к ^ - Е ] - 1
(;+Н ~Г1+к

т / -Щ-а) (1(7 8ир / йа

кг,

П

/I()еП|Т|) йа = к2, )) Л. 1Л =  ^з, кгк2к$ = к,

а ' - -  аяк(2р -  1), /?' =  2[3жкр, у1 — '/ж2 +  к(р -  1)^ ,

тг2
а' +  р ’ +  у' =  с!!, а ’ +  /3 ' + /у> +  ~ ( р  +  1) =  е2,

лежит в круге единичного радиуса, то задача (30), (31) имеет в ба
наховом пространстве /<г̂ ’ ( / '̂ х [0,тг]) единственное обобщенное ре
шение, которое можно построить классическим методом последова
тельных. приближений.

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

В работе развиты конструктивные методы построения глобальных 
решений нелинейных уравнений в частных производных, на основе кото
рых изучены проблемы распространения возмещений в сплошных средах 
и поду чены следующие основные результаты:

1) Разработал прямой метод исследования солитонных решений не
линейных уравнений математической фи.чики, основанный на построении 
и анализе соответствующей системы нелинейных дисперсионных урав
нения [21, 26, 27, 38, 40].

2) Получены необходимые и достаточные условия существования 
солитонных решений систем связанных ИУШ произвольного порядка. 
Дама опенка максимального числа солитонных решений для этих систем 
в невырожденных случаях [29, 33, 46, 47].

3) Установлен принцип построения волновых решений многомерных 
уравнений математической физики. Разработан метод построения, мно
гомерных нелинейных, уравнений в частных производных, допускающих 
точные решения солитонного типа [19, 23, 25, 28, 32, 48].

4) Разработан метод построения многомерных плоских рациональ
ных решений классических уравнений математической физики на основе 
соответствующих систем дисперсионных уравнений [30, 39].
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5) Доказал глобальный вариант классической теоремы Копш-Кова.- 
левской для квазилинейных систем в частных производных первого по
рядка. Получены эффективные оценки глобальных решений задачи Ко
ши для квазилинейных систем в частных производных. Построено ин
вариантное банахово пространство дня систем в частных производных 
типа Федорова-Риккати [1, 2, 4, б, 10, 12, 13, 17, 18, 22, 24, 34-37, 49].

6) Получены необходимые и достаточные условия разрешимости 
классической периодической задачи Дирихле для векторного волнового 
уравнения второго порядка в частных производных. Разработаны ите
рационные методы построения периодических решений нелинейных вол
новых и телеграфных уравнений [14, 31, 42].

7) Разработаны итерационные методы построения периодических 
решений в полосе и двоякопериодических решений для нелинейных вол
новых систем уравнений в частных производных второго порядка. Раз
работан итерационный метод построения многопериодических решений 
нелинейных гиперболических систем первого порядка [3, 5, 7-9, 11, 15,
16, 20, 41, 43-45].
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37
РЕЗЮ МЕ

Жесткое Сергей Васильевич

„Развитие конструктивных методов построения глобальных 
решений нелинейных уравнений в частных производных “

Ключевые слова. Солитоны, метод Хироты, системы дисперсион
ных уравнений, теорема Коши-Ковалевской, метод мажорант, глобаль
ное решение, волновые системы.

Объекты исследования. Нелинейные дифференциальные уравне
ния в частных производных.

Цель работы. Теория распространения возмущений в сплошных 
средах на основе разработки конструктивных методов построения гло
бальных решений нелинейных уравнений в частных производных. По
строение соли тонных решений для нелинейных уравнений современной 
математической физики. Доказательство глобального варианта нели
нейной теоремы Коши-Ковалевской. Построение периодических реше
ний нелинейных гиперболических, систем в частных производных.

М етоды исследования. В работе применяются методы современ
ной математической физики, математического и функционального ана
лиза, алгебры, теории дифференциальных уравнений.

Полученные результаты и их новизна. Развит прямой метод 
исследования солитонных решений нелинейных уравнений современной 
математической физики. Доказал глобальный вариант теоремы Коши- 
Ковалевской для квазилинейных систем в частных производных первого 
порядка. Разработана схема построения инвариантного банахова про
странства для систем в частных производных типа Федорова-Риккати. 
Получены необходимые и достаточные условия разрешимости класси
ческой периодической задачи Дирихле для волновой системы в случае 
полного резонанса. Разработаны методы построения периодических ре
шений нелинейных волновых систем в частных производных.

Рекомендации по использованию. Результаты диссертации мо
гут быть использованы для решения проблемы солитонного менедж
мента при создании эффективных волоконно-оптических линий связи.

Область применения. Теория солитонов, динамика жидкости, 
теория нелинейных колебаний.
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Жэсткоу Сяргей Васыьевт

„Разшццё канетруктыуных метадау будавання глабальных 
рашэнняу нелинейных урауненняу у частковых вытворных “

Ключавыя с левы. Салйоны, метад Х1роты, сктэмы дысперо'й 
ных урауненняу, тэарэма Кашы-Кавалеускай, метад мажарант, гла- 
бальнае рагаэнне, хвалявыя сктэмы.

А б’е к гы  даследавання. Нелшейныя дыферэндыяльныя ураунен- 
ня у частковых вытворных.

М эта работы. Тэорыя распаусюджвання адхщенняу у суцэльных 
асяроддзях на аснове распрацоуш канетруктыуных метадау будавання 
глабальных рашэнняу нелинейных урауненняу у ча.стковых вытворных. 
Будаванне салтягаых рашэнняу для нелшейных урауненняу сучаснай 
матэматычнай фЫкь Доказ глабальнага варыянта. нелшейнай тэар- 
эмы Канш-Кавалеускай. Будаванне перыядычных рашэнняу нелшей
ных ппербал!чных сктэм у частковых вытворных.

М етады  даследавання. У районе прыменяклща метады сучас
най матэматычнай ф Ьш , матэматычнага 1 функцыяиальнага анал1за, 
алгебры, тэорьп дыферэндыяльных урауненняу.

А тры м ан ы я ВЫН1К1 I 1х навгзиа. Разв1ты прамы метад дасле
давання салтяш ы х рашэнняу нелшейных урауненняу сучаснай матэма- 
тычнайфЬж!. Даказан глабалъны варыянт тэарэмы Кашы-Кавале^сжай 
для квазшнейных сктэм у частковых вытворных першага парадку . Рас- 
працавана схема будавання шварыянтнай банахавай прасторы для сктэм 
у частковых вытворных тыла Федарава-Рыкащц. Атрьшаны неабход- 
ныя ) дастатковыя умовы выра.шымасц1 клаегчнай перыядычнай заданы 
Д'цэыхле для хвалявой сктэмы у вынадку поунага рэзананса. Распраца- 
ваны метады будавання нерыядычных рашэнняу нелшейных хвалявых 
сктэм у частковых вытворных.

Рэкам ендацы ) па вы кары станню . Вынш дысертацш могуць 
быць выкарыстаны для рашэння праблемы сал!тоннага менеджменту 
пры сгварэнт эфектыуных валаконна-алтычных лшш сувям.

Галшы прымянення. Тэорыя сал!тона.у, дынамка жыдкасщ, тэо
рыя нелшейных ва,га,нняу.
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2Не»1кою 5'сгдег УазШехпск

„ТЬе с1су<1оршеп1; о{ сопа+.гис^уе теН ю й а  Ъ т Ы т ^  §1оЬа1 
ко1п(10и« оГ попНпеаг раг41а! <31Легеп<;1а1 ес1иа<;шп8 ‘‘

К еу №ог<1з: 8оШ,ом, ШгоЪаЛ? тейЬос!, зуз^етз о! сйчрегят: есркйюпз, 
СаисЬу-КоуаЬузкауа. Т.кеогет, те*,Ьо<1 о? та^оганЪз, §1оЬа1 зоЬуйои, т у е  
зузЪетз.

ОЪ](Ч.1к оГ гекеагсЬ. Ков1теа.г ра.г1ла.1 с1]'йег<>д1ла,1 едиайопз.
А риг розе оГ луогк. ТЬеогу о$ рег1тгЪа1,юп8 зргеас1т§ т  зо1к! тес!ь 

и тз  о и ЪЪе Ьая1з оГ уюгкшц ои1; Й е те1;Ьос1з оГ ЬшЫ1п§ §1оЬа1 зо1и1,юпз 
оГ повИпеаг раг!ла! сШГегепйа! счрдаЬктз. ВшкНпд оГ зоИкш зо1ийопз Гог 
иоп1шеа.г есрза^юпз о/ тойегп тайЪётайса] рЬузкз. ТЬе ргооГ оГ ЪЬе §1оЬа1 
шгшЛ о? попНпеаг Са.исЬу-Коуа1еузкауа Йеогеш. Вш1<1ш§ о!' репскИс 
зоЫлопб оГ попНпеаг ЬурегЬоИс рагйа.1 <Шегепйа,1 зуз^етз.

Ме^Ьовз оГ геяеагсЬ. ТЬе тоЬЬосЪ о{’ тос1егп таЙ етагк а ! рЬузкз, 
таЬЪетпайка! аж1 {11110*1011 а,1 апа1узш, а1§еЬга, йЬеогу о{ йШеген^а! е^^1а*^опн 
аге изес}.

ТЬе оЫ атес! гезикз апс! Нв поуеНу. ТЬе еПгесг тейЬос] оГ туез1л- 
§;айп§ Й1е зоИкоп зокгйопз о? попНпеаг едиайопз оГ тоЛегп таЙшта4ка1 
рЬузкз 18 шогкей оик. ТЬе ^ЬЬа! уапап(, о Г СаисЬу-Коуа1еузкауа {.Ьеогет 
&г сщазШпоаг рагйа.1 с!л1Тегеп*1а1 едиаНоав оГ йгз* огйег 13 ргоуес!. ТЬе 
зсЬете оГ ЬшИт§ Ше туапапЪ ЪапасЬ зразе Гог рах1ла1 сШГегаПла] зуз'Ьетз 
о!' Рейогоу-ШсаШ 1уре 18 Ж)гкес1 ои1. ТЬе иесеззагу апй зи:Шаеп1 сопсШловз 
о? 8о1уаЪШ1у оГ с1аззк репосНс ргоЫет оГ ОшкЫе Гог \тауе зузЪет 111 1Ье 
сазе о{ сотр1е1.е геаопапое а.ге оЫате<1. ТЬе ше1Ьо<Зз о! Ьш Ит§ регюсВс 
зо] и‘1101(8 оГ попНпеаг раг1йа,1 сНИ'егепТки] зуз1ешз а.ге вдогкес! оа1„

К е со ттеп й ай ю п я  Гог иве. КезиНз оГ *,Ье сПззегШгоп соиЫ Ье изес! 
ш зо1уш§ 1,Ье ргоЫет о( зоПкт тапе§етеи4 даЬНе сгеа,1.т§ ейесЛлуе ЯЬге- 
ор1;1са1 Нпез оГ соттшпсайюш.

Р1е1<18 оГ аррНса4|оп. ТЬеогу оГ зоЙопз, <]упат1сз о! Н̂ и̂к!, Леогу 
о{ попГтеаг озсЯ1а4'юпз.
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