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В данной заметке мы будем рассматривать множество комп

лексных чисел

Щ, (F) -  1 2 е  С  : I F / г ) !  < £ )

Функции Р/г) будут многочленами комплексной переменной

2 . №н дадим характеристики множества (F) с точки

зрения трансфинитного диаметра (емкости) и размерности Хаус- 

дорфа, Ьти понятия, особенно размерность Ляусдорів, пока erne 

не очень часто используются в комплексном анализе и поэтому 

начнем с определений. Затем мы установим связь между двумя 

характеристиками и покажем, как из опенок емкости некоторых 

множеств можно получить огенки размерности ХаусдогЛа.

Пусть £  есть ограниченное бесконечное замкнутое мно

жество точек на плоское-; и 2 • Положим

л

V /г, . г , , . .  , 2 „ ) =  Г 1  ( * * - % )  ,

-Г?
гпе . '2; . - Л* £ £  • V f a .  ■•■.*,) равно, как из

вестно , определителю Вандермонда для чисел 2,. 2̂ , .. , 2п •
Пусть I/ ~Vn ( Е )  еСТЬ максимум модуля /V f a  , ••=?*)/’

когда 2 2 „ пробегает различные системы а  точек,
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принадлежащих множеству В .

Положим cj - V r,fn' i)Я П '
Величина не возрастает с возрастанием ft . Кроме 

того d„ , при всех П , оч<видно, не превосходит диаметра 

множества £ . Следовательно, с/п при /7 -»• *»«» стремится

к определенному конечному пределу. Этот предел называется 

трвпгфинитным диаметром множества Е . Обозначим

с о р  £  = V„ ^
ft -► ре

Следующие свойства вытекают из определения:

а) монотонность: если & е F , то Сар £  * cap £■
б) однородность: если г, отображает Е  в 

Еj , то СП̂Ь = /О /  Cap £
Произвольное множество S  комплексных чисел покроем 

множеством кругов Jt , Z , . . ., ... „ 0’JK с

диаметром с/1 о т  Jt- 4- $  с некоторым $  >■ О . По-

лежим

i  (S ; Р, S) - 4) Р

где точная нижняя грань бррется по всем понятиям множества

3  . Поскольку с убыванием S  нижняя грань может разве 

что увеличиться, то существует конечны» или бесконечны» пре

дел

t ( s . p . s )
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ложно доказать существование такого действительного числа 

р  , что £ f s ,  р у с  для p ^ p ^ j )  и £ ( S  ,р )^ оо 

при 0 ± Р  * & , Ьто число и называется размерности

Хаусдорфа множества ,5 .
77 у -г 1 П/ \ Л1 Ю'і

■Лемма 1. ЕСЛИ Р/р) -=г £  2  + . . , + £ > *
то

т р  /  .> : / р / ё) и  / }  = У .

Леша 2. Множество точек £  s определяемых неравенст

вом j p f e )  / ± £  , где Ffz) - ̂  г ̂  , о 0
имеет трансфинитныдиаметр равны* £ */'п

е а р / ц  : / p /s)j &£J s  £  0 *

Доказательство лемм I и 2 ъ [ а ]  (глава УП, § I, теоре

ма 2),

Лемма 3. Если

_ О Э
, (I)

■ « + h < № b * j - t e j *  fe)

Доказательство следует из предыдущей леммы и однород

ности трансфинитного диаметра.

Лемма 4 . Если множество i 7 есть континуум, то

СІШ/77 t  ^ 4 ca p  £  (3)

Доказательство см, ь [4 ] (глаю Ш ( § 2> теорема2).

ЛвММв О , Д л я  ) ВЫГ!ОJTHЯ6 ТС Я  Н б 'р вВ 6 Н С Т В 0
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max IP,/?)/ >  e/n) т р у /й ,/ (4)
' d u n

Доказательство см. в̂ IJ (лемма 7).

Лемма 6. Множество N имеет р  -меру Хаусдорфа, рав

ную нулю, тогда и только тогда, когда возможно выбрать пок

рытие IS tJ такое, что

; Р
І=/

и такое, что каждая точка множества А/ принадлежит бесконе

чному числу множеств $
£

Доказательство см. в[з] (глава I, § I, предложение 4). 

Теорема, Если VS >■ ////У +JJ-J и Сн,- есть множест

во точек j  2 £ €  '■ jP / z )!  <’/И (Р)) ^ J  для бесконеч

ного числа разложение P f  ё )  £  Z./s)t то

п / т  /)
U)~■* -/

Заметим, что для некоторого полинома Р/-2J множество

состоит из неболее

чем П простых сварных областей. Поэтому достаточно рас

смотреть одну из них. От полиномов P/s) переедем к поли

номам с ограничением fO * ( Q )}  /-/
Возможность такого переходе основана на лемме 6.

Доказательство teopcw.

Пусть в (4) m ay /P f /С) / достигается при

Переедем от Р</? } к полиному/
7'і
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Іо)
и далее к

Р*/*) -  Z * P. I  </г) (?)

Преобразование (6) и i / s не меняют размерности Хаусдорфа н 

приводя? к неравенству

QnfRi)  О/г) //

Класс полиномов с фиксированным обозначим через У /Р)
^ л/ли) '

Для / э > — —  имеем
НГ4 /

( d i a m  С,(ра))  < • с /п) У
‘%'-Г Р£Й„(Р) /

/г

откуда следует неравенство (5 ) .
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