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О СТАРШЕМ ПОКАЗАТЕЛЕ 
ЛИНЕЙНОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ 

С ВОЗМУЩЕНИЯМИ ИЗ КЛАССОВ, 
ОПРЕДЕЛЯЕМЫХ НЕМОНОТОННЫМИ 

ФУНКЦИЯМИ
Рассмотрим линейную дифференциальную систему

х = A(t)x, х е R л, t > 0, (1)

с кусочно-непрерывной ограниченной матрицей коэффициентов А такой, что 
Ц/фЦ < М  < +со при всех t > О. Наряду с системой (1), рассмотрим возмущен­
ную систему

ў = A(t)y + Q(t)y, у е R ", t > 0, (2)
с кусочно-непрерывной ограниченной матрицей возмущений Q, удовлетворяю­

щей условию интегральной ограниченности [1, с. 252], т.е. неравенству
/+і
|||£ ?№ г ^ с в < +00 при всех t > 0. где Сд - некоторая константа, завися-
t

щая от Q.
Определение 1. Характеристическим показателем Ляпунова вектор-функ- 

ции /  ; fo +оо[ R ” называется число Я [/]:=  lim t~l lnj|/(^)j|.
J L L *■ f -Ню n ' "

Еще Ляпуновым было установлено [2, с. 31-34], что каждое ненулевое ре­
шение системы (1) имеет конечный характеристический показатель, решения с 
различными показателями линейно независимы и для любого а  е R решения, 
удовлетворяющие условию Л[х] < а , образуют линейное подпространство про­
странства решений. Отсюда следует, что система (1) может иметь не более п 
различных значений показателя и каждому такому значению можно приписать 
кратность, равную наибольшему числу линейно независимых решений, показа­
тель которых имеет это значение. Таким образом, всякой системе (1) можно поста­
вить в соответствие ее совокупность характеристических показателей 
Ą(a)<  ...< Лп(а), упорядоченных по возрастанию. Для показателей системы 
(2) будем использовать обозначения Л{(а + Q)< ... < ЛП(А + Q). Показатель 
Лп(а) называется старшим показателем системы (1).
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Всякий показатель под действием сколь угодно малых возмущений может 
смещаться как вверх, так и вниз. Естественно, что для старшего показателя, 
служащего для оценки решений сверху, в первую очередь, важна точная оценка 
сверху. Таким образом, возникает задача построения достижимых верхних оце­
нок для старшего показателя системы (2) с возмущениями из некоторого класса
малости Ш, то есть величин А(Ш) := sup Л„ (А + Q ). В качестве класса малости

QeSt
Ж  здесь могут рассматриваться, например, класс бесконечно малых, т.е. стремя­
щихся к 0 на бесконечности, возмущений; класс экспоненциально убывающих 
возмущений и другие. Эта задача является одной из важнейших задач современ­
ной теории характеристических показателей.

Самым первым достижением в этом направлении явилось вычисление стар­
шего центрального показателя Q(a ), введенного в [3] как оценка сверху для 
старшего показателя систем (2) с малыми возмущениями. Достижимость этой 
оценки доказана В.М. Миллионщиковым в [4] с помощью его, ставшего уже клас­
сическим, метода поворотов [4, 5, см. также 6, с. 90]. В [7] показано, что старший 
центральный показатель достижим также и в классе бесконечно малых возму­
щений. Старший сигма-показатель (а ), соответствующий классу а-возмуще- 
ний, т.е. возмущений, экспоненциально убывающих на бесконечности с показа­
телем убывания не меньшим, чем сг > 0, вычислен в [8], а его свойства как 
функции параметра а  > 0 подробно изучены в работах [9-12]. Старший экспо­
ненциальный показатель V 0(^), соответствующий предельному классу всех экс­
поненциально убывающих возмущений, вычислен в [13]. Промежуточные слу­
чаи, когда возмущение затухает на бесконечности, но скорость его убывания 
медленнее, чем экспоненциальная, рассмотрены в [14,15]. Для малых в среднем 
возмущений эта задача решается в [16].

Во всех этих работах достижимость получаемых оценок доказывалась, пря­
мо или косвенно, с помощью метода поворотов, а для построения самих этих 
оценок применялся метод верхних функций, впервые сформулированный, ве­
роятно, в [3]. Принципиальной особенностью метода поворотов является его 
дискретность. При его использовании возмущения сосредоточиваются вблизи 
точек некоторой последовательности моментов времени, в которые происходит 
переход между различными решениями невозмущенной системы, а вычисле­
ние характеристических показателей возмущенных систем осуществляется по 
значениям, принимаемым решениями в этих точках.

Метод же верхних функций включает в себя ряд технических приемов, свя­
занных с использованием интегральных неравенств и леммы Гронуолла-Бел- 
лмана, что позволяет сделать его дискретным лишь частично (см. [1, с. 106]). 
Для его применения выбирают функции R: [0, +оо [ -»R и а: [0, +оо [ -» R такие, что 
для матрицы Коши системы (1) справедлива оценка ln||X(f,s)|| < R(t)-R(s)+a(s).

При этом функция а обычно выбирается так, чтобы интеграл f \Q ( s)^is имел

нулевой или, по крайней мере, близкий к нулевому показатель для любого Q<sWlt а
функция R чаще всего строится на основе матрицы Коши системы (1) с помощью 
разбиения полуоси точками специальным образом выбранных последовательнос­
тей. Метод верхних функций весьма универсален и обладает широкой применимос­
тью, однако его использование требует определенного искусства, заключающего­
ся, прежде всего, в умении правильно выбрать функции Л и а.
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В [18] предложен новый метод оценки характеристических показателей воз­
мущенных линейных дифференциальных систем, который является полностью 
дискретным и не использует стандартную технику применения леммы Гронуол- 
ла-Беллмана. Кроме того, этот метод в отличие от метода верхних функций про­
ще в использовании и не требует при своем применении каких-либо неформа­
лизованных навыков. С другой стороны, следует отметить, что он является бо­
лее специализированным, чем метод верхних функций, так как применим толь­
ко в случае линейных систем с линейными же возмущениями.

С помощью этого метода оказалось возможным рассмотреть следующие 
классы возмущений: класс 83[г], состоящий из возмущений Q, для которых при
всех t > 0 выполнено неравенство ||£>(?| < NQr(t), где N Q - некоторая постоян­
ная, зависящая от Q, а г - положительная кусочно-непрерывная вещественная

функция, определенная и ограниченная на промежутке [0 ,+ оо [; класс Я[<$, состоя-
со

щий из возмущений Q, удовлетворяющих условию ^ę(t^Q{t^\dt < + о о ; класс 

8[ę>], состоящий из интегрально ограниченных возмущений, для которых имеет 

место равенство J {q ) .= lim Г 1 = 0, где ę - положительная ло-/-»+«о о
кально суммируемая функция, определенная и кусочно-непрерывная на проме­
жутке [0,+оо[, причем <p{t) >q> О при всех ł > 0.

Пусть X(t, г) и Y(t,z) - матрицы Коши систем (1) и (2) соответственно.
Теорема 1. Если при некотором 0 < е0 < 1 для каждого е е ]о,е0[ выпол-

__  m-1 к+\
неноравенство lim т '1 V / 'E(&) = 0, где f(k ) = \r{i)dt, и существуетр> Осо “ J J*=0 к
такое, что для любого к е N  при всех t е [к -1, к], за исключением конечного
числа точек, выполняется неравенство f{k) < pr{t), то  справедлива формула 
A(S5[r]) = lim т  'in rjm< где последовательность rjm прит > 1 удовлетворяет 
рекуррентному соотношению ijm - max(jjx(m, meN, с произволь­
ным начальным условием ^  > 0.

Замечание 1. В теореме 1 предполагается, что для функции г справедлива 
оценка r{t) < 1/2 при всех t > 0. Это не ограничивает общности рассмотрения. 
Действительно, вместо функции г возьмем функцию г\ определяемую форму­
лой г , для которой условие r*(t) <1/2 выполнено при всех
t > 0. Тогда, используя равенство, связывающее функции г и г", для любой мат­
рицы Q, принадлежащей одному из классов ®[г] или 35[г*], всегда можно полу­
чить оценку \\Q(t]\<N'er'(t) = NQr(t), где N*Q = 2aNQ, а значит §3[г] = §3[г*].

Теорема 2. Если при некотором 0 < sQ < 1 для каждого £е ]0 ,?„[ выпол-'О
к

няетсяравенство lim w ' V  в (|+е)(&) \ę(r)jT  - 0 , где
т —> со . ^ J*=' к-1
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ą/c) = ess inf {ę{t) : k<t<k+l) - существенный супремум1 функции ę, то  спра­

ведлива формула МЦ.ф]) = Hm т  1 In rjm t где последовательность rjm при т>1 

удовлетворяет рекуррентному соотношению rjm =max|x(m,£)||0' l(fc)7ł ) ł
k<m

т, k е N , с произвольным начальным условием //] > 0.
Теорема 3. Если при некотором 0 < s0 < 1 для каждого е е ]0> £q\. выполнено 

00 (/+£) ^
неравенство^^ ( * ) )  * <+ю,где ОД = ess mf{ę(t) :k< t< k+ \),

*=i ы  __
то  справедлива формула Л($[р])= tonwT1 In ^  где последователь­
ность Tjm определяется рекуррентно соотношениями 77, > О,
r jm =  ш а х | л г (/ и ,л :)| | л - , у _|( л ) 7 4 ) ,  k , т  е  N , т  > 1.

к<т lł
Замечание 2. В теоремах 2 и 3 предполагается, что для функции <р при всех 

t > 0 справедлива оценка <p{t) > 2. Это также не ограничивает общности рассмот­
рения. Действительно, возьмем вместо функции ^функцию ę \ определяемую
формулой ę?* (̂ ) := для которой выполняется условие ę {t )> 2 .  Всилу

_______ / t

соотношений lim Г 1 jV(r)||£>(r)||</r -q/2 lim t~l Jęj*(r)||g(r)||Jr = 0 справедливо

равенство Щр\ = где матрица О принадлежит любому из этих двух классов. 
В том случае, когда матрица Q принадлежит одному из классов S[ę?] или

будет выполняться равенство так как имеют место соотношения

JV (r|g (r|ć/r = q lĄ ę {r\ Q {r 'ld x  < +°о .
о о

Изложим схему доказательства теорем 1 -3. Оно состоит из двух частей: пост­
роение оценок сверху для старшего показателя любой системы (2) с воз-му щени- 
ями из рассматриваемых классов и доказательства достижимости этих оценок. 
Оценки сверху для старшего показателя системы (2) с указанными возмущения­
ми во всех трех теоремах строятся с помощью метода, описанного в работе [18] и 
основывающегося на следующем утверждении.

Пусть заданы возмущения Q и положительная функция Д определенная на
______ т-1

множествеN0= N'u {0}, такая, что справедливо равенство т
m  я  к =О  

*+1

в котором матрицы Vk определяются равенством Vk = \x{k,r)Q {t)Y{z,k)dT.
к

1 Существенным супремумом измеримой функции ę  на множестве Xназывается наиболь­
шее из чисел С, для которых имеет место неравенство <Ąx) > С на множестве полной меры из X.
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Тогда для старшего показателя системы (2) выполняется оценка 
Лп(А + 0)=  lim т~' \щт , где последовательность г>т при т  > 1 удовлетворяет

т—*со

рекуррентной формуле rjm = max(j|x(m, Щ/3(к)пк), к , т е  N  ,с произвольным на­

чальным условием Tjx > 0, причем величина lim т  "‘ Inn не зависит от выбора п..т->оо
Применение этой теоремы осуществляется следующим образом. Выбираем 

функцию Д полагая р{к) = f l~£ (к) при к е  N0 в теореме 1, /3(к) = 6(к) при к е N0 
в теореме 2, Д£) = (Щ &))1, к е N, а Д(0) = 1 в теореме 3, и проверяем равенство
___ w-1

т  = При этом используется тот факт, что для ин-тегрально
к -О

*+!
ограниченной матрицы Q справедливы неравенства , где

к

, 2 М+С0Ь :=е е, а также характеристическое свойство рассматриваемого класса воз­
мущений. Если указанное равенство имеет место, то по теореме 4 получаем оцен­
ку сверху для Ап(А + 0 ). В теореме 1 дополнительно совершается предельный 
переход при е ->• +0 на основе обобщения свойства А из [8].

Доказательство достижимости получаемых оценок проводится с помощью 
метода поворотов, но по сравнению со стандартным способом его применения, 
продемонстрированного в [4, 5, 8, 13], здесь имеются отличия.

Введем обозначения. Пусть d- произвольное множество неотрицательных целых 
чисел с числом элементов s е N0. Будем считать, что прис/^0 элементы множества d 
упорядочены в порядке возрастания dt <...<ds. Возьмем некоторую функцию Д 
N0 —> ]0, +аз [, и для любых чисел l,m eN0,m>l, и всевозможных множеств d с  [/, т\,
определим величину Y^{mj) = \x {m ,d^{d !)..\x {d l ,d,'\p{di\x{d,,l\. Поло­

жим Ф (т,1 ) := max (m,l). В дальнейшем будем говорить, что множество
de[ł,nt[

D а  [/, т [ реализует величину Ф = (т , I) , если D реализует максимум величины
Г/(т,/)по  dc[ł,m[, т.е. т^ хТ^ {т,і) = Г^ {т ,і).

Пусть Тк, keN g,~ некоторіая монотонно возрастающая последовательность 
неотрицательных целых чисел, причем Т0 - 0, и пусть := (Тк, Тк]).

к - 1

Теорема 5. Если выполнено условие Т~' ]Tln /Зо(т ) = о, где f30 (/) = min {'.Л ')}.
Ы

і  eNff mo справедливо равенство

ш ;г ,,1пФ(Г„0) = П ^ Г ;1Х ]п Ф ,.4 7 &->=с /=1
Построение происходит в основном по схеме, впервые предложенной 

в [8], т.е. также, как и там, выбирается последовательность Тк такая, что
___ _ *-i
lim Тк'1]щ т = lim m'l]nr}m , причем Тк1 ̂  1пД0 (7 )̂ -> 0 при к оо, и Т0 = 0, но
к - *  со т-> оо ^
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в отличие от [8] каждый отрезок [Тк Х, разбивается точками множества D(k), 
реализующего ФА, а не точками множества G(k), реализующего Ф (ГА,0). Это по­
зволяет избавиться от громоздких оценок, которые возникают в [8] вблизи каждой 
точки Тк и необходимы там для доказательства того, что проводимые построения 
не слишком сильно уменьшают рост строящегося решения по сравнению с макси­
мальным. Вместо этого в нашем случае сразу применяется теорема 5. Для завершения 
доказательства используется тот факт, что rjm и Ф(т,0) совпадают при всех m > 1.
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S U M M A R Y
The exact upper bound for the higher exponent of linear differential system with perturbations 

from the following classes: the perturbations bounded by non-monotonic functions; perturbations 
infinitesimal on the average with non-monotonic piecewise continuous weight; perturbations 
summable on the semi-axis with non-monotonic piecewise continuous weight, is calculated.
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