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Понятие всюду плотного множества является фундаментальным математиче­
ским понятием. Множество рациональных чисел является всюду плотным множеством 
на действительной прямой. В последние 40 лет было доказано свойство всюду плот­
ности множеств действительных и алгебраических чисел в М.. Нетрудно доказать, 
что множество точек с алгебраическими координатами всюду плотно в любом кубе
Т  С  R * . Задача значительно усложняется, если рассматривать точки с алгебраиче­
скими сопряженными координатами и кубы Тмапой меры. В данной работе продолжено 
изучение распределения алгебраических чисел. Доказано несколько теорем об оценках 
сверху и снизу количества действительных алгебраических чисел в коротких интервалах.

Ключевые слова: корень многочлена, алгебраические числа, система диофантовых 
неравенств, порядок приближения, покрытие множества.

Число а  называется алгебраическим, если существует полином

то он называется минимальным полиномом числа с і, а величины

линома Р(х) и числа а  соответственно. В этом случае полином Р(х) является 
минимальным полиномом и для остальных корней а 2, а ъ,. .. ,ап полиномаР(х) 
такой же степени и высоты, как а  = а х.

для которого

называются степенью и высотой по-
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Рассмотрим некоторый конечный интервал I  длины / л і . Для упрощения 
технических деталей будем считать, что I  с  [0,l). Для Q > 1 рассмотрим класс 
полиномов

4 ( Q )  = {р (х ) є  Z [x ] : degP < п ,Н { Р )  < Q}. (2)

Пусть задан некоторый интервал / , с /  длины /л1х = Q у, ^ > 0 . При 
каких условиях на Y можно утверждать, что в классе VJQ) найдется полином 
Р(х), корень которого принадлежит / х ?

В дальнейшем через ц А  будем обозначать меру Лебега измеримого 
множества A a  М., #В -  количество элементов конечного множества В, 
С[ = с1(п\с2(п\... -  величины, зависящие только от и и не зависящие от Н и  Q. 
В работе [3] были доказаны следующие теоремы:

Теорема 1. Для любого рационального числа у /  существует интервал 

/2 с центром в точке P/ q  и мерой /л1г =cxq~nQ~X, не содержащий ни одного

действительного алгебраического числа сс степени п>  1 и высоты H(a)  = Q.
Т е о ре ма  2. Для с2 >с0(п) и Q>Qoin) в любом интервале 

/ 3, /л1ъ > c2Q~r ,0 < у  < 1, содержится не менее c^Qn+x[л1ъ алгебраиче­

ских чисел a,  dega -  п, Н (а)<  Q.
В работе [1] были найдены оценки снизу для количества точек z = (а , ,а 2) 

с действительными сопряженными алгебраическими числами а х,а 2, находя­

щимися в полосе шириной c4Q~r' ,0 < у х < — возле гладкой кривой у  = f { x ) .
2 я+1

Отметим работу [2] где доказано, что существует не менее c5Q 3 
полиномов, у которых два сопряженных корня находятся на расстоянии

її +  1св Q П 5 0 -  У г —--------* Также найдены оценки снизу для количества полиномов
Р(х) є  Vn(Q) и пар полиномов (Тх (х),Т2 (х)) є  V^(Q)  с заданными дискри­
минантами и результантами [3]. Отметим также [4; 5] обобщения указанных 
результатов на поля комплексных и р-адичсских чисел.

В работе [6] получены результаты о распределении алгебраических чисел 
второй и третьей степени. В данной работе будут получены новые результаты о 
распределении алгебраических точек, причем впервые будут получены оценки 
сверху для их количества.

Теорема 3. Существует величина с6, при которой в любом интервале
/ 4, / | / 4 = 0 - М )  < у3 < 1 лежит не более c6Qn+[jU / 4 алгебраических точек а  
полиномов из VXQI

Доказательство. Предположим, что (X є  / 4

#{ Р(х)  є  V„(Q),P(a) = 0} > c60 " V 4  = с6Є ”+|-* . (3)
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Если полином Р(х) имеет на /4 больше одного корня, оставим только один 
из них, от чего в неравенстве (3) несколько изменится только величина с6. За­
фиксируем вектор Ь{ = {ап,.. . ,  а х), состоящий из коэффициентов полинома Р(х), 
и обозначим через Vn (Q, bx) подкласс, состоящий из полиномов Р(х), у которых 
совпадают коэффициенты при х , х 2 . . . , х п. Ясно, с учетом (3), что

#v„(QA)><hQl-r i. (4)
Разложим каждый полином Р(х ) є  Vn(Q,bx) на интервале /4 в ряд Тейлора 

в окрестности корня а { = а х{ Р \  Имеем

Р(х) = Р(ах) + Р'{ах) • (х -  а х) + Уг Р"{ах) ■ {х -  а х f  +.. . + - Р(п){ах) ■ (х -  « ,)” .(5)/  z п\

Так как |х — а х | < Q Гг, а х є  [О, l ) , то \Р'{&\ )| < n2Q ,

|Г ( а 1) - ( х - а 1]|<А120 1“Уз, (6)

^|р',( а і ) - ( х - а 1)2| < і « 30 1“2;'3 < n Q l Уі , Q > Q 0{n). (7)

Остальные члены разложения оцениваются правой частью в (7), и поэтому 
из (5)-(7) получаем при V х є  / 4 и достаточно большом Q

\ P ( x )< 2n2Q 1- » .  (8)

Занумеруем все полиномы из V„(Q,bx) так /})(х), Рх(х),. ,.,Рк(х)

к > ~ C?Q1~>'3 (9)

и образуем новые полиномы Rj  (х) = Р}; (х) -  Р0 (х), 1 < j  < к . Полиномы /?. (х) -
различные целые числа, отличные от нуля, и

\ Rj {x \<An2Q x~r'. ( 10)

Из (9) следует, что среди них есть число /,

| / | > ^ с 70 ' - ^ .  (11)

Если с7 > 16я2, то неравенства (10) и (11) противоречивы, что доказывает 
противоречивость неравенства (3).

Теорема 4. Пусть /? -действительный корень своего минимального полино­
ма Тк (х), deg Тк(х) = к ,  1 < к < п ,  Н(Тк (х)) < Q Yi, 0 < у  л < 1. Тогдасуществу- 
ет достаточно малая величина cg, при которой на интервале/5, [Яъ = c %Q Уі" к 
с центром в точке Р  нет корней многочленов Р(х)  є  V„ (Q) .

В доказательстве теоремы 4 будет использована следующая лемма [7].
Лемма. Пусть Р{х) -  многочлен, degP = « , с корнями а х, а 2...,ссп и 

старшим коэффициентом ап. Тогда для любого набора корней a i ,а, ,
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1 < /, <і2 < — < ік ^  п , к < п  ̂справедливо неравенство

I I Я И< с , -

Доказательство теоремы 4.
Предположим, что корень аФ ft  полинома Р(х)  є  V„(Q) лежит на интерва­

ле /4. Тогда а  -  корень неприводимого многочлена Р1 (х) є  Vn (Q). Многочлены
Tk (х)= K%k + • • • + Aх + /0 и Р, (х) = d nx" +. . .  + d {x + d 0 не имеют общих кор­
ней, и поэтому их результант Л’(/)| (х), (х))^ 0. Из определения результанта
имеем

1 < |я ( ^ , г , ) |< / ;4  П | « . - ^ | .  (12)
1<;<л
\<j<k

Для оценки произведения в (12) выделим сомножитель \а — /?|, а остальные 
сомножители оценим с помощью леммы.

Получим

Ж ))  с н ta)
/ 11 иу Ч J \  ап J

<cscnQ ^ +kQ - ^ - k <с8с12.

<ctcnH { T j H { P j Q ' u "-k < (13)

-1Возьмем Cg =  С] 2 и получим противоречие.
Теорема 4 может быть обобщена на многомерный случай.
Теорема 5. Существует величина с13 и куб S  d  R * , 2  < к  < п со сто­

роной C ^ Q  *, внутри которого нет сопряженных алгебраических точек 
а  = (а1, а 2. . . ,а к) никакого многочлена Р(х)  є  V„(Q) , degP > k .  

Доказательство.
' 1 1  1  Л

В о з ь м е м  т о ч к у

k+1
K = b  = (x1, . . . , x J : n

1=2
X  -

2 ’ 3 ’ & +  1
R  и р а с с м о т р и м  куб

< с ізQ ' [• Пусть точка а  = ( а {, а 2. . . ,а к), по-
1

рожденная многочленом Р(х)  є  Vn(Q) , лежит в S. Тогда 
Результант целочисленных многочленов

а і-1 /
*+i

Р(х) = апх " + а п_)Хп~'+.. .  + а1х + а0 и Т(х) = (£ + і)!-П  
отличен от нуля. Имеем 1=2

<с\ъ' Q •
1

х —  
/

1<|Я(7\/>)| < < (« )"  П
2</<£+1 
1< j<n

1
V а' (14)
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Для оценки произведения в правой части (14) оценим
1 1 1

—  а \ ------------а 2 --------- а к

2  1 3  2 к  + 1  к

Остальные сомножители оценим, как в (13), с помощью леммы. Получим

1 < 4 с и е  * М "  Я (/>)* < 4 с , = с* с,5. (15)

При с13 = 0,5 с ,/  неравенство (15) противоречиво, что доказывает тео­
рему 5.

Следующую теорему можно рассматривать как обобщение теоремы 3. 
Теорема 6. При любом 0 < у 5 < 1 в квадрате Т  = 1У х / 2 с: [од)2 , 

при подходящей величине с|6 справедливо неравенство

#{а  = ( a v a 2) e T : ВР(х) е V„(Q),P(cCj) = 0J  = 1,2} < c,6Qn+x~2̂ . (16)
Доказательство. Предположим, что верно неравенство, противоположное 

неравенству (16). Разложим многочлен Р(х) по каждой переменной х на интер­
вале I j , j  = 1,2 в ряд Тейлора.

p (Xj ) = P(ccj) + P’ictj) ■ [Xj -  a j )+y2 P"(<Xj) ■ (xj -  a j j2 +... + ^  P(n) (ay ) • (x, -  a , )". (17)

В (17) корень a  j лежит на отрезке /у , х} є  I  j , 0 < xJ < 1 и ? ( а ;. ) = 0 , /  = 1,2. 
Поэтому при достаточно большом Q

\р '[а , ) \ х - а ,\  < «2б '“Г5. 

i | / , " ( a y ) - ( x - a r y. ) 2 | <  n 3 Q 2 { l ~ r $ )  <  n Q ' ~ r s ,

<  n s Q s <  n Q l  n  , 3  <  j  < n

(18)

Зафиксируем вектор b2 = (an , . . . , a 2), состоящий из коэффициентов многоч­
ленов Р(х) є  Vn(Q) ■ При достаточно большом Q верно неравенство

# {б2}< (20  + 1)" < 2 n+xQ n~\  (19)

Множество полиномов Р{х) с одним и тем же вектором Ь2 обозначим через
V„(Q,b2). Занумеруем все полиномы Р(х):Р0(х),Рх (х),..., (х) из "Рп(0,Ь2).
Согласно предположению в начале доказательства
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s > 0,5cx6Q 2(x~Ti)- (20)

Образуем новые s полиномов . Это различные целочисленные полиномы,
у которых, согласно определению Vn (Q, Ъ2 ) , коэффициенты при х п , х п~х , . . . , х2 
совпадают. Из (18) следует

\Rj(x\ < An2Q x~n ,degi?y(x)< l,//( i?y)<  2Q, 1 < j < s .  (21)
Поскольку величинам по (20) велика, то среди коэффициентов R . (х) = а-х + bj 

должны быть коэффициенты, большие

шах(|ау.|, |^ |)  > Т 1с ^ п . (22)

Возьмем многочлен R  -(x) ,  у которого один из коэффициентов удовлет-
I

воряет неравенству (22). Пусть это многочлен ах + b и а > 2~2cx6Qx /s. Вос­
пользуемся (18) и составим систему неравенств

\ахх + b < 2п Q2 п 1~К

Iах2 +b\< 2n 2Q l 75, а > 2 2 cX6Qx'■г$ (23)

Так как по предположению координаты х х и х2 отделены, |х, — х2 \ > 8 , то 
заменим (23) системой уравнений

ахх + b = 0 ,  (х[ ]Qx~rs = tx

ax2 +b = Q 2(х2)QX = t2, \®. (ху\ < 2 п 2 .

По правилу Крамера имеем

-2^2 /ОІ-У52 C\(,Q < \а\ =
|А|

h 1

2̂ 1

х х 1

х 2 1

< 4n2Q^ 5 = 4 n 2S - xQ 1̂
И

2 2с,26 < 4 n2S  1 (24)

Неравенство (24) при с > 2* n4S  ~2 противоречиво. Это означает, что тео­

рема 6 верна при с16 = 29 пА5  2.
Теорема 6 справедлива при любом 1 < к < п — 1, что можно доказать ана­

логично.
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Lamchanovskaya М., Sakovich N., Shamukova N. TWO-SIDED EVALUATIONS 
FO R  A N U M B E R  OF P O I N T S  W I T H  A L G E B R A I C  C O O R D I N A T E S  IN 
A-DIMENSIONAL CUBES OF SMALL SIZE.

The article views the upper bound fo r  the real algebraic conjugate numbers 
( a , , a 2) o f  a degree n > 2  and a height Q, which lie in the square T  с  [0,l)2 o f  the size 
Q r, V<r <\.
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