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Разработана методика расчета полей напряжений в системе "остаточный клиновидный 
двойник -  трещина” в случае, когда двойник и трещина находятся вдали от поверхности кри­
сталла. Рассчитаны поля напряжений в рассматриваемой системе для трех типов трещин: 
нормального отрыва, поперечного и антиплоского сдвигов. Показано, что остаточный клиновид­
ный двойник оказывает существенное влияние на распределение полей напряжений у  трещины.

Ключевые слова: остаточный клиновидный двойник, трещина нормального отрыва, по­
перечного и антиплоского сдвига.

Механическое двойникование часто выступает причиной зарождения разрушения 
[1-2]. Это связано с тем, что двойниковые границы являются концентраторами больших 
внутренних напряжений [5-7]. При затрудненном скольжении двойникование может 
выступать и в качестве релаксатора напряжений у трещин, препятствуя их развитию [1]. 
Поэтому при определенных условиях деформирования двойникование может рассма­
триваться, как ресурс пластичности материала [1; 8 ; 9], что также важно с практической 
точки зрения [1]. Таким образом, ставшее целью данной работы изучение напряженного 
состояния в системе “остаточный клиновидный двойник -  трещина” является важной 
практической задачей.

Различают три типа трещин [10; 11]: нормального отрыва (тип I), поперечного 
сдвига (тип II) и продольного (антиплоского) сдвига (тип III). Согласно дислокационной 
теории трещин поля напряжений, обусловленных каждым типом трещин, могут быть 
рассчитаны по формулам [1 1 ]:

Введение

П остановка задачи

(1)
для трещины нормального отрыва;
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ст xx -  -  -V V  ' 3 (х  - с ) 2 -  у 2 Z dZ
U r ..42 2 12 П2 Z

да l 
^ху"  l

CT yy =

n - l [(x- Z ) 2 + у 2

_ Z  f ( - Z ) 2 -  у 2______Z _ ^ r  ,
п І [(x- Z ) 2 + у 2

r (x -  C)[(x - C)2 -  у 2 ] z dZ

- i  [  - o = + у 2 ]2 (2)
для трещины поперечного сдвига;

да 7
ст^ у  г 1 z ~

^  71 -  (x - z ) 2 + у 2 Ф 2 - z 2
xz

, CTуг [ x  - z _____ Z__  ir
уг уг П J ( -Z)2 + , ,2 1,2 r 2 Z (3)

да l
x - Z   Z_

П -l(x - Z )2 + у 2 V l 2 - Z 2

да да дадля трещины антиплоского сдвига, где ст уу -  нормальные и стху , стуг -  сдвиговые 
напряжения на бесконечно удаленных поверхностях; l -  половина длины трещины; 
Z -  параметр интегрирования.

На рисунке 1 схематически представлена система “остаточный клиновидный 
двойник -  трещина” вдали от поверхности кристалла. Координаты центра трещины 
обозначим (xc, у  c). На бесконечно удаленных поверхностях кристалла действуют напря-

да да дажения стуу , СТ.у и стуг .

Рисунок 1 -  Схематическое изображение остаточного механического 
клиновидного двойника и трещины вдали от поверхности
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Пусть величина этих напряжений такова, что двойникующие дислокации остаются 
неподвижными. Это возможно, когда сила внутреннего трения, обусловленная полными 
и сидячими дислокациями, достаточно велика. Напряжений, создаваемых трещиной, 
можно определить по получаемым из (1) -  (3) формулам:

„ r  _  f ( (  -  x c ) -  --) ( x  -  x ■ ) -  Z)2 -  (У -  У c )2 1 Z ... ,

■  " * - <  -  -  -  ) - 0 2 + (  -  У.  )2 ]2 1 2 Z

~ c r  —  і

УУ =  yy +  n  П

да
er _ °  УУ 

CT -------

-  yy f ((x -  ^  ) -  С )[((x -  ^  ) -  С ) 2 +  3 (y  -  Ус ) 2 ] С dz

n - 1 [(( x -  [ ) - Z ) 2  + (y  -  Ус )2 ]2 ] l  2 - z  2

(y  -  y  с ) lf ((x -  x c ) - C)2 - (У -  У с )2 Z dZ (4 )
J Г// \ ,.\2 / \ 2 12 /72 72

П -l [((x -  [  ) - Z ) 2 + (У -  Ус )2 ]2 Vl 2 - Z  2

для трещины нормального отрыва;

O yy_ сг xyO f f —------- (y  -  y с ) ) 3((x -  хс ) -  С)2 -  (у  -  у  с )2 Z dZ
J \tt \ ,.\2 t \ 2 І2 /75 72

да
^  yy_ сг xy

ст УУ ------

П -l [((x -  хс ) - Z ) 2 + (У -  Ус )2 ]  Vl 2 - Z  2

(y  -  y  с) г ((x -  хс ) -  с )2 -  (у  -  у  с )2 Z dZ
J І// \ ~\2 / \ 2 І2 /72 72

~ сг _  _да .
CT xy -CT xy + п

П -l [((x -  xc ) - Z ) 2 + (У -  Ус )2 ]2 Vl 2 - Z  2

СТдаУ f ( x  -  xc ) - C)[((x -  Xc ) - Z ) 2 - (y -  У с )2 ] Z

П [((x -  Xc ) - Z ) 2 + (  -  Ус )2 ]2 ] l  2 -  Z 2 (5)

для трещины поперечного сдвига;

(y  -  y  с > f ____________________________________ 1_,
n - i ( ( x - ^ ) - C > 2 + ( y - Ус>2 Vi 2 - Z 2

да ja^сг да . yza  = a  + (x -  x c ) - C z= ___  Г \.л ~ л с ) - ^ ___________Ц dz

У У n - i ( x - x c) - z ) 2 + (y - Ус)2 Vi 2 - z 2 (6)

для трещины антиплоского сдвига.
Согласно [12] поля напряжений у находящегося вдали от поверхности клиновидного 

остаточного двойника в приближении непрерывного распределения двойникующих 
дислокаций на двойниковых границах рассчитываются по формулам:

ст w (x, y ) =ст ̂  (x, y ) +СТ ̂ (2) (x, y ) (7)

где

ст tw(1) (x, y) = jV  1 + (//(E ))2 Р1 (Е)ст (1'0) (x, У, %, /  ( e ) . ,

L ----------------- (8 )

i
0

ст‘w(2) (x ,y ) = JV 1 + ( / 2' ( I ) ) 2 P 2 (Е)стj 0  (x ,y , E, /2 ( e ) . .
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Здесь L -  длина двойника; 4 -  параметр интегрирования; f j ©  и f^ ©  -  функции, 
определяющие форму двух двойниковых границ; P j©  и P j©  -  плотность двойникующих 
дислокаций на первой и второй границе двойника;

_  (1,0) (x . . ' C f  (C)) _ ^  (у -  / і ( Ш 3 ( х - C ) 2 + (у  -  Л Ю ) 2]
а xx (х , у , s , / i (C)) _ - :---------------------------------------------------------------

2п(1 -V ) [(x - C ) 2 + (у -  f1(C))2 ]2

а  уу0)( ъ у & Ш )  _ - ^ b p
vKp  (у  -  f i (C))[(x - C ) 2 -  (у  -  f i(C ))2 ]

2 п ( 1 -V ) [(x - C ) 2 + (у -  f i(C ))2 ]2 :

а xi;0)(x ,у ,C ,fi(C ))-  ^ KP ( x - C ) [ ( x - C ) 2 - ( у - f i ( C ) ) 2 ]

(9)

2n(i -V ) [(x - C ) 2 + (у -  f i(C ))2 ]2

а  Zx0) (x , у , C, fi(C)) _ - ^  у  -  fi(C)
2n (x - C ) 2 + (у -  fi(C ) ) 2

а (i ’0) (x, у ,C,fi(C)) _ ür(i.0) /„  e /- /e чч_ x -C
2n (x - C ) 2 + (у -  fi(C ) ) 2 

а  (2.0) ( (I)) -  ^ p  (у -  / 2 © ) [ 3 ( x - I ) 2 + (у -  / 2© ) 2]
а  xx (x, у , 4,,J 2 (I)) - - z

2п(1 -V ) [(x - I ) 2 + (у -  f 2(%))2]2

(x - | ) 2 -  (у  -  f  2(  
2 n(l -V ) [(x - I ) 2 + (у  -  f 2 ( | ) ) 2 ]2

^к р  (x -  xo)[(x -  x 0) 2 -  (у  -  f 2 (x

2 n (1  -V ) [(x -  xo)2 + (у -  f 2 (xo))2 ]2

а (2,0) (x f  (I)) ^ p  (у  -  f 2 (I))[(x - I ) 2 -  (у  -  f 2 ( I ) )2]
w ( , у , і , / 2 ( |))  2 n ( i - V )  [ ( x - I ) 2 +,

.(2,0)^ , . . .  s Г ґ ^ \  — ̂ p  (x -  x0 )[(x -  x0 )2  -  (у -  f 2 (x0 ))2]
^xv (x  у , I , J 2 (I)) —

а  £ 0)( x, у , I , f 2 (I)) — -
2n (x - I )  + (у  -  f  2 (I))

а  (2'0)( x, у , I , f 2 (I)) —-ЦЙв x I 2
2n (x - I )  + (у  -  f  2 (I))

Здесь принималась во внимание представленная на рисунке 1 ориентировка винтовой Ьв 
и краевой Ькр составляющих вектора Бюргерса; д -  модуль сдвига; v -  коэффициент 
Пуассона.

При неподвижной трещине и двойникующих дислокациях в рамках теории упру­
гости для системы “остаточный клиновидный двойник -  трещина” поля напряжений 
можно рассчитать, как суперпозицию напряжений

jj (x  у ) = ст j  (x, у ) + СТ j  (^  у ) .  ( 1 1 )

Р езультаты  расчетов и их обсуждение
Примем как в [12]

л ® = ! Н )  <12)

f ^ - H U - L )  <■»

где H  -  ширина двойника у устья.

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А.
 Ку
ле
шо
ва



МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ 73

Результаты расчетов полей напряжений (в МПа) в системе “остаточный клиновидный 
двойник -  трещина” представлены на рисунках 2-9. Принималось: ЬВ = Ькр = 0,124 нм [13];

m = 81 ГПа [14 -  17]; v = 0,29 [14-17]; ст“ = 10 МПа, ст“ = 10  МПа, = 10  МПа;
L = 100 мкм; H  = 11 мкм; l = 20 мкм; x  = 120 мкм; у = 50 мкм.7 7 С ' ̂  С

На рисунках 2 -  4 показано распределение нормальных s xx и стуу и сдвиговых s xy 
напряжений в системе “двойник -  трещина” в случае трещины нормального отрыва [1 1 ]. 
Соответствующие компоненты тензора напряжений двойника рассчитывались по фор­
мулам (7) -  (10). Из рисунков 2-4  видно, что концентраторами напряжений являются 
не только двойниковые границы, но и вершины трещины и двойника.

Рисунок 2 -  Распределение нормальных напряжений s  в системе 
“клиновидный двойник -  трещина” (трещина нормального отрыва)

Рисунок 3 -  Распределение нормальных напряжений Syy в системе 
“клиновидный двойник -  трещина” (трещина нормального отрыва)
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Рисунок 4 -  Распределение сдвиговых напряжений Sxy в системе 
“клиновидный двойник -  трещина” (трещина нормального отрыва)

В случае трещины нормального отрыва напряжения s xx знакопеременны относи­
тельно оси O X  (рисунок 2), напряжения s yy имеют один знак (рисунок 3), а напряжения 
s xy знакопеременны относительно оси OY  (рисунок 4).

В случае трещины поперечного сдвига нормальные напряжения s  знакопеременны 
относительно оси OX  (рисунок 5), напряжения s yy знакопеременны относительно оси 
OY  (рисунок 6 ), а сдвиговые напряжения s y  имеют один знак (рисунок 7).

Рисунок 5 -  Распределение нормальных напряжений s  в системе 
“клиновидный двойник -  трещина” (трещина поперечного сдвига)
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Рисунок 6 -  Распределение нормальных напряжений о  в системе 
“клиновидный двойник -  трещина” (трещина поперечного сдвига)

Рисунок 7 -  Распределение сдвиговых напряжений оху в системе 
“клиновидный двойник -  трещина” (трещина поперечного сдвига)

Трещина антиплоского сдвига создает отрицательные сдвиговые напряжения ст  ̂
(рисунок 8 ). В целом распределение напряжений о  знакопеременно относительно оси 
OX.  Сдвиговые напряжения оуг имеют один знак (рисунок 9).
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Рисунок 8 -  Распределение сдвиговых напряжений s  в системе 
“клиновидный двойник -  трещина” (трещина антиплоского сдвига)

Рисунок 9 -  Распределение сдвиговых напряжений syz в системе 
“клиновидный двойник -  трещина” (трещина антиплоского сдвига)

Заклю чение
Таким образом, разработана методика расчета полей напряжений в системе “оста­

точный клиновидный двойник -  трещина”, находящихся вдали от поверхности кри­
сталла. Дана количественная оценка полям напряжений в рассматриваемой системе.
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Показано, что клиновидный двойник влияет на закономерности распределения полей 
напряжений у трещины.
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Ostrikov O. THE METHOD OF FORECASTING DISTRIBUTION OF VOLTAGE FIELDS 
IN THE SYSTEM “RESIDUAL WEDGE TWIN -  CRACK”.

A method has been developed for calculating stress fields in the system "residual wedge-shaped 
twin -  crack” in the case when the twin and the crack are farfrom the surface o f the crystal. The stress 
fields in the system under consideration have been calculated for three types o f cracks: a normal tear, 
crosswise and anti-flat shear. It is shown that the residual wedge-shaped twin has a significant effect 
on the distribution o f stress fields near the crack.

Keywords: residual wedge-shaped twin, normal tear, cross-section and anti-plane shear.
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