
УДК 512.548
A M  ГАЛЬМАК

О КЛАССАХ КОНГРУЭНЦИИ 
ПОЛИАДИЧЕСКОЙ ГРУППЫ

n-Арные группы выделяются среди всех универсальных алгебр рядом прису
щих им замечательных свойств, редко встречающихся у других универсальных 
алгебр. Перечислим некоторые из таких свойств, связанных с конгруэнциями:

1) любые две конгруэнции n-арной группы перестановочны [1];
2) n-арная группа имеет модулярную решётку конгруэнций [1];
3) в п-арной фуппе любые две конгруэнции, имеющие общий смежный класс, 

совпадают [1];
4) в n-арной группе все смежные классы по одной и той же конгруэнции 

имеют одинаковую мощность [2];
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5) класс конгруэнции п-арной группы, включающий в себя п-арную подгруп
пу, является полуинвариантной п-арной подгруппой [2];

6) любой класс конгруэнции п-арной группы можно выразить через один и 
тот же класс этой же конгруэнции [3].

Согласно теореме Биркгофа ([4], теорема VII.3.4), свойство 2) является след
ствием 1). Свойство 2), ввиду теоремы Хагемана [5], следует также и из 3). В 
свою очередь, свойство 3), ввиду теоремы 32.4 [6], вытекает из 4).

В данной работе продолжаются исследования автора, начатые в книге [2], 
содержащей много полезной информации о конгруэнциях n-арных групп, кото
рая использовалась затем при получении n-арных аналогов теорем об изомор
физмах Шрайера и Жордана-Гёльдера.

Напомним, что класс конгруэнции р, содержащий элемент х, обозначается

через р(х). Для сокращения записей будем использовать обозначение и '1 для
п-З

последовательности и и . Запись а ~ р означает, что последовательности а и
р эквивалентны в смысле Поста [7].

Теорема 1. Пусть < А, [ ] > -  n-арная группа, а , , ..., ал 2 е А, р -  конгруэнция 
на < А, [ ] >, і е {0, 1, ..., п -2}, j е {1,..., i + 1}. Тогда

р (х ) = (а ,... а;1ха.... ajP(c) ai+1... a j
для любого х е А, где

о -  г» -1 1 -1 „-1 „-1 „-1 -1 ,с -  [а ; ... a j х a j_ ! ... at xan_2 ... aj+1] .

Д оказательство. Если у е р (х ), то по лемме 9.7 [2] ( х ,у ) е р. Так как в А 
существует элемент z такой, что

у = [ а , ...a j_ jx a j ...a iZ ai+1 ...an_2],

то из последнего равенства, учитывая (х, у) е р, (х ,у )  е р и, отбрасывая нейт
ральные последовательности вида а~1а и а а \  получаем

([aj ... aj х  ^ j- i  ...a j_ ixa j ...а |га і+] • •■an_2]an_2 aj+il.

[a f1 ... a ]1 x _I a ]l{ ... а ^ х а ^  ... a ^ ]  e p,

откуда

(z> [aj"1 ... a j1 x _1a ^ !  ... a ^ x a ^  ... a ^ ]  e p , 

т.е. z e p(c). Следовательно,

У = [з і  ...a j-ixa j ... a jz a i+1 ... an_2 ] e [a ! ... a^xaj ... a jp (c )a i+1 ... an_2]

и доказано включение

p (x ) c  [a j ... a j- ix a j... a;p (c )a i+1 ... an_2] .

Пусть теперь

u e [a , ... aj-ixaj ... a jp (c )a i+1 ... an_2 ] ,
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т.е.

u = [a ,  ... aj-ixaj ... ... an_2]

для некоторого z е р(с). Тогда из последнего равенства, учитывая (с, z) е р , 
( с, z) е р и, отбрасывая нейтральные последовательности вида а'1а и а а \ получаем

( [aj- i  ••• a r 'u a - i j  ... а ^ с - 'а ^ 1 ... а "1],

[а]_\ ... a f1 [a j ... a ^ x a j... aiZ ai+1 ... an_2]a “ !_2 ... a ^  z "1 a^1 ... a ^ D e p ,  

( t aJ-i ••• a ^ u a " ^  ... аГ+і с-1 a^1 ... a j ^ x )  е р .

Так как

c_ 1 ~ a i+1 ... an_2 x _1 a! . . . а ^ . . .  a is
TO

( [a ji,  ••• a ^ u a ' i j  ... a^1, ai+1 ... an_2 x ' 1 a, ... %_,xaj... a{ a "1 ... a - ' ] , x ) e p ,  

( [ ay_lj ... a j^ u x ^ a , ... aj-ix], x) e p,

([a, ... ая [а]^, ... a ^ u x ^ a ,  ... ан х] x " 1 a~l, ... a f 'x ] ,

[a j ... ан х х _1 а Д  ... a f 'x ] )  e p ,

(u ,x ) € p ,

т.е. u e p(x). Следовательно,

[a, ... aj_,xaj ... afp(c)a i+ l ••• a n - 2  ]  £  P ( x ) .

Из доказанных включений следует требуемое равенство. Теорема доказана. 
Теорема 2. Пусть < А, [ ] > -  n-арная группа, а , , ..., ап2 е А, р -  конгруэнция 

на < А, [ ]  >, i е {0 ,1 ,... ,  п - 2}, k е { i , ... , п -2}. Тогда

р (х ) =  [aj ... ajp(d)ai+I . . .а к х а к+1... an.2] 

для любого х е А, где

d =  [ a f 1 ••• аГ’ х а ^  ... а ^  х -1 а^1 ... а ^ ] .

Д оказательство. Если у € р (х ), то по лемме 9.7 [2] ( х, ў ) е р. Так как в А 
существует элемент z такой, что

у =  [ai ... ajzaj+i ... akX ak+i ... an„2],

то из последнего равенства, учитывая (х, у) е р, (х ,у )  е р и, отбрасывая нейт
ральные последовательности вида а 1 а и аа1, получаем
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( [а ; 1 ... a / t a ,  ... aizaj+i ... akx a k+i ... an.2]a ni 2 . . . а ^ х  1 ak‘ ... а^1,],

[ аГ1 ... a f ’ x a " i2 ... а ^  х " 1 а^1 ... а ^ ]  ) е р ,

откуда

(z, [а ;1 ... a f 1 x a ~ i2 . . . ak+j х _1 ak* ... а^Д] е р ,

т.е. z е р (d ) . Следовательно,

у  =  [a j ... a jza i+i ... ak x ak+1 ... an_2 ] e

e [a j ... a ip (d )a i+1 ... ak x ak+1 ... an_2 ] ■

и доказано включение

p ( x ) c  [a , ... a jp (d )a i+1 ... akx a k+1 ... an_2 ] .

Пусть теперь

u e  [a j ... а;р (ё )а ;+ 1 . . .a kx a k+1 ... an_2 ] ,

т.е.

u = [ a j  ... a{zaM  . . .a kx a k+1 ... an_2 ]

для некоторого z e p (d ) . Тогда из последнего равенства, учитывая (d, z) е р, 
(d ,z )  е р и, отбрасывая нейтральные последовательности вида а_1а и аа1, по
лучаем

( [а к 1 ... аі+\  d 1 а ;1 ... a j1 u ani 2 ... ak+, ],

[a k‘ ... a ^ z - ' a f 1 . . . a^1 [a x. . .ajZai+1 ... akx a k+1 ... an_2] a ; i2 ... а ^ , ] ) е р ,  

( [a k‘ ... aj^1, d_1 aj-1 ... a ^ u  a“ i 2 ... ak+ , ] ,x ) e p .

Так как

d ~  a i+, ... akx a k+1 ... an.2 x  1 a\ ... a ; ,
TO

Qakl ••• аГ+і ai+1 . . .a k xa k+1 ... an.2 x -1 a, ... a; a f1 . . .a ^ u  a~!.2 ... ak^ ] , x )  e p , 

([xa k+, ... an.2x-1ua“ i 2 ... ак^ ] , х )  e p ,

( [ x a ; i2 ... ak+j x _1[xak+] ... an.2 х ' ' и а ^ 2 ... akJ.,]ak+1 ... a„.2],

txa n-2 -• - ak+i X_1xak+I ...a „.2] ) e p ,

(u, x ) e p ,

Мо
гил
ев
ски
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 А
.А

. К
ул
еш
ов
а



122 ВЕСНІК МДУ імя А.А.КУЛЯШОВА № 1 (17) •  2004 •

те. и е р (х ). Следовательно,

[а ! ... a jp (d )a i+] . . .a kx a k+1 ... an_2 ] c p ( x ) .

Из доказанных включений следует требуемое равенство. Теорема доказана.

- 1  -  п~3Замечание. Ясно, что последовательности вида и  =  и  и  в выражениях 
для с и d из теорем 1 и 2 можно заменять эквивалентными последовательностями.

Придавая i, j и к в теоремах 1 и 2 конкретные значения, будем получать 
различные следствия.

Если в теореме 1 положить j = 1, то получим
Следствие 1[3]. Пусть < А, [] > -п-арная группа, р -е е  конгруэнция, а,,..., ап2 е А, 

i е {0, 1...... п - 2}. Тогда

р(х) = [ха, ... a ;p(c)a i+1 ... ап_2 ]

для любого х 6 А, где
п - З  п - 3  п - 3  п - 3

с = [а ; а{ ... aj aj an_2 an_2 ... ai+1ai+1].

Если в теореме 2 положить к = п -  2, то получим
Следствие 2[3]. Пусть < А, [ ] > -  n-арная группа, р -  ее конгруэнция, а,,..., а^2 s А, 

i 6 {0, 1,..., п -2}. Тогда

р (х ) =  [ах ... а£ р (с)аі+і ... ап.2х ]

для любого х е А, где с тот же, что и в предыдущем следствии.
В [3] приведено большое число частных случаев следствий 1 и 2.
Полагая в теореме 1 і =п — 2, j = п — 1, видим, что последовательности а ... а| 

и aj+1 ... ап2-  пустые. Поэтому имеет место
Следствие 3. Пусть < А, [ ] > -  п-арная группа, р -  ее конгруэнция, av ..., а ^  е А. 

Тогда

р (х )  =  [а, ... а ^ х р ф с ^ а ;;!^  ... а ^ х ] ) ]
для любого х е А.

Если в теореме 2 положить i = к = 0, то последовательности а1... а, и ам ... ак 
-  пустые. Поэтому имеет место

Следствие 4. Пусть < А, [ ] > - п-арная группа, р -  ее конгруэнция, av ..., ап 2 е А. 
Тогда

Р (х ) =  [ p ( t x a n- 2  a f1 х -1 ]xa i ... ап.2)]
для любого х 6 А.

Если в следствиях 3 и 4 положить а, = ... = ап2 = а, то

п - 3  п - 3  п - 3  п - 3
[ х “  а“ 12 ... a f х ] =  [х  х  [ а а ...а  а ]х ] =  [ х  х а х ],

п -2

п -3  п -3  п -3  п -3
[х а ” ! ,  ... а, х "  ] = [х [а  а ...а  а ] х  х  ] =  [ха  х  х  ].

4 ' " V  *
п -2
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Поэтому имеет место
Следствие 5. Пусть < А, [ ] > — n-арная группа, р -  ее конгруэнция, а е А. 

Тогда
п -З  п -3

р(х) = [ ^ a x p ( [ x  х ах])] = [р([ха х х ])ха...а]
п -2  п -2

для любого х е А. В частности, .

Р(а) =  [ а _ а р ( а ) ]  =  [ р ( а ) а _ а ] .
п —1 п -1

Если в следствиях 3 и 4 положить а, = ... = ап3 = а, а^2 = а , то, используя 
лемму 2.4 [2], получим

п -З  _  п -3  п -3  п -3
[х~ а~_2 ... аГ х] = [х х [а а а а ...а а ]х] ='--------у-------- '

п -3
п -3  п -3  п -3  п -3  п -3

[х х [[ а ... а а а а ...а а ]х] =  [х х ах],
(п -3)(п-1)+1  п ~ 3

-1 -1 - I  _ П_3. [хап_2 ... aj х ] = [хах х ].

Поэтому имеет место
Следствие 6. Пусть < А, [ ] > -  п-арная группа, р -  ее конгруэнция, а е А. Тогда

п -3  п -3
р(х) = [ а _ а  а х р ( [х  х ах])] =  [р([хах х ] )х а . . .а а ]

п - 3  п - 3

для любого х е А.
Следствие 7. Пусть < А, [ ]  > -тернарная группа, р -е е  конгруэнция, а е А. Тогда 

Р (х ) ~  [а х р ( [ х  а х ]) ]  =  [р ( [х а  х ])х а ] =  [а х р ( [ х а х ] ) ]  =  [р ( [ х а х ] ) х а ]  

для любого х е А. В частности, р (а ) =  [а а р (а  )] =  [ р ( а  )аа].
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S U M M A R Y
The classes of congruence on polyadic group are studied in this paper.
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