
УДК 512.548
АЖГАЛЬМАК

К ОПРЕДЕЛЕНИЮ ИНВАРИАНТНЫХ 
ПОДМНОЖЕСТВ В п-АРНОЙ ГРУППЕ

В теории п-арных групп существуют два эквивалентных определения ин
вариантных n-арных подгрупп:

1) п-арная подгруппа < В, [ ]  > п-арной группы < А, [ ] >  называется инва
риантной в ней [1], если

х К .^В  = K - J lx K .J i  
n-l J L <-1 n-l 

для любого x <= А и всех / = 2, 3, ..., л;
2) n-арная подгруппа < В, [ J > п-арной группы < А, [ ] > называется инва

риантной в ней [2], если
[ х В х '1] = В

для любого х е  А, где х '1 -  обратная последовательность для х .
Если равенство 1) выполняется только для i = n, то n-арная подгруппа

< В, [ ] > называется полуинвариантной в < А, [ ] >.
Существуют и другие n-арные обобщения инвариантных подгрупп [3].
В бинарном случае, т.е. в теории групп, определения 1) и 2) останутся эк

вивалентными, если в них подгруппы заменить произвольными подмножест
вами группы. В то же время, при доказательстве импликации 1) => 2) в случае 
п >3  существенно используется тот факт, что < В , [ ] > -  n-арная подгруппа в
< А, [ ] >. В связи с этим возникает вопрос: если в определениях 1) и 2) вместо 
n-арных подгрупп рассматривать произвольные подмножества, то не получат
ся ли в этом случае различные обобщения инвариантных подмножеств в 
группе ? Ответу на этот вопрос и посвящена настоящая заметка.

Определение. Подмножество В п-арной группы < А, [ ] > называется сла
боинвариантным (инвариантным) в < А, [ ] >, если

X&.J3 5S

я-1 . . 1-1 п—1
« д т В * ’] =В)

для любого х  е А, где /' = 2, 3 , . . п, х ' 1 -  обратная последовательность для х .
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Если же

то подмножество В называется полуинвариантным в < А, [ ] >. 
Соответственно определим:

x R J B = R.JBx
и—1 - п-1

DNA{B )= {x  <=А \ х В...В
Л-1 .

R ^B xR -^B
і-\  л-1

, / = 2, 3, п } -

слабый нормализатор подмножества В в < А, [ ] >;

Na(B) = { х е А \ [ х В х ' 1] = В } -  

нормализатор подмножества В в < А, [ ] >;

HNa(B) = {х  е А \ ХВ...В  = В...ВХ
п-1 J L п-1 

полунормализатор подмножества В в < А, [ ] >.
Теорема. Пусть В -  подмножество n-арной группы < А, [ ]  >. Тогда спра

ведливы следующие утверждения:
1) Na(B) £ DNa(B) £ HNa(B);
2) если В инвариантно в <А, [ ] > ,  то оно и слабо инвариантно в 

<Д  [ ]> ;
3) если В слабо инвариантно в < А, [ ] >, то оно и полуинвариантно в 

< А П > -
Доказательство. 1) Если x е NA(B), то [ х В х ' ] = В, 
откуда

[ [ хВх~1] х ]  = [ х '1В х ],
В = [ х 1Вх] .

Тогда

x R .J 3B R .J3
г-2 п-1

x K -jB
п-1 .

x R J ^ x  Хв х \в . „ в
п -і

хВх~1хВ...х~ххВх~1 ВхВ...В
І-2 п-1

x R ^ B = \хВх ‘ l.JxZfcc 1]ВхВ...В
п-1 _ t------- —V--------- г ’ 1

г-2

хВ..В — By.BxR.Ji
п-1 . М П-І

для любого / = 2, ..., п. Следовательно, х е DNA(B), т. е. NA(B) cD N A{B). 
Включение

DNa(B) с  HNa(B)
очевидно.

2) Вытекает из 1).
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3) Очевидно. Теорема доказана.
Следующий пример показывает, что слабая инвариантность, в общем 

случае, шире инвариантности.
Пример. Пусть <В3 = {(12), (13), (23)}, [J > -  тернарная группа нечетных 

подстановок на трех символах, В -  {(12), (13)}. Так как

[(12)В(12)]={(12), (23)}* В, 
[(13)В(13)]={(13),(23)}*В,
[(23)В(23)]={(12), (13)} = В,

то, учитывая х = х  для любого х  е В3, заключаем, что

N B3(B)={(23)}.

Проведя соответствующие вычисления, можно убедится, что
[хВВ ] = [ВхВ)  = [ВВх]

для любого х е В3, т. е.

D N Bj(B )=B3,
и, следовательно,

N Bj (В) с d N (В).

Таким образом, подмножество В слабо инвариантно в < В3, [ ] > и не яв
ляется инвариантным в < В3, [ ] >.

Осталось отметить, что понятие полуинвариантности подмножеств в 
п-арной группе шире понятия слабой инвариантности. Это вытекает из су
ществования полуинвариантных n-арных подгрупп, не являющихся инва
риантными.
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