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Рассматривается разработанная методика имитационного моделирования куі 
движения и вертикальной динамики легкового автомобиля с передними управляемыми колеса 
ми по опорной поверхности с микропрофилем, содержащая расчетныіе динамические схемыі, 
математические модели и программное обеспечение. Обсуждаются некоторыіе результатыі 
проведенныіхрасчетныіх исследований.
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В jtWВведшие
Повышение интенсивности движения на скоростных автомобильных трассах тре­

бует высокой надежности систем управления курсовым движением колесных машин 
при выполнении ими различных маневров. Поэтому эффективность эксплуатации авто­
мобилей, обладающих высокой маневренностью, курсовой устойчивостью и управляе­
мостью, требует рационального выбора конструктивных параметров их ходовой части, 
характеристик подвески и шин. Для выполнения такого выбора необходима специальная 
методика оценки, в качестве которой может быть использовано программное средство 
имитационного моделирования курсового движения и вертикальной динамики автомо­
билей по современным автомобильным трассам.

В связи с этим в настоящей работе поставлена задача разработки математической 
модели и программного обеспечения для имитационного моделирования движения 
легкового автомобиля по автомобильным дорогам, которое позволило бы проводить 
виртуальные испытания их управляемого курсового движения и вертикальной динамики.

Таким образом, целью настоящей работы является разработка математического и 
программного обеспечения для проведения имитационного моделирования курсового 
движения и вертикальной динамики легкового автомобиля с учетом моделируемого 
микропрофиля опорной поверхности -  дороги.

Математическая модель курсового движения 
и вертикальной динамики автомобиля

В данной постановке задачи для имитационного моделирования автомобиля не­
обходима его математическая модель, содержащая две подсистемы: курсовое движение 
и вертикальная динамика.

Для разработки математической модели названных подсистем введем следующие 
Ж  независимые (обобщенные) координаты: x ,  y ,  z c -  перемещения центра масс автомобиля

по продольной 0Х, поперечной 0У и вертикальной 0Z осям; z v z2, z3, z4, -  вертикальные 
перемещения центров масс колес (неподрессоренных масс) по вертикальным осям
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ф -  угол поворота остова автомобиля вокруг проходящей через его центр масс (точку С) 
вертикальной оси (курсовой угол), ц, ф -  угловые перемещения вокруг центральных 
продольной и поперечной осей подрессоренной массы автомобиля.

Подсистемы курсового движения автомобиля содержат три динамических урав­
нения движения для координат x у  , ф и четыре уравнения кинематических связей его 
колес с опорной поверхностью, для координат Sv S2, S3,S 4 -  углов их увода.

Для вывода уравнений математической модели курсового движения автомобиля 
построим расчетную схему, рисунок 1.

х3 х4 хс X] х2
Рис. 1. Расчетная схема курсового движения автомобиля

На рисунке 1 приняты следующие обозначения: lv l2 -  расстояние от центра масс 
автомобиля до центров его передней оси и заднего моста; dkl, dk2, dk3, dk4 -  половины 
ширины колеи (передней левой, передней правой, задней левой, задней правой): 6V в2 -  
углы поворота переднего левого и переднего правого управляемых колес; vpv2, v3, v4 -  
линейные скорости перемещения переднего левого, переднего правого, заднего левого, 
заднего правого колес; xlt y lt х2, ўг> *з< Уз> *4» У* -  проекции линейных скоростей центров 
колес автомобиля на продольную и поперечную оси.

Динамические уравнения курсового движения получены на основе математической 
схемы Лагранжа второго рода и имеют вид:

&

• #

С
хс =  {— Z i= i{YiSin((p +  в і -  Si) +  Pkicos(<p +  9 i -  Si)} -  

-  Td=3{Yis in (.<P +  6 i ~  Si) +  Pkicos{<p +  G i -  S i)}}/m ;  
Ус =  {Ta=i{YiCos(.(p +  e t -  St) +  Pkisin(jp +  6 t -  5*)} +

+  I? = 30 'ico s(<P +  0i ~  St) +  Pkisin(<p +  0i -  Si)}}/m;  

Ф =  £ )= i  Z i= iO i [lic o s (.0i ~  5£)] +  di sin(6>i -  5j)]} +  
+Pki[LjSm(ei -  Si) +  d fcos(0 ( -  Si)])/Jz .

(5)

Для обеспечения движения автомобиля без бокового проскальзывания и с минималь­
ным износом шин, конструкция системы его управляемого движения должна обеспечи-
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вать пересечение нор алей к  проекция средних линий ин ка дого колеса на опорной 
поверхности в одной точке О, рис. 1. Это условие определяется следующим уравнением:

„ „ f8ei 
e> = arct° \ l ^ T T k

л >
(1)

Моделирование процессов взаимодействия пневматических колес автомобиля с 
опорной поверхностью выполнялось с использованием теории увода Рокара [1; 2; 3], 
согласно которой в процессе криволинейного движения на колеса автомобиля действуют 
боковые реакции дороги P k., которые пропорциональны углам увода S. их шин:

Pki =  kUi8b i =  1, . . .4 ,  (2)

где ku. -  коэффициент сопротивления боковому уводу шины /-го колеса.
То есть, в этом случае колесо начинает движение в направлении, образующем 

угол <5. с вертикальной плоскостью недеформируемого колеса, который пропор­
ционален величине боковой деформации пневматика и, соответственно, боковой 
реакции дороги P ..

Коэффициенты ku. зависят от приложенных к колесам нормальных и тангенциаль­
ных сил, давления воздуха в шинах, характеристик дорожной поверхности по условиям 
сцепления и т. д. [3; 4]. Поэтому при моделировании курсового движения автомобиля 
на протяжении длительного времени значение коэффициентов ku. необходимо уточнять 
в каждый момент времени в процессе интегрирования уравнений движения.

Для определения углов <5. составим уравнения кинематических связей колес ав­
томобиля с опорной поверхностью. Для этого приравняем к нулю разность проекций 
поперечной (%i)  и продольной ( ў * ) скоростей центров каждого колеса на нормали 
n -  n к векторам их линейных скоростей v., рисунок 1. В результате получим систему 
уравнений (1), описывающую условия отсутствия бокового проскальзывания шин по 
опорной поверхности:

ў і  cos(<jo + в — S1) — x1 sin(«jo +  в — =  0;
Ў2 cosOp +  в -  S2) -  х2 Sin(<jо +  в -  S2) =  0; 
ў 3 cos(<jо +  в — 53) — х2 sin(<p +  в — 53) =  0; 
ў4 cos(^p +  в — 54) — х4 sin(<p +  в — 54) =  0.

Чтобы найти углы увода <5. выразим координаты х. и у. через независимые коорди­
наты xc, y c, ф и от полученных выражений возьмем производные по времени и подставим 
их в систему уравнений (1). Из полученных выражений выразим искомые углы увода:

& 5 і =  <р +  в і -  a rc tg  ( ,  i =  1,2

T l J  P ___  __

(3)

_ q j l i s i n c p + v d i c o s t p j  ‘

8t =  q > - a rc tg  , i =  3,4;L T ^ \x c+(plisvn<p+<pdic0s<pj

(4 )

О

Динамические уравнения курсового движения автомобиля получены на основе 
математической схемы Лагранжа второго рода [1; 5]:

d (дТ\ дТ АП dD . __

где Т, П, D -  соответственно, кинетическая, потенциальная энергии и диссипативная 
функция моделируемой системы; r., Q . -  обобщенные координаты и обобщенные силы; 
n -  количество обобщенных координат.
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Полная модель курсового движения автомобиля, содержащая три обыкновенных 
дифференциальных уравнения второго порядка для координат xc, y с, ф и четыре урав­
нения кинематических связей, имеет вид:

2

х'с =  { - ^ ' jY isin((p +  e t -  Si) +  Pkicos((p +  e t -  Si)} -  
І=1

4

-  YiSin{(p +  6t -  Si) +  Pkicos{(p +  6t -  S i) } } /m ;
i= 3 

2

Ус =  +  ві -  Si) +  p kisin((p  +  в і ~  S i)}  +
І=1
4

+  2 > c 0S( *  +  в і  -  Si) +  p kisin((p +  0 І -  Si)}}/m i 

* 2 ^
Ф =  ^  ^{YAkcosiOi -  $ ) ]  + di sin(0i -  $ )]}  +

j =1 i=1
+Pfei[L; sin(0i -  Si) +  djcos(0i -  Si)]}/Jz ; 

Si =  cp +  Q i~  a rc tg VXc—tpl-LSiiup+qHiiCOsq),

Si =  ( p -  a rc tg  ( |

Ус+Ф гі  cos^+ф djsini)»
Xc-q>hsin<p+(pdi 

y c-vliC0S(p+<pdiSinq)

(iCos(0i -  $ ) ] } / / ,  

<pdjsin<p\  t  .
■pdicostp) ' '  ’

) .  І =  3,4 .

<>
>S>

V "
(6)

>:c+(pZism<p+(i3ciiCOS(p>

Подсистема вертикальной динамики автомобиля также построена по схеме Ла­
гранжа второго рода и содержит семь обыкновенных дифференциальных уравнений 
второго порядка для координат zc, z l, z2, z3, z4, у , ф. Для вывода названных уравнений 
использовалась расчетная схема, представленная на рисунке 2.

^  І

Рис. 2. Расчетная схема вертикальной динамики автомобиля

На рисунке 2 приняты следующие обозначения: q q q q4-  случайные вертикаль­
ные воздействия микропрофиля дороги на колеса автомобиля, cpl, cp2, cp3, cp4-  жесткости 
передней левой, передней правой, задней левой и задней правой элементов подвески; 
k kp2, kpy k -  коэффициенты демпфирования передней левой, передней правой, 
задней левой и задней правой элементов подвески; cl, c2, c3, c4 -  жесткости передней
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левой, передней правой, задней левой и задней правой шин; kv k2, k3, k4 -  коэффициенты 
демпфирования передней левой, передней правой, задней левой и задней правой шин.

Полная математическая модель, содержащая уравнения курсового движения и 
вертикальной динамики автомобиля, имеет вид:

2

х'с =  { -  ^jYiSin((p + et -  Si) + Pkicos((p + в і~  8t)} -
І=  1

-  ̂ {Уі5іп((р + ві -  Si) + Pkicos((p + в і~  6і)}}/т-,
і=з 
2

Ўс = YiCos((p + в і ~  St) + Pkisin{(p + et -  Si)} +
1 = 1

4

+  ̂ V jC o s (< p  +  e t -  Si) +  PkiSin(ip +  e t -  

? ,  ^  

<f>= ^  ^ (7 i [IiCOs(0; -  5;)] + d i Sin(0; -  5;)] J +
7=1 І= 1 e>

+Pki[Ljsm(6i -  SO ± djcos(0* -  Si)]}/Jz

&
* c =  У ^L u  mi=l

_,4 x

.. Pi Ppi . л A
z i = -£- , i  =  1...4;

ITli

Ф = \ i k  +  P a h

>s>

E t= 1 + P id t ~  FA ]
Jx - 4 -1  Jy

1 = 1  *

*  -  _L a  _  ( y c+VliCos<p+<pdiSin<p\ . _  i  0  .
it  -  <p +  et -  arctg  [ іс_ф1і5ІП(р+фаіС0!1(р) ' і  ~  1 .2 ,
X -  ,n y c -v h c o sq i+ tp d isin < p \ - _ о лS i - q t -  arctg  _  3 ,4 .

Расчетные исследования курсового движения автомобиля
Для расчетных исследований была разработана специальная технология управления 

курсовым движением автомобиля, построенная на основе таблицы 1 [6]. В первой строке 
этой таблицы задавались моменты времени t, в которые на переднее левое колесо авто­
мобиля подавались управляющие воздействия водителя в виде скорости в1 изменения 
его угла, задаваемой во второй строке этой же таблицы.

Таблица 1 -  Закон изменения скорости угла поворота левого управляемого колеса 
автомобиля

t t\ h h и
А 0 ц 012 ^13 014

В процессе интегрирования уравнений курсового движения по скорости д опреде­
лялся угол в1 поворота левого управляемого колеса, а по нему -  правого в2 в соответствии 
с кинематикой поворота автомобиля, заданной уравнением (1).

При моделировании вертикальной динамики автомобиля задавались вертикальные 
воздействия неровностей микропрофиля опорной поверхности (дороги) на его колеса.
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Микропрофиль дороги, соответствующий экспоненциально-косинусной корреля­
ционной функции вида

R (t)  =  a 2e~a^ cos (f i t) ,  (8)

моделировался по уравнению [9]

q[n] =  a 0xN[n] +  a^qin -  1] +  Ь ^ [ п  -  1] +  b2q[n  -  2 ] ,n  =  0 . 1 . 2 , ( 9 )

где a  -  среднее квадратичное отклонение неровности дороги;
а, Р  -  коэффициенты корреляционной связи; 
q[n] -  n -я координата неровности микропрофиля дороги;

b o = [(C i+ ^ ^  4с^))0-5]0-5; 
b1=2e-3lhcos^h ); 
b= e-2ah;
c0= е-л  (e-2ah-1)cos(/3h);

a0= ab0;
xN(n) -  псевдослечайное число с нормальным законом распределения;
a = a/b0;

"? — 4<"?'l'|0,5T0,5.

h -  шаг по времени интегрирования дифференциальных уравнений движения.
c1= 1- e-4̂

С помощью специально разработанной программы по уравненшо (9) был заранее 
смоделирован микропрофиль дороги и сохранен в виде файла.

В процессе интегрирования уравнений движения, ординаты q. неровностей микро­
профиля считывались из файла микропрофиля и аппроксимировались в соответствии с 
реальной скоростью движения.

Алгоритм задачи
Алгоритм решения задачи сводится к численному интегрированию уравне­

ний движения (7) и предусматривает ввод исходных данных и начальных условий 
интегрирования; считывание и привязку к реальным условиям движения ординат 
микропрофиля дороги и их скоростей; считывание параметров управления курсовым 
движением автомобиля в виде заданного закона изменения скорости угла поворота 
левого управляемого колеса автомобиля; численное интегрирование уравнений мате- 
магической модели и формирование файла результатов моделирования; формирование 
и вывод функциональных зависимостей изменения во времени параметров движения 
автомобиля.

Для численного интегрирования уравнений движения использовался метод Булир- 
ша-Штера рациональной экстраполяции с переменным шагом [7].

г

Исходные данные и результаты 
имитационного моделирования 

управляемого движения автомобиля
имитационного моделирования 
равляемого движения автомоби

данных задачи использовались мас 
го-диссипативныме параметры автомобиля, скорость движения, параметры неровностей

В качестве исходных данных задачи использовались массо-геометрические и упру-

дороги, закон изменения скорости угла поворота переднего левого колеса.
Пример задания закона скорости изменения угла поворота переднего левого 

управляемого колеса для совершения маневра “поворот влево” представлен в та­

о

блице 2.
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Таблица 2 -  Закон изменения скорости угла поворота левого управляемого колеса 
автомобиля для совершения маневра “поворот влево”

1 2 3 4
t 1 1,5 2 200
01 0 0,15 -0,15 0

В данной таблице указывается, что движение автомобиля в интервале времени t 
от нуля до одной секунды скорость угла поворота левого управляемого колеса 91 равна 
нулю -  прямолинейное движение; в интервале от одной до полторы секунды равна
0,15 рад/с; в интервале от полторы до двух секунд равна -0,15 рад/с, то есть управ­
ляемые колеса возвращаются в исходное положение.

Расчетные эксперименты проводились на интервале времени от нуля до 200 и более 
секунд по дорогам с различными параметрами микропрофиля.

Каждая строка файла результатов моделирования содержит следующие значения: 
момент времени, значения обобщенных координат модели и скоростей их изменения, 
значения углов увода управляемых колес, ординаты неровностей микропрофиля дороги 
и их скорости, боковые реакции дороги на колеса автомобиля.

На рисунке 3 приведен один из вариантов имитационного моделирования курсового 
движения автомобиля по круговой траектории с малым углом поворота управляемых

Рис. 3. Результаты имитационного моделирования движения автомобиля по круговой траектории 
со скоростью 72 км/ч: 1, 2 -  перемещение центра масс по осям OX и OY; 3, 4 -  скорости перемещения 

центра масс по продольной и поперечной осям; 5, 6 -  курсовой угол и скорость его изменения; 7, 8, 9, 10 - 
углы увода шин левого, правого передних и левого, правого задних колес

На рисунке 3 значения по осям d 2 и 
d24 умножены на 10\ а по оси ф -  на 102.

За 200 секунд движения автомобиль 
совершил три неполных оборота с боль­
шим радиусом траектории движения. При 
завершении каждого оборота, то есть при 
достижении курсовым углом ф значения 
2п, линия 5 на рисунке 1 обнуляется. Углы 
увода 5j, 52,5 3,5 4шин колес автомобиля по­
сле входа его в режим движения по кругу с 
постоянным радиусом, с момента времени 
6 секунд, стабилизировались, линии 7, 8, 
9 и 10.

На рисунке 4 приведены фазовая тра­
ектория движения центра масс автомобиля 
в координатах XOY, подтверждающая рабо-

-200 m 400

Рис. 4. Фазовая траектория движения центра масс 
автомобиля в координатах XOY 
на интервале времени 0 ... 200 с
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тоспособность математической модели и программного обеспечения при имитационном 
моделировании кругового движения.

Результата моделирования вертикальной динамики автомобиля по дороге с микро­
профилем представлены на рисунке 5.

при двюкении со скоростью 20 м/с. 
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Рис. 6. Участок микропрофиля дороги длиной 400 ме
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Рис. 5. Результаты моделирования вертикальной динамики автомобиля при движении его по дороге 
с микропрофилем со скоростью 20 м/с: 1 -  zt; 2 -  z2; 3 -  z3; 4 -  z4; 5 -  z

На рисунке 6 приведен участок микропрофиль дороги длиной 400 метров (20 м/с 
: 20 с = 400 м), используемый при моделировании вертикальной динамики автомобиля

петров: 1 -  qp 2 -  q2; 3 -  q3; 4 -  q4

. О ? '
Приведенные на рисунках 3.. .6 результаты моделирования подтверяед^от рабо­

тоспособность разработанных математической модели и программного обеспечения, 
которое позволяет моделировать курсовое движение четырехосной колесной машины 
по различным траекториям и категориям дорог.

Заключение
По результатам проведенных расчетных исследований можно сделать следующие 

выводы:
1. Разработана математическая модель курсового движения и вертикальной дина­

мики легкового автомобиля с передними управляемыми колесами по дорогам с моде­
лируемым микропрофилем, позволяющая оценить влияние ее массогеометрических 
параметров и упруго-диссипативных характеристик на характер движение, на курсовую 
устойчивость и управляемость.

2. Приведенные на рисунках 3 ... 6 результаты имитационного моделирования под­
тверждают работоспособность разработанных математической модели и программного 
обеспечения.
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Yasiukevich E. SIMULATION OF HEADING MOTION AND VERTICAL DYNAMICS 
OF PASSENGER CAR.

The article highlights the developed method o f  simulation o f  heading motion and vertical dynam­
ics o f  a car with front wheel drive on the support surface with a microprofile. The calculated dynamic 
schemes, mathematical models and software are provided. Some results o f  the computational studies 
are discussed.

Keywords: passenger car, heading movement, vertical dynamics, support surface microprofile, 
steered wheels, mathematical model, trajectory, software, simulation.
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