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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность проблематику,. Систематическое изучение- свойств 

симметрий дифференциальных уравнений берет начало от работ С.Ли 

90»х годов XIX века. Им било введено понятие группы, допускае­

мой системой дифференциальных, уравнений, тесно связанное сс 

свойствами множества их. решений. В. последние два десятилетия те­

ория групповых свойств дифференциальных уравнений, основы кото­

рой, как указано выше, заложены С.Ли* интенсивно применялась к 

изучению важнейших уравнений механики и физики. Подучаемые с её 

помощью результаты зачастув имели, глобальною трактовку, в то вре­

мя как используемый математический аппарат; давал право лишь на —
! . 1 ■ ' • •

локальные рассмотрения. В связи с этим, дальнейшая разработка

методики применения групп Ли в теории дифференциальных уравне-
I

ний является актуальной, особенно при рассмотрениях в делом.

Цель работы  ̂ построение математического аппарата для изу-

!
чения свойств симметрии дифференциальных уравнений на кногооб-

-! ;
разйях, позволявщего строго разграничивать локальный и глобаль­

ный подходы; применение этого аппарата к нахождение групп Ли
• ®

автоморфизмов таких уравнений и их инвариантных решений.

Научная новизна. В диссертации рассмотрена задача продолже­

ния групп преобразований и векторных палей на пространство струи 

локальных сечеяив расслоенного многообразия к на пространства 

д к фф е р ек ци а л ь но ~ ге о к ет ри ч е ских объектов, выяснена связь таких 

продолжений со свойствами симметрии дифференциальных уравнений 

(понимаемых е смысле Кураниши) и производными Ли поля геометри­

ческого объекта я его деформациями. Построена категория диффереи- 

цавлЬшш- уравнений на многообразиях, .изучены продолжения введён-
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аых з работе уравнений, выделены и рассмотрены вполне интегри- 

руемые и ияволстивные уравнения. Получены необходимые и доста-
*

точные конструктивные условия существования локальных я гло­

бальных групп Ли автоморфизмов дифференциальных уравнений на 

многообразие и изучены их.инвариантные решения в целом.

Црактичесжаз значимость. Работа носит теоретический харак­

тер, но её.результата могут быть использованы при дальнейшее 

изучении дифферендиальных уравнений механики и физик*.

Апробация работы. Результаты работа докладывались на 1У 

Республиканской конференции математиков Белоруссии "Проблемы 

развития прикладных математических исследований"(Минск, 1975 г . )  

на семинаре член-корреспондента СО АН СССР, профессора Л.В .Ов­

сянникова (ЛГУ),, на семинаре по дифференциальной геометрии мно­

гообразий фигур при Калининградском университете, на Геометри­

ческом семинаре Казанского университета, на семинаре кафедры 

алгебры и геометрии Тартусского университета, а также на гео­

метрическом семинаре при Белгссуниверситете им.В.И.Ленина.-

Публикации. основные результаты диссертации изложены а ра­

ботах [1-4] • : .

Структура раооты. дисс ерта ция излсжена _ на 10 9 странвдах, 

состоит из введения, трёх глав, приложения и списка литературы 

из 87 наименований.

, СОД Ш Ш иЕ РАШ ты

, Во введении дан краткий *^Ьор основных направлений иссле- 

дований советских и зарубежна математиков, непосредственно при-
I

мыкасщих к теме диссертации, обоснована постановка задачи и при­

ведены в виде краткой аннотации основные результаты диссертации.

Теория групповых свойств дифференциальных уравнений возник-
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жа и развивалась как локальная теория, описывающая свойстве 

симметрии дифференциальных уравнений, причем последние тракту­

ются как системы функций, связывавшие независимые, зависимые 

переменные и производные от вторых но первым. Длг прояснения 

характера затруднений, препятствующих глобализации этой теории, 

и обоснования выбора направления в методов решения поставленной 

задачи в первой главе диссертации изучаются основные вопросы 

теории групповых свойств дифференциальных уравнений, понимае­

мых в смысле Кураниши. Следует подчеркнуть, что понятие диффе­

ренциального уравнения в смысле Куракиш является обобщением на 

случаё неплоских пространств в нетривиальных расслоений класси­

ческого понятия дифференциального уравнения.

Показано, чтэ при попытке продолжения действия группы Ли 

вреобразеваний тотального пространства й расслоенного многооб­

разия \ на пространство гшгаыомяых к-струй локальных се-

ченкв % , на в общем случае возникает только локальная

группа Ли преобразований. Кроле того, разделение веретенных на 

незавксшйк Ус1)  и зависшее (у *) делает неестественным рассмотре­

ние общш. преобразований вида

а нзучеше автокоршвзков уравнений в смысле Курении требует 

рассмотрения преобразован*?! левее общего по сравнению с ( I )  вида.

Шмпигиой указанных затруднении является наличие на К стру­

ктуры расслоений, идин из возможных путей их иреодоления состо­

ит во введении в рассмотрение пространства параметров.

С учёте* этого ве второй главе дано другое определение диф­

ференциал ьното уравнения, е«жичное от используемого ранее.

С I  )
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Под дифференциальным уравнением понимается набор 

9 =  (М, п, к, Ы , ф ), где М - многообразие (все рассмотрения 

проводятся в классе С " ) ,  п и к  - натуральные числа, Ц  - от­

крытое X -инвариантное множество в пространстве Т^М (п, к)-ско- 

ростеи на М, Ф - инвариантный относительно.Л  локально конечно 

порождённый подпучок идеалов пучка функций на 1А-. (.Здесь

Л  : Т*М * Я к( п ) _ — -> Т*М: ( V---^ о Ц *  У >

- представление дифференциальной группы $ к(п ) . )

Пара (-Х , % ) ,  где X -  многообразие размерности п,

%•. X ----- М, удовлетворяет дифференциальному уравнению 0 ,

если для каждой точки осе Я  и каждой локальной карты I  V, у О  в 

окрестности точки х  Р (  = 0 для всех

функций Р, принадлежащих пучку Ф ( Ь „ ;х  1----> х+ 'У(л) - сдвиг

Яп) .  Пары ( 7 Г ,  'ь ) и { Ж , Т ) называются эквивалентными отно­

сительно е, если они удовлетворяют 9 и существует диффеоморфизм
Л ; /V

V : Я  —~ X  такой, что "Г = € ° V . Решением уравнения 8 на- , 

зывается класс - [ ( ^ ,  Я )]• пар ( X  , *ь ), эквивалентных относи­

тельно 9 .

Показано, что системы'уфавнении Пфаффа и дифференциальные 

уравнения в смысле Кураниши порождают некоторые дифференциальные 

уравнения в смысле этого определения, использование языка теории 

пучков позволяет разделять локальный, и глобальный подходы, взве­

дение же в рассмотрение пространства параметров В.п приводит к 

равноправию всех систем локадщих координат на многообразии М 

а делает неестественным априорное выделение “независимых" и "за~ 

зксимьк" переменных, применение Теории струй даёт возможность 

проводить все рассмотрения в бескоординатноа форме. Б диссерта­

ц и й  тем ке менее,; с учётом потребностей практических вычислений

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



- 7 -

■ ■ ' 1 ■ : : : ■■■ . : ". - 
приводятся также и функциональные описания рассматриваемых по­

нятна на язшсе локальных адаптированных координат. *

С целью построения категории 1>Е дифференциальных урав­

нений определено понятие морфизма: морфизмом V : 6^ — — — *  е~ 
дифференциального уравнения = СМ^, п, -к, 'в уравне­

ние © 2  = СМ2 , а» к , и*2 > называется отображение 

У : -- --- ► М2 такое, что V) и

(Л^ О с Ф ^ , где (.Тд »> ) ^ 2  “  подпучок идеалов на , порож­

дённый функциями Р2 0 6 ф2 •

В связи с этим определением доказано:; если пара (. Л , Т  )

- I ■=».
удовлетворяет уравнению 6^ и У  : 8^ --- Г~*"-'®2 “  “орфизм, то

пара ( -V , 0-Т') удовлетворяв* в2 . Г  '

Воспользовавшись форвалыэдки производными 3*Р, которые в

. . : ' I • ■ . ■ »
диссертации определены равенством |

с э*р х  ) = Л ь  С II  С | г - 6 , ) Ь ХИ0.

8ж

приходим к понятию продолженного,: уравнения: если 

© = (М, п, к, 11 , Ф ) - дифференциальное уравнение, то набор 

рв = (й, п, к+1, и?, рСФ)) определяет на М дифференциальное
. ' ■ 

уравнение, называемое продолжением уравнения в . Подпучок идеа­

лов р (Ф ) порождён функциями Р и 3*Р, Г € Ф ;  V? =

=

Доказаны следующие утверждения.

Продолжение дифференциальных уравнений является ковариант- 

ным функтором из категории 3>Е в себя.

Пара С У , ?  ) удовлетворяет дифференциальному уравнению 

в тогда я только тогда, когда она удовлетворяет продолженному
‘ Ф

уравнени» ре. '
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Вполне интегрируемые и икволх>тивны^ уравнения определяется 

з диссертации аналогично тому, как это сделано Куравшн (ЗС*<га-- 

Н-1 М . [ .е с ^ и г е б  о п  о$ р а г Ь 'а С  ЛхКёгЪнЫяО.

еч/хЬокб. Зао Рдмво , №&7 ) .  Понятие инволвтивного уравнения яв­

ляется локальным, что позволяет установить связь между всеми 

утверждениями, описывающими структуру таких уравнений на рас- . 

слоенных многообразиях и структуру объектов из категории Т)Е • 

Вторая глава диссертации заканчивается доказательством аналога 

теоремы Яартана-Келера-Лаптева-Кураииши о продолжении.

Пусть 9К » (К , а , к , и-к, Фк ) ,  к ^  к̂ -, - дифференциальные 

уравнения, € 11* \Р( г ) = 0, Р в Фк^  , * . к € Н в к) ,

^ к 1 и к+х ) =  г к- 1с{! ^ К+Г : 9к+11 V к+1 ----^ & К\У к+1 -

морфизм для некоторой окрестности \/к+1 точки у0 - я ^ ( * к) ,  

подпучок Фк регулярен в точке 4  к Г Если существует окрестность 

и/к точки г к такая, что \л/% Г[ 1С0К)  - подмногообразие в Т^М,

С'чПк^1 ) “1 С >л/к^  А 11>6к + Р  "  подмногообразие в ТК^ М  и

((.(гг14*1 ) -1 ( \Х/К) )  /1 1 (в к+| ) ,  \А̂ К П IС6К) ,  * * * ) .  - расслоенное

многообразие, то существу е$_к,» такое, что для всех к ? ^  урав­

нение ек инволвтивно в точке и ограничения уравнений 6 к+| и 

р#к на некоторую окрестность точки у0 совпадают.

Э третье* главе изучаются- вопросы, связанные с нахождением 

г {гсаользбшвйеи групп 1й автоморфизме® дкфф еренциальных уравне-
♦

з'В’й. С зтоз ивхъ» еФрбятс-я продолжения Групп преобразовайна » 
яекторЮЖ яохея т  РВ%  Геометрических объектов и,

а ча*шо«ти, т  йространстао т^Ц, Доказаш, чте й$щ е»ев*я

. а Ч м )  — — — * х !— - — *• т“ о о
1'

г $ *« *  является йньектиэныкн гомоморфизм®®* алгебр- & {
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и раскрыта связь между продолжения*® пояей к производными Ли 

поля геометрического объекта и его деформациями. Для риманозой 

структура локальное рассмотрение э т и  вопросов было произведено

Н.Х.Ибрагимовым (ДАН Х С Р , 1968, Т. 17В. № I .  С. 27-30). Такой 

подход позволяет провести па рал л ел !ь при рассмотрении групп ав­

томорфизмов между дифференциально-геометрическими объектами и 

дифференциальными уравнениями на многообразиях.

С целью изучения локальных автоморфизмов дифференциального 

уравнения определено понятие допускаемого им векторного поля, 

для каждого векторного поля X строится вспомогательный пучок ф\ 

связанный с уравнением &  = СМ, п , к, 11 , ф) :

. ф#= (р'=  т^(-б0х)р | р е ф . € й> .

Два ростка в стебле Ф^ пУчка Ф^над точкой г , порожденные функ­

циями Р-ц и ? 2 , будем называть % -эквивалентными, если росток, 

порождённый разностью Р-̂ - Р2 , лежит в Ф . Через ф/х обозначен 

фактор-пучок по этому отношению эквивалентности1: В диссертации 

доказано, что каждое регулярное дифференциальное уравнение до­

пускает алгебру Ли векторных полей (она может быть нулевой); 

для того, чтобы уравнение 8 = (М, п, к., Ы , Ф) с регулярным 

пучком Ф л. Ц  = Т^М допускало векторное поле X , необходимо и 

.досхатшшо, чтобы каждый стебель пучка ф/Х состоял из одного 

ростка. Связная односвязная конечномерная группа Лф (* является 

группой автоморфизмов дифференциального уравнения У = (М, п, 

к, ТдМ, Ф ) тогда и только тогда, когда выполнены следующие 

условия:

а) алгебра Ли глобальных сечений пучка 5Ь ростков вектор­

ных полей, допускаемых уравнением 9 ,  содержит От у*\
■

о) продолжение псевдогруппы 'З5 (З Ь ), порождённое пучком ®  , 

с ^ а н я е ?  1 ( в ) ;  :

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



условиям а ) - в ) следует

\. ■ - 10 -
.. 1 : V. ■. • . :

в) векторные поля полны, I = I . . . . , сИ ш а;

здесь

У'-: С * М  — — » М - С 2 ^

(?-пространство, и | -■ базис в алгебре Ля группы Ли Ц.

При изучении более общей ситуации {'11 - собственное под­

множество Т^Н) необходимо рассматривать такие пучки алгебр Ли 

ростков векторных полей на М, для каждого локального-сечения X 

которых выполняется условие: для любой точки у еМ  и любого -Ь 

из достаточно малой окрестности нуля в К  существует такая окре­

стность \а/  точки у, чт^* ,

с т ^ Х я .  л с с п ^ Г 1 ^ ) ) )  -  и л

Поэтому в предложении, описывающем глобальные группы Ли авто- 

морфа змов дифференциальных уравнений к 

добавить условие

г )  продолжение псевдогруппы Я? \2>) сохраняет 71.

Коли известна групва Ли 5  автоморфизмов* дифференциального 

уравнения в , то естественно поставить вопрос об отыскании (а-ин- 

вариантных решений 6 ,  то-есть таких решении , Т ) } ,  что

^  и / (  Я , Ц '% )}  совпадают для всех д е Ц. Изучение 

локальной стороны этого вопроса начато ещё, по-видимому, С.Ли 

(см. Овсянников Л.В .  Групповые свойства дифференциальных урав­

нений. Новосибирск, изд-во СО АН СССР, 1 9Ь 2 ). !фи рассмотрении

глобальных аспектов, связанных с нахождением О-инвариантаых ре-
! • !

я е н ш , удалось подучить сдедущне утверждения.

Если рредставлекне (2 )  группа Ли § размерности г < за­

дает на м структуру главного й-пространства и определяет автомор-
Г

физмы дифференциального уравнения 8  ■ СМ, п , к, и  , Ф ) , то на 

пространстве орбит М естественным образом воэакка-ет дифферен-
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- и  - V

циаяьное уравнение 9 = (М, я-г , к, 11, 1 ) .

Каждая пара ( X , % ) ,  удовлетворяющая уравнению Б, ' ,поз­

воляет указать пару к Х  ,'Т  ) ,  удовлетворяющую а, и при этом 

решение , Т- )} будет Ц-инвариантным. --— — — т

При некотором дополнительном ограничении имеет место и об­

ратное утверждение: если {( X  , % )] . - &-инвариантное решение 

дифференциального уравнения 0 , то на X  индуцируется структура 

главного ц-просТранства, определяется отображение Ч\ м

его пространства орбит, являющееся морфизмом 0-пространств; па­

ра (. X ,%  ) удовлетворяет уравнению в . объекты и ,  I ,  Я " , т  

описаны в доказательствах соответствующих, теорем, которые но­

сят конструктивный характер.

Бее изложенные в диссертации теоретические положения иллю­

стрируются на примере дифференциального уравнения на трехмерном- 

торе. -

В приложении приведена определения части используемых по­

нятия и некоторые необходимые результаты.

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

1 ) Рассмотрены основные вопросы теории групповых свойств

- айффехенциальных уравнений на расслоенных многообразиях.

2 ) Дано инвариантное относительно выбора локальных коор­

динат построение категории дифференциальных уравнения на много­

образиях.

3 )  Изучены локальные и глобальные группы Ли автоморфизмов 

дифференциальных уравнении на многообразиях а их применение к 

нахсасдению инвариантных решений.

Пере численные результата и выносятся на защиту.
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Выражав гаубокув баагодариость своему каучноку руковсдк-
*

теле доктору фвзико-катематических ваук, профессору В .И .Ведер­

никову за постановку задачи и постоянное вникание к работе.

Основные результата диссертации опубликованы в следующих 

работах:

1 .  Чвботареэский Б,Д.  К теории групповых свойств -дифферен­

циальных уравнений. - В кн . :  Проблемы развития прикладных мате- 

ивтических исследований (1У Ресеубликанская конференция матема­

тиков Белоруссии 3-4 к ш я  1975 гчнф). Тезисы докладов. Часть I I .  

Ротапринт ИМ АН БССР, йинск, 19Т5, с . 88-89.

2 .  Чеботаревекий Б .Д . Построение категория дифференциаль­

ных уревнеиий. Рукопись депонирована в В Ш ® ,  рег. Г 658-76 

Деп.

3 .  Чеботаревскгй Б-Д. Дефарнаадге пространства е фуадаиеяталь- 

ш  объекта* Рукопись депонирована б ШШШ,»рег. р 659-76 Деп.

4 . Чебатаревския Б.Д. Автоморфизмы дифференциальных урав­

нений. - "Вестник Белорусского ун-та. Сер. I ,  кат.,  физ.,

* е х . н , 1977, Ж 2 , С.72-73 .
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