
ИНСТИТУТ МАТЕМАТИКИ АКАДЕМИИ НАУК БЕЛАРУСИ

На правах рукописи

УДК.511.36

БОРБАТ Владимир Николаевич

ТЕОРЕТИКО-МНОЖЕСТВЕННЫЕ СВОЙСТВА 
МНОГОЧЛЕНОВ И ТЕОРЕМА МИНКОВСКОГО

О ЛИНЕЙНЫХ ФОРМАХ

01.01.06 - “математическая логика, алгебра и теория чисел”

Автореферат 
диссертации на соискание ученой степени 
кандидата физико-математических наук

Минск 1996

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



Работ* м ш о й м м  • Иветггут* 
%лч»уо«

Научный руководитель - доктор физшсо-математическпс
наук, профессор Беркик В. И.

Официальные оппоненты:

доктор физико-математических наук, профессор
Лауринчикас А.

кандидат физико-математических наук
Домбровский И. Р.

Оппонирующая организация:

Гомельский государственный университет

Защита состоится 1996 г. в часов на
заседании специализированного совета Д. 01.02.01 при Инсти
туте математики Академии наук Беларуси по адресу: 220604, 
г. Минск, ул. Сурганова, И, к. 79.

С диссертацией можно ознакомиться в библиотеке Инсти
тута математики Академии наук Беларуси.

Автореферат разослан 1996 г.

Ученый секретарь специализированного 
совета по защите диссертаций, кандидат 
физико-математических наук Беняш-Кривец В.В

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ
1

Целью настоящей работы является доказательство новых мет
рических теорем о совместной аппроксимации нуля значениями це
лочисленных многочленов, реализующих теорему Минковского о ли
нейных формах, и их производных. В работе получены соответст
вующие оценки размерности Хаусдорфа множеств действительных чи
сел с определенной диофантовой структурой и указаны применения 
полученных теорем. Кроме того найден точный порядок в совмест
ной аппроксимации нуля значениями целочисленных многочленов.

Первые работы в данной тематике были выполнены англий
скими математиками А. Бэйкером, Р. Бэйкером, М.Додсоном и акаде
миком АН Беларуси В. Г. Спринджуком в связи с вопросами класси
фикаций действительных и комплексных чисел, а также в связи с 
приложениями в математической физике. В то же время ряд вопро
сов остались без ответов в виде гипотез или ответы получены 
только в случаях очень сильных аппроксимаций. Тем самым тема
тика диссертации представляется и современной и актуальной.

Работа носит теоретический характер. Ее результаты мо
гут быть использованы при доказательстве метрических теорем 
в которых целочисленный многочлен и его производная принима
ют малые по абсолютной величине значения, в теории равномер
ного распределения. Метод, которым производится доказатель
ство теоремы 5, может быть использован для получения метри
ческих теорем о совместной аппроксимации нуля значениями це
лочисленных многочленов в С . значениями целочисленных 
многочленов, реализующих т|орему Минковского о линейных фор
мах, и их производных в {<! и С  } .

Результаты диссертации докладывались и обсуждались на 
конференциях "Алгебра и кибернетика" (Гомель, 1993 У, "Алгеб
раические, вероятностные, геометрические, комбинаторные, 
функциональные методы в теории чисел" СВоронеж, 1995 3, "Ди
офантов анализ и его применения" (Минск, 1996), на семинаре 
лаборатории теории чисел института математики Академии наук 
Беларуси (руководитель Берник В.И.).

По теме диссертации опубликовано 7 работ 
торых приведен в конце автореферата.

Диссертация состоит из введения, общей х. . 
работы, четырех глав, включающих 11 параграфов, выводЪв ';и/ *^
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списка литературы, включающих 34 источника.
На защиту выносятся следующие результаты:
1. Оценка снизу для суммы показателей степеней, начиная 

с которой заданная аппроксимация нуля значениями целочислен
ных многочленов, реализующих теорему Минковского о линейных 
формах, и их производных выполняеся только на множестве ну
левой меры Лебега.

2. Получение двухсторонних оценок размерности Хаусдорфа 
множеств действительных чисел с различным типом в классифи
кациях Малера и Коксмы.

3. Доказательство гипотезы А.Бэйкера для многочленов 
третьей и четвертой степеней, связанной с приближениями, за
висящими от величины каждого коэффициента.

4. Определение точного порядка совместной аппроксимации 
нуля значениями целочисленных многочленов.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Введение содержит краткий обзор литературы, связанной 
с темой диссертации, оценку современного состояния решаемых 
задач и обоснование необходимости исследований в указанном 
направлении.

В общей характеристике работы обосновывается актуальность 
темы диссертации, указывается ее цель, научная новизна, поло
жения выносимые на защиту, даются рекомендации по применению 
результатов исследований, структура и краткое содержание рабо
ты, говорится об апробации и публикации результатов диссерта
ции.

Первая глава носит предварительный характер. В ней со
браны определения и вспомогательные результаты, необходимые в 
дальнейшем. п

Пусть Р (о?) = Ли. эспч- 'Чин 3? +• г+Оо  ̂многочлен с 
целыми коэффициентами, И " Н (Р) ;0̂ у  I | высота Р(у ) , Ж-,

Ж п -  его корни. Упорядочим корни Р(х) относительно 
любого из его корней, например, следующим образом

I -  х *  и  I и  ■ ■ ■ - 1 ^  I .

Зафиксируем 6 . Положим Е^ ~ Е с[ , где
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достаточно большая величина, зависящая только от И. . Обо
значим 'П 1А ] и введем ]Ч: €  ^  е- :2 следую
щим образом

Э С ч - ' Э ^ И Н  й Ч с < ^  & < И п
> Т  '' 7 1 >

Пусть далее

р ■ -  „1^13----------------------< с п . -  1I е Т
Через с. О) будем обозначать положительные функции, завися
щие только от п и Е .

В $ 1.1 приводятся уже известные и доказываются новые 
леммы о многочленах и измеримых множествах.

В ? 1.2 вводится понятие размерности Хаусдорфа и рас
сматриваются некоторые ее свойства, а также понятие регу
лярной системы точек. Приводятся результаты А.Бэйкера и В. 
Шмидта об использовании понятия регулярной системы точек 
для получения оценок снизу размерности Хаусдорфа.

Вторая глава посвящена вопросам совместной аппроксима
ции нуля значениями целочисленных многочленов, реализующих 
теорему Минковского о линейных формах, и их производных в 
полях действительных и комплексных чисел.

В § ? 2.1, 2.2 соответственно доказаны:
- Теорема 1. Система неравенств

|РС*0| <
л - х - а

1Р (*)| < И

где О < Т  < 1 , при любом  ̂ > О имеет для
почти всех зс с (2. лишь конечное число решений в мно
гочленах Р(эс) ^  2  С-х? .
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Теорема 2. Система неравенств
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для почти всех ~± <= С лишь конечное число решений в
многочленах РОг) €  .

Доказательство каждой теоремы разбито на три этапа в 
зависимости от величины & Т ~  р-г , предложения 3-5 и 
предложения 6-8 соответственно.

В ( 2.3 на основе теоремы 1 построены регулярные сис
темы действительных алгебраических чисел §> , -~н ,
для каждого из которых существует целочисленный многочлен 
Р(х) степени не выше И. , корнем которого является ^ , 
такой, что

| Р ' ( Р ) : |  < Н ( Р о< V < 1 _, е > о

и получены двухсторонние оценки- размерности Хаусдорфа множест
ва к̂ к(гл>) действительных X таких, что существуют беско
нечно много указанных чисел , удовлетворяющих неравенству

1 1 -  Я  < Н ( ? Г 11> .

Теорема 3. При > К + 1 —  2. X  имеем

* г К т  14(к>) & Н-Ц' ± ^ Х

В третьей главе диссертации доказывается гипотеза 
А. Бэйкера для многочленов третьей и четвертой степеней, 
связанная с приближениями нуля, зависящими от величины каж
дого коэффициента

Теорема 4, При И. - 3 ^ неравенство 
и. ,- 1 - ё

1Р(*) I < ( П (I <■))
4 '

имеет для любого & > Ю  бесконечное число решений в мно
гочленах Р(х ) ■= ?  1>] только для множества меры нуль.

Рассуждения, с помощью которых проводится доказатель
ство, опираются на метод существенных и несущественных об
ластей, выравнивание коэффициентов многочленов и теорему 1.

В § 3.1 рассматриваются многочлены третьей степени, в 
| 3.2 - многочлены четвертой степени.

В четвертой главе исследуется вопрос о точном порядке

4
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совместной аппроксимации нуля значениями целочисленных мно- 
членов. Основной результат этой главы теорема 5.

Теорема 5. Система неравенств

П р с с о О !  < н _и>’ Т ^ Ч н )
-  е . ■>

\ — Ъ\^' а . . Ь  X . /  Ч

[ 1 Р ( с ^ ) ; < и  ч- (Н)

где ‘1^1 +  ~ И.— ,2. , — Л. имеет
для почти всех .(̂ ич б лишь конечное число ре
шений в многочленах Р (я ) <с / С -с 3

Условия, налагаемые на функцию Ч^Н) следующие: Ч;( н) 
монотонно убывает и ряд

5

С*=

сходится.
Центральным моментом доказательства является новая 

арифметико-топологическая классификация областей, в которых 
целочисленные многочлены принимают значения, не превосходя
щие некоторой величины.
Доказательство теоремы разбито на девять этапов, предложе
ния 10-18.

Пусть Р(х) г? с о  и  ̂ - его корни. Бу
дем считать, что корни̂  Ж, . . . : упорядочены таким ;
образом, что 'Хт - Кг. ~ /. • ~ , В случае равен
ства !<6е. ~ & ранее будем записывать тот корень, у •
которого меньше модуль мнимой части, а в случае равенства 
модулей мнимых частей ранее поставим тот корень, мнимая 
часть которого положительна. Выберем два любых корня 
и 'Нх-] многочлена Р(х) . Относительно каждого из них все 
остальные корни упорядочим следующим образом

I 7̂ -11 — 3̂ 1 Я. ] ^ I Ж ц  ~~ '̂и; \ ^ • ' I ̂  11 "

! Ка.) - I ^ ^ ; 6 I '^1 - Жцх | _

Введем обозначения
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Определим целые числа и ^ из неравенств

^  с к  ,

4  е;

Пусть далее

ь ь - 4  ... и - 1р1 ~ ----  гр 7 > '  - - >

П - -  1 = 1 к - 1
----- - туп 1 * >

ИВ ? 4.1 в зависимости от величин Д Ч ~  -+ р 1 

•^Т-1 +■ 9 л производится разбиение многочленов Р(^) 
на  ̂ -классы первого
. ■ Ь, ^ + Я Л  /

■■ . ^ * Т ’ н-^1 - ^  + ̂  + 1 ,

второго

Г ^ Т ~ ' +  р*1 ■> г^  + ^  + ^ >

[ 4 * Т ~ 1+ ^  ^  + г ^ +  ^

и третьего

< тл* -+ ^4 +■ л

типов, а также доказываются частные случаи гипотезы для 
многочленов Р (X) с условием } #  с - ' ) > 5̂ для любых

и некоторого произвольного, но фиксированного <3 > О 
и для многочленов Р(эс) второй степени.

В ? $ 4.2, 4.3, 4.4 соответственно анализируются классы 
первого (предложения 10-13), второго (предложение 14) и
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третьего Спредложения 15-18) типов.
7

ВЫВОДЫ

Основные результаты работы следующие.
Получены общие метрические теоремы о совместной аппрок

симации нуля значениями целочисленных многочленов, реализу
ющих теорему Минковского о линейных формах, и их производных 
в полях действительных и комплексных чисел. Показано их при
менение для доказательства частных случаев гипотезы А.Бэйке-

Впервые построены регулярные системы действительных 
алгебраических чисел , о!г̂  ^ для каждого из которых 
существует целочисленный многочлен Р[х) , степени не выше к

На их основе получены оценки размерности Хаусдорфа.
Найден точный порядок совместной аппроксимации нуля 

значениями целочисленных многочленов, тем самым подтвержде
но выполнение гипотезы В. Г. Спринджука для произвольных мо---
нотонно убывающих функций ( н) со сходящимся рядом

Н = -1
Метод. к о т о р ы м  проведено доказательство, может быть исполь- 
зован для получения двумерных аналогов известных одномерных 
задач. Так, можно доказать теоремы о совместной аппроксима
ции нуля значениями целочисленных многочленов, реализующих 
теорему Минковского о линейных формах, и их производных в к 
и С" , получить комплексный аналог теоремы 5. Указан
ные результаты можно получить также и для пространств Я ,

ра.

корнем которого является такой, что
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Основные результаты диссертации опубликованы в следую
щих работах:

1. Борбат В.Н. Совместное распределение значений целочис- 
леных многочленов и их'производных // Сб. Актуальные проб
лемы обучения и воспитания.- Могилев: Могилевский гос. пед. 
институт, 1993. - С. 83-86.
2. Борбат В.Н. Совместная аппроксимация нуля значениями 
целочисленных многочленов и их производных // Вести АН Бе
ларуси. Сер. физ.-мат. наук.- 1995, N 1.- С.9-16.
3. Борбат В.Н. Оценка размерности Хаусдорфа множества
действительных чисел с заданным порядком аппроксимации ал
гебраическими числами специального вида // Сб. Материалы 
исследований молодых ученых и аспирантов.- Могилев: Моги-

- левс1с;;й гос. под,, ихютхтут, 1095,- С. 111-113.
4. Борбат В.Н. 0 точном порядке совместного приближения
нуля многочленами из в Г  // Алгебра и киберне
тика. Тез. докл. конф. - Гомель, 1995.-С. 29
5. Борбат В.Н. Об одном свойстве целочисленых полиномов 
совместно аппроксимирующих нуль с заданным порядком // Ал
гебраические, вероятностные, геометрические, комбинаторные, 
функциональные методы в теории чисел. Тез. докл. конф. - Во
ронеж, 1995.1 С. 24
6. Борбат В.Н, Многочлены с малой производной в корне и 
диофантовы приближения в поле комплексных чисел // Вести АН 
Беларуси. Сер. физ.-мат. наук. - 1996, N2.- С. 5-10
7. ВогЬа! У. N. 0п 1Ье сотр1ех уапап! оГ Вакег ’ з соп]ес1иге. 
АЬз1г. гер. СопГ,- Мгпзк, 1996,- Р.9.

РЕЗЮМЕ

Борбат Владимир Николаевич

Теоретико-множественные свойства многочленов и 
теорема Минковского о линейных формах

Диофантовы приближения,мера Лебега, размерность Хаус
дорфа, регулярная система
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Исследованы метрические характеристики множеств дейст
вительных и комплексных чисел, в которых модули целочислен
ных многочленов, реализующих теорему Минковского о линейных 
формах, и их производных аппроксимируют нуль с заданным по
рядком. Построены регулярные системы действительных алгебра
ических чисел , для каждого из которых существует це
лочисленный многочлен, производная которого в $> не пре
восходит некоторой величины. На их основе получены оценки 
размерности Хаусдорфа множеств действительных чисел с соот
ветствующей диофантовой структурой. Доказана гипотеза А. Бай
кера для многочленов третьей и четвертой степеней, связанная 
с приближениями нуля, зависящими от величины каждого коэффи
циента. Найден точный порядок совместной, аппроксимации нуля 
значениями целочисленных многочленов.

9

РЭЭШЕ

Борбат Уладзхмхр Мхкалаевхч

Тэарэтыка-мноствавыя уласцхвасцх мнагаскладау 1 
тэарэма Мхнко^скага пра лхнейныя формы

Дыяфантавы наблхжэннх, мера Лебега, памернасць Хаус
дорфа, рЭГуЛЯрнаЯ С1СТЭМЭ

Даследаваны метрычныя характарыстьпа мноства? рэчахсных
1 камплексных лхкау, у яках модулх цзлалхкавых мнагаскладау, 
што рэалхзуюць тэарзму Мхнкоускага пра лхнейныя формы, х хх 
вытворных апраксхмуюць нуль з зададзеным парадкам. Пабудава- 
ны рзгулярныя схстзмы рэчахсных алгебрахчных лхкау р для 
кожнага з якхх хснуе цэлалхкавы мнагасклад, вытворная якога 
У р не пераузыходзхць некатарай велхчынх. На хх аснове ат- 
рыманы адзнк1 памернасцх Хаусдорфа мноствау рэчахсных лхкау 
з адпаведнай дыяфантавай структурай. Даказана гхпотэза А. Бзй- 
кера для мнагаскладау трэцяй х чацвертай ступеням, звязаная 
з наблхжэннямх нуля, якхя залежаць ад велхчынх кожнага каэ- 
фхцыента. Знойдзены дакладны парадак супольнай апраксхмацых 
нуля значзннямх цзлалхкавых мнагаскладау.
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Зшш&гу 

ВогЬа! У1а<Иш1г 1>11ко1аеУ1сЬ

ТЬеогеЫс-зе!. ргорегИез оГ 1Ке роПпопйа15 апё 
Мткоузкг 1Ьеогет оп Ппеаг Гогтз

ШорЬапИпе арргоххтаИоп, ЬеЬездие теазиге, НаизбогГГ 
сИтепзхоп, геди1аг 5уз1ет

№э 1пуез1лда1е 1Ье те!гхс сЬагас1ег.151хе5 оГ 1Не геа1 
апс! сотр!ех зе1з иЬеге 1Ке аЬзо1и1е уа1иез оГ 1Ье 1п1едег 
роПпопиа15 апс! 1Ье1г с)ег1уаИуе5 заИзГухпй Мхпкоузку 1Ке- 
огеш оп Ппеаг Гогпк арргсх1та1е гего мНЬ д!уеп огйег. №е 
еопз1гие! 1Ье геди1аг 5уз1ет5 оГ гэа1 а1деЬга1с питЬегз § , 
зисЬ 1Ьа1 Гог 1Ье апу ^ 1Ьеге ех!з12 ап 1п1едег роПпопй- 
а1 мКозе йегхуаЦуе а! ^ 'ёоез по1 ехсеес! 1Ье д1Уеп уа1ие.
Оп Иге Ьаз15оГ 1Ьезе геди1аг 5у51етз »е  оЫехпей 1Не езИ та - 
1ез' Гог 1Ье НаизскэгГГ сИшеп51оп оГ геа! зе1з оГ 1Ке соггез- 
ропсИпд сИорЬапИпе з1гис1иге. Рог 1Ье роПпот1а1з оГ 1Ье 
3-гй апй 4Ч Ь Йедгее ме ргоуе 1Ке соп]ес1иге оГ А. Вакег ге1а- 
1ес1 1о Опе арргоххтаНопз оГ гего йерепоНпд оп 1Ке уа!ие оГ 
еасК соеГПЫ еп!. Уе а1зо дхуе 1Ье ехас1.огс1ег Гог 1ке з1ти1- 
1апеоиз арргох!та11оп5 оГ гего Ьу 1Ье уа1иез оГ 1п1едег роП - 
поппа1з.
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