
ГЛАВА 2. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ
Понятие определенного интеграла-одно из основных понятий ма­

тематического анализа. Оно является важным орудием математического 
исследования и имеет многочисленные применения в геометрии, меха­
нике, физике и т.д.

§1 .Задачи, приводящие к понятию определенного 

интеграла 

І.Задача о работе переменной силы
Пусть материальная точка перемещается по прямой (примем ее за 

ось ОХ)  под действием силы, проекция которой на ось ОХ  есть некото­
рая функция от X. Обозначим ее через f(x).

Пусть под действием этой силы материальная точка перемести­
лась из положения х=а  в положение х=Ъ (а<Ъ) . Если f(x)=F=const, 
на ( а; b ], то, как известно из курса физики, работа, затраченная на это 
перемещение, равна F ty-a)

Пусть теперь f ( x )  ? const на отрезке [a;!fr].Требуется опреде­
лить, что следует понимать под работой А  переменной силы f (x)  при 
перемещении материальной точки из положения х = а  в положение х —Ъ. 
Функцию f(x)  будем предполагать непрерывной на [а; Ь].

Разобьем отрезок [а; Щ произвольным образом на любое конеч­
ное число п  частичных отрезков [х^ . \ \х^  ( k - l , n )  точками x k ( k - 0 , n ,  
х 0 =а, x n=b)\ х 0< х 1<...<хге. Это разбиение обозначим через Т\

__ Т={а=х0<х1<...<хп=Ъ), (1)
а через Axk (k---l, п )  и ЦТ)  обозначим соответственно длину й-го час­
тичного отрезка x fe] и наибольшую из длин частичных отрезков:

Д** = x k -  Ч - Ъ  MT)  = max{Axfe}.k
Пусть -  произвольная точка отрезка [Xk i',X]j\ (k l , n ). Соста­

вим сумму:

I  f ( 4 k ) * x k . (2 )
А = 1

В силу непрерывности функции f(x)  на отрезке [а; Ь] искомая ра­
бота А тем меньше отличается от суммы (2), чем меньше Ц Т )  (т.е. чем 
мельче разбиение Т отрезка [a; ft]). Поэтому вполне естественно под pa-
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ботой А  переменной силы f(x) по перемещению материальной точки из 
положения х=а  в положение х~Ь  понимать предел

lim  (3)
я(Г)->оА=1

В § 5 будет показано, что такой предел существует и конечен.

2. Задача о площади криволинейной трапеции
Пусть функция y=f(x)  определена, неотрицательна и непрерывна 

на отрезке [а; Ь\ (а<Ъ). Рассмотрим на плоскости Оху  фигуру, ограни­
ченную линиями у=0, y~f(x) ,  х= а, х=Ъ, Такую фигуру будем назы­
вать криволинейной трапецией.

Произведя разбиение (1) отрезка [а; Щ и взяв произвольно точки
%h e \x k-bx k\ (k ~l ,n ) ,  построим на плоскости Оху  многоугольную фи­
гуру, образованную из п  прямоугольников с основаниями Axk и высо­
тами f(^k) (k=l ,п).  Площадь этой фигуры равна сумме (2). Эта сумма, 
как отмечено выше (см.п.1), имеет конечный предел при
Д(Т) -  тах{Лх^}->0: 

к

S =  lim  ' Z f y k f i x k ’
Mir)—>о fe=1

который естественно назвать площадью рассматриваемой криволиней­
ной трапеции.

К пределам вида (2) приводят также задачи о нахождении пути по 
заданной скорости (в прямолинейном движении), массы материального 
стержня, длин дуг, объемов тел и т.д.

Пределы вида (3) в 17-18 веках стали объектом самостоятельного 
исследования, были введены соответствующая терминология ("опреде-

Ъ
ленный интеграл"), обозначение ( ^ f (x )d x )  и, главное, был разработан

а
алгоритм вычисления таких пределов (формула Ньютона-Лейбница).

§2. Понятие определенного интеграла. Необходимое усло­
вие интегрируемости функции на отрезке

Пусть на отрезке [а; Ь] (а<Ь) определена функция f (x) (не обяза­
тельно непрерывная).

Повторяя рассуждения п.1 предыдущего параграфа, введем в рас­
смотрение сумму
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п
аг(Т) = £ / ( £  k)Axk , ( 1)

которую будем называть интегральной суммой для функции f (x)  на 
отрезке [а\Ь].

Для обозначения интегральной суммы (1) употребляют также
символы 0{ f  ;D , <У\а:ь ў  ;Г).

Интегральная сумма (1) зависит, вообще говоря, от способа раз­
биения Т  отрезка [а\Щ на частичные отрезки [хкЛ-,хк] (k =l ,n )  и от
выбора точек на этих отрезках. Пусть Я(Т) = шах{Дхй}, где

k

A x k = x k  ~ x k - l  i k  =

Определение 1. Число I  (если такое существует) называется пре­
делом интегральной суммы G при Я(Т) 0, если для любого <? >0 су­
ществует 5=3(є)>0 такое, что для любого разбиения Т  отрезка 
[а;Ь ], удовлетворяющего условию МТ ) < 5 ,  и при любом выборе то­

чек Е, k на частичных отрезках выполняется неравенство | <У-1\<е.
При этом пишут

Нетрудно убедиться, что на пределы такого вида распространяют­
ся известные теоремы о пределах суммы, произведения и частного.

Определение 2. Если для функции f{x), определенной на отрезке 
[а;Ь] , существует при Л(Г)->-0 конечный предел I  интегральной сум­
мы (1), то функция f (x)  называется интегрируемой по Риману на от­
резке \аф\,  а само это число /  называется определенным интегралом 
Римана от функции f ( x)  по отрезку [а;Ь] и обозначается

( ч и т а е т с я : " инте грал  о т  а  д о  Ь э ф  от икс д э  икс").

В этой записи f (x)  называется подынтегральной функцией, 
х-переменной интегрирования, f ( x ) d x  -подынтегральным выражени­
ем, а -  нижним пределом интегрирования, b -  верхним пределом интег­
рирования.

Таким образом, по определению,

ь ь
(R) I f {x)dx  или короче

а а

J f ( x ) d x  = lim  £  f i t k)Axk . 
a W)->0*=i
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Замечание 1. В отличие от неопределенного интеграла J/(x )dx
определенный интеграл (3) есть вполне определенное число.

Замечание 2. Значение определенного интеграла не зависит от 
обозначения переменной интегрирования.

Замечание 3. В определении определенного интеграла нижний 
предел интегрирования может быть больше верхнего (в этом случае по­
лагаем Л(Т) = max{jAxJ}). 

k
Замечание 4. Непосредственно из определения определенного 

интеграла следует, что
Ь а
J f (x )dx  -  - j f ( x ) d x .  
а Ь

а
Замечание 5. По определению полагаем §f(x)dx  = 0.

а
Замечание 6. Впервые определение определенного интеграла как 

предела интегральной суммы было дано О.Коши в 1823 году, при этом 
сам Коши доказал существование определенного интеграла только для 
непрерывной функции.

Б.Риман рассмотрел более общий случай (не требуя от функции 
f(x) непрерывности на всем отрезке [а;Ь]) и установил в 1853 году не­
обходимые и достаточные условия интегрируемости функции f (x)  на 
отрезке [а; £>] (в терминах меры множества точек разрыва функции f (x  j). 
Поэтому интеграл (3) и называют интегралом Римана (иногда интегра­
лом Коши-Римана).

Теорема (необходимое условие интегрируемости функции на 
отрезке ). Если функция f (x)  интегрируема на отрезке [a\b](a<b), то 
она ограничена на этом отрезке.

О Проведем доказательство методом от противного. Пусть 
существует функция f (x)  интегрируемая на отрезке [а; Ь] , но 
неограниченная на нем. Тогда при любом разбиении 
Т={а=х0<Xj<...<xn =-bj отрезка [a;b] функция f ( x ) не ограничена 
хотя бы на одном из частичных отрезков этого разбиения. Пусть, на­
пример, f ( x ) не ограничена на отрезке [х0 ; ^ ] . На остальных частич­
ных отрезках возьмем произвольно точки

зафиксируем их и составим сумму В  = f(%2)&x 2 + ••• + /(с„)А ^,г -
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В силу неограниченности функции f ( x ) на отрезке [х0 ; х±\

существует точка ^ і є [ х 0;хі] такая, что \ f(£{)Axl \> В  л-----—, где
Ц Т )

Л(Т) -  тах{Дх^}. 
k

Сложив /(£i)A xj с В, получим одну из интегральных сумм для 
функции /(х ) на [а; Ь ]:

а  = f ( ^ )  Ахх + В .

Оценим (Уснизу. Имеем:
|oj = \f(ä1)Ax1 + Bj = |/(4:1)ДдСі -  (-Б )| >

|/(f t )A*t I -  ІВІ > \в\ + -  |Б| = - А - . Итак, Ы  > • 1
Л(Т) 1 1 Л(Т) 1 1 Д(Г) 

Следовательно, а  со при Л,(Т) -> 0, и, значит, интегральная

сумма СТ не имеет конечного предела при Л(Т) -» 0 , вопреки интегри­
руемости функции f {x)  на [а; Ь] . ♦

Замечание. Обратное утверждение, вообще говоря, неверно, т.е. 
не любая ограниченная на данном отрезке функция является и т е р и ­
руемой на этом отрезке.

Пример:
Г1, если X є Ql

Функция Дирихле D(x) = < ^  ограничена на
[О, если X є R  \  <Q>̂

любом отрезке [а; 6] (а<Ь), но не интегрируема (по Риману) на [а; Ъ].
ОДля произвольно взятого разбиения Г={а=х0< х 1< х 2 <...<хп 

отрезка [а; Ь] составим две интегральные суммы Gj и ög, беря в каче­

стве точек ^  в сумме 0 \  рациональные точки а в сумме <7̂  -  ир-

рациональные точки ^

= £ ( 1  • Аде*) = Ь -  о ,
£-1 Ä=1

^ 2 = І ( 0 - Д х к) = 0.
A=1 Ä=1

Эти суммы имеют различные пределы при Л(Т) -» 0  ( ст̂  Ь -  а ,  
ег2 -> 0 при А(Т) -> 0). Поэтому не существует предела вида (2). Сле­
довательно, функция Дирихле не интегрируема на отрезке [а; Ь] 
(1/а, Ъ є R \  (a<b)). ♦
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Упражнения
1.Исходя из определения определенного интеграла, докажите,

ъ
что I cdx  = с (b -  а) (а,  Ь, с е  Ж), 

а
2.Интегрируема ли по Риману на отрезке | -1;1] функция 

= р  е с л и - 1 < х < 0 , ?

[ X, если 0 < X  < 1

§3 Суммы Дарбу и их свойства
Пусть f (x)  -  ограниченная на отрезке [a ;b\ (a<b) функция и 

T={a=x(i<x l <...<xn=--b}- произвольное разбиение этого отрезка на час­
тичные отрезки [Xk-\’x k\ (k~  1>л).

Так как функция /(х ) ограничена на отрезке [a;b], то она ограни­
чена и на любом частичном отрезке. Поэтому множество ее значений на 
любом из таких отрезков имеет конечные точную нижнюю и точную 
верхнюю грани:

m k = in f { f ( x ) } , M k = sup {/(*)} (Ä =l,n).
х є [ х к - і ; х к ] x e [ x k _ i - , x k \

Составим суммы

S{T)=  £ m feAxfe, S ( T ) =  І ^ М кAxk (A x fe = x k- x  M ; fe= l,n). (1) 
k=l  fe=i 

Суммы (1) называются соответственно нижней и верхней сум­
мами Дарбу (или нижней и верхней интегральными суммами) 
функции f (x)  для данного разбиения Т  отрезка [а;Ъ].

Очевидно, S(T) < S ( T ) .
Замечание 1. При фиксированном разбиении Т  отрезка [a;fc>] 

суммы Дарбу S (T ) и S(T)  являются вполне определенными числами.
п

Интегральная же сумма а(Т) = f ( £ k)Axk есть, вообще говоря, вели­
к і

чина переменная (в сшу произвольности выбора точек 
& ф с м ;хА], k = l ,п ) .

Замечание 2. Для одного и того же разбиения Т  любая инте­
гральная сумма о{Т) заключена между нижней и верхней суммами Дар­
бу:

S ( T ) < a ( T ) < S ( T ) .  (2)
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Действительно, при любом фиксированном к (k  = 1, п)  имеем: 
m k < f(£k) < M k, Axk >0 (поскольку a<b ). Следовательно, 

m kAxk < f(^k) Axh < M kAxk (k  = 1, n ).
Складывая почленно последние неравенства, получим неравенст­

ва (2).
Замечание 3. Если функция f(x)  непрерывна на отрезке [а;Ь], то 

суммы Дарбу (1) являются интегральными суммами этой функции при 
любом разбиении Т  отрезка [а\Ь\.

Действительно, в силу непрерывности функция f (x)  на каждом 
частичном отрезке [хк_і;хк] достигает своих точной нижней и точной

верхней граней m k и М к, т.е. существуют точки e [x k-\>x k] та­

кие, что = т к , = M k ( k = 1 ,n) .  Следовательно,

s (T )  = £  f ( 4 1} V x k , s i t ) = £  /(<42) V x k . 
fe=l

Легко видеть, что S(T), S(T)  являются интегральными суммами и 
для любой монотонной на [а\Ъ] функции f(x).

Пример. Составим нижнюю и верхнюю суммы Дарбу функции 
f(x)=x2 на отрезке [0;1], разбив этот отрезок на п  равных частей.

О Имеем:
. 1 2  3 п - 1  .
0 < — < — < — < . . . < ---- < 1

п п п п

Ахк = V  -  !•>); S(T) = А £  mk, S(T) = А . £  м к . 
п  п  fc=l п  к=і

Так как функция f(x)=x2 возрастает на отрезке [0; 1], а, значит, и 
на каждом из частичных отрезков [хк- \ ’, х к ](к = 1, п ) , то

,, , ( k  i f  { к - 1)2 . .  . ( к ) 2 к 2m k = f ( x k_х)=  ------  М к = /(* * ) = -  = — .
К п ) п л y n j  п г

Следовательно,

S(T) = ~  £  (к - 1)2 -  -А-(0 + I2 + 22 + ... + (п -  I)2) =
п к=1 П3

- А_ (П ~ 1)п(2п т і ї  -  (П ~ Х̂ 2п ~ ^  - J -  V  2 -3 ' а « 2 ’ '  ̂ з і  \к)п  ь  6/г п *=1
1 /12 , о 2 , , „ \ 2\ 1 п ( п  +  1) (2п  + 1) (га + 1) ( 2га +  1)  жн z +...  + П) — -- 2 ‘

ГС3 71 6 671
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Рассмотрим следующие три свойства сумм Дарбу.
Свойство І.При данном (фиксированном) разбиении Т  отрезка 

[а;Ь] (а<Ь) суммы Дарбу S(T)  и S(T) функции f (x)  являются соответ­
ственно точной нижней и точной верхней гранями множества {о(Т)} 
всех интегральных сумм (для функции f (x)  на отрезке [а;£>]), соответ­
ствующих этому же разбиению Т  отрезка [а;Ь|:

S(T)  = in f  {сх(Т)} , S ( T )  = sup {а(Т)}. (3)
О Докажем первое из соотношений (3). Требуется показать, что 

выполняются следующие два условия:
1 )< т(Г )гв(Г )(у< т(Г )); (4)
2)(Ve>0)(3 а 0( Т ) є { а ( Т ) } ) [ а 0(,Т)< S ( T ) + e \. (5)

Условие (4) следует из неравенств (2). Докажем, что выполняется
условие (5).

Так как m k = in f  {/(*)} (k  = 1, п ), то
x e [ x k_ v x k ]

(Ve >0)( 3 4 0) e [xk. u x k]) t / f e 0)) < m.k + /  J 
K ■ b -  а

и, следовательно,

f ( ^ 0))Axk < m kAxk + - ~ - - A x k (ft = 1 ,n) .

Складывая почленно последние неравенства, будем иметь:

£  М 0) У х к <  I  m kA x k +  I  f 7 —  • A x k 1 .
* = 1 k = l k=l\0 ~ a )

т.е.

a 0( T ) < S ( T )  + - ? - ■  І Д * *  
ъ ~ а  *=1

ИЛИ

a 0( T ) < S ( T )  + e-
Аналогично доказывается и второе из соотношений (3). ♦ 
Свойство 2. Если разбиение Т\  отрезка [а\Ь] (а<Ь))получено из 

разбиения Т  добавлением любого конечного числа новых точек деле­
ния, то

s a v ^ s m ^ i T ^ ^ s i T ) .  (6)
Другими словами, при добавлении новых точек деления нижняя 

сумма Дарбу может лишь увеличиться, а верхняя сумма Дарбу -  лишь 
уменьшиться.
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О Пусть T = { a - x 0<xi<.. .<xk.i<x/!<...<x п =&}, а разбиение Т j 
получается из Г  добавлением только одной точки деления х  є( х кл \хк) 
(легко видеть, что общий случай сводится к этому).

Так как разбиение Т х отличается от разбиения Т  только тем, что 
отрезок [Xfc-i;**,] разбивается на два отрезка ; х  ] и [ х  ',xk], то
S(7i) -  S(T)  -  (ітп^ ■ (X -  x h_x) + m f )  • (xk -  x)) -  m k ■ (xk -  х к Л ), 

где

тп^ = in f  {/(*)}, = in f  {/(ж)}, mk = in f {/(де)}.
хє[ж;*А]

Поскольку точная нижняя грань множества не превосходит точ­
ной нижней грани любого его непустого ограниченного подмножества, 
то

> тпк , > rtifc и, следовательно,

S(Tl ) - S ( T ) > m k ■ (х  -  x k^ )  + m k ■ (xk - x ) - m k - (xk -  х к_г) = 
=mk ■ (x  -  x k_x + x k -5c - x k + х к_л ) = 0 , т.е.

S (7i) > S(T).
Аналогично доказывается и второе из неравенств (6 )>
Свойство 3. Любая нижняя сумма Дарбу для функции/ (х) на от­

резке [а-,Ь] (а<Ь) не превосходит любой верхней суммы Дарбу ( незави­
симо от того, соответствуют ли эти суммы одному разбиению или раз­
личным разбиениям отрезка |а;Ь|).

О Для одного ( фиксированного) разбиения Т  отрезка [а;Ь] нера­
венство S(T) < S(T)  непосредственно следует из (2).

Пусть теперь Ti  и Т 2 ~ любые два разбиения отрезка [а;Ь\ . Тре­
буется показать, что S (7 \) < S f /g ) . Для этого введем в рассмотрение 
разбиение Г 3 отрезка [а;£>], множество точек деления которого получа­
ется объединением множеств точек деления разбиений Ti  и Т 2 -

В силу свойства 2 имеем: S(Tj) < S(T3), S(T3) < S(T2).

Кроме того, S(Tg) < 5 (Г з).
Следовательно,

S W )  < S(T3)<S(T3) < S (T 2),
откуда

S (T !)< S (T 2) >
Следствие .Множество {S } всех нижних сумм Дарбу функции 

f (x)  на отрезке [а;Ь] (а<Ь) (соответствующих всевозможным разбиени­
ям отрезка [а\Ь]) имеет конечную точную верхнюю грань / ; = sup{.V}, а
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множество {S } всех верхних сумм Дарбу имеет конечную точную 
нижнюю грань / 2 -  inf{5}, причем

S < ї ї  < / 2 < S .
Замечание. Числа и 12 называются соответственно нижним и 

верхним интегралами функции f ( x ) на отрезке [а;Ь\.

Упражнения
1. Для каждой из данных функций составьте нижнюю и верхнюю 

суммы Дарбу на указанном отрезке [а\Ь|, разбивая его на п равных час­
тичных отрезков:
!)/(* ) = Xі , а = -1,Ъ = 9, п = 10;

2)f(x) = ех , а = l ,b  = 2, п -  8.
2.Составьте нижнюю и верхнюю суммы Дарбу функции 

/(х ) = 4 х  на отрезке [3;5], разбивая его на п  частей гак, чтобы точки 
деления образовывали геометрическую прогрессию.

§4. Критерий интегрируемости (по Риману) функции на отрезке 
Теорема. Функция f(x),  определенная на отрезке [a ;ft] (а<Ь), 

интегрируема (по Риману) на [а;&] тогда и только тогда, когда выпол­
няются следующие два условия:

1) функция f(x)  ограничена на отрезке [а;&];
2) lim  {ß { T ) - S ( T ) )  = 0 , (1)

Х(Г)-> 0
где S(T)  и S ( T ) -  нижняя и верхняя суммы Дарбу функции f(x) ,  соот­
ветствующие произвольно взятому разбиению T —{a=x0<Xi <...<хп=Ъ} 
отрезка [а\Ъ], а А.(Т) -  наибольшая из длин частичных отрезков разбие­
ния .

О Необходимость. Пусть функция f ( x ) интегрируема на отрезке 
[а;й],т.е. существует определенный интеграл

I = \ f ( x ) d x =  lim Y . № k ) Axk =  lim  а (т)- С2)
'  Ц Т ) ^  о £ г ЦГ)-> 0

Требуется показать, что выполняются два условия, указанные в форму­
лировке теоремы.
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Ограниченность функции f ( x ) на отрезке [а;£>] следует из интег­
рируемости этой функции на [а\Ь\ (см. §2). Покажем, что выполняется 
условие 2), т.е., что

(Ує > 0)(3<У = S(s) > 0)(УГ)[Я(Г) < S  r=> js(T) -  S(T)I < г]. (3)
Действительно, в силу (2) имеем :

Возьмем любое из таких разбиений Т  и зафиксируем его. По пер­
вому свойству сумм Дарбу имеем:

и, следовательно, существуют интегральные суммы <71 и Сто, 
принадлежащие множеству {<т(Т)}, такие что

С другой стороны, <71 И (Т2 удовлетворяют последнему из нера­
венств цепочки (4), а поэтому

Таким образом, цепочка (3) выполняется при значении S,  указан­
ном в цепочке (4).

Достаточность. Пусть выполнены оба условия теоремы. Требует­
ся доказать, что функция f ( x ) интегрируема на отрезке [а\Ъ\, т.е., что 
имеет место соотношение (2).

Воспользуемся неравенствами:

S(T) = inf{ff(D }, S(T)  = su p M D }

о* < S(T )  + -  , er2 > S ( T ) ~
4 4

Отсюда

S (T )> c tx - - ,  S ( T ) < a , + ~ . (5)

(6)
Из (5) и (6) следует, что

2 ’
є

S ( T ) -  S(T) < є , т.е. \S(T) -  S ( T )I < e .
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0 < / 2 - 7 Х < S ( T ) - S ( T ) .
Учитывая (1), на основании "принципа двух милиционеров" по­

лучаем:
lim  (12 -  1г) = 0, т.е. 12 — = О или = 12.

ЦТ)-* о
Положим /  = 1Х = 12 ■ Тогда соотношение (7) примет вид

S ( T ) < I < S ( T ) .  (8)
С друг ой стороны, для любой интегральной суммы сг(Т) имеем

S (T )< c r (T )< S (T ) .  (9)
Из (8) и (9) получаем:

( S ( T ) -  S(T) < а(Т)  -  I  < S(T) -  S(T)),  
откуда, с учетом (1), следует, что существует конечный предел 

lim а ( Т ) , равный I. Это и значит, что функция /(х) интегрируема на
Л (Т} > 0

ъ
отрезке [а;Ь], причем |  f (x)dx  = /  .♦ 

а
Следствие. Если функция f (x)  интегрируема на отрезке [а;£>],то 

при любом разбиении Т  отрезка [а;&] справедливы неравенства:
Ъ _

S(T) < j f ( x ) d x  < S(T).  (10)
а

Из (10) и (1) имеем:
ь _
\ f { x )d x=  lim  S (T )=  lim  S ( T ) .

a Л(Т)~*0 л(Т)->0

Замечание. Условие lim (S(T) -  S(T))  = 0 можно переписать
ЦТ)-> о

п
в виде lim  У  «ьАхь = 0 , где а>ь = M k -  m k -колебание функции 

Ц Т ) -*  o Ä=1

/(х) на отрезке [xk_l \ x k ] (k = 1 ,п).

§5.Достаточные условия интегрируемости 

(по Риману) функции на отрезке
Теорема 1. Если функция f (x)  непрерывна на отрезке [а\Ъ\(а<Ь). 

то она интегрируема на этом отрезке.
0 Так как функция /(х) непрерывна на отрезке [а;Ъ], то по первой 

теореме Вейерштрасса она ограничена на этом отрезке, т.е. условие 1)
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критерия интегрируемости выполняется. Покажем, что условие 2) также 
выполняется, т.е. что lim  (S(T) -  S(T))  = 0.

Л(Т)~>0
Для непрерывной на отрезке |а;Ь] функции f (x ) суммы Дарбу 

S(T),  S(T) ,  соответствующие разбиению Т  отрезка [а\Ь\, являются ин­

тегральными суммами для f(x)  на [а-Ь], т.е. существуют точки ^  и 
с (2) принадлежащие отрезку [xk_ i \ x k ] (k -  1, п), такие что

S ( T ) =  ' Е Н ф Ь Ч І  S (T )=  І  г а р д * * ) -  
k=l k-\

Поэтому:

S ( r )  -  S(T)\ =

k=і
Для оценки сверху модуля разности, стоящей под знаком суммы, 

воспользуемся теоремой Кантора: непрерывная на отрезке [а\Ь] функ­
ция f (x)  равномерно -  непрерывна на этом отрезке, т.е.

£

Е ( / 0 - / 0 ) д* а
fe=l

ї(1К
(1)

(Ve> 0)(в<5' = ö(e) > O^Vxj ,*2 є[о;Ь]) \x2 -  X, I < S  => |/ ( x 2 ) -  / ( x , )! < -

Возьмем теперь любое разбиение Т  отрезка [а;6], удовлетворяющее

условию Я(Т) < 5 .  Тогда &хк <S  и И2> (1) < S \k = 1,п). Полагая

: последней цепочке х 1 -  , х 2 = , будем иметь

/ ( 4 2)) -  п £ }) (k  = 1 ,п),

и, следовательно,

\s(T) -  s(T)\  = X  < І  - ~ - Ахк =
k=l° "  aA=1

b -  a
Y . A x k = 7----- (b -  O) = c.

Таким образом, задав произвольное £ > 0 , мы нашли число 
8 = 8(e) > 0 такое, что для любого разбиения Т  отрезка [а;Ь], удовле­
творяющего условию Л(Т) < 8 , выполняется неравенство

IS{T) г  S ( T )I < є , а это значит, что
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lim (S (T ) -S (T ))  = 0 . ♦
Ц Т )-> 0

Теорема 2. Любая монотонная на отрезке [а;Ь\ (а<Ь) функция 
f(x)  интегрируема на этом отрезке.

О Монотонная на отрезке функция, очевидно, ограничена на этом 
отрезке. Проверим выполнимость второго условия критерия интегри­
руемости. Пусть для определенности функция f(x)  возрастает на отрез­
ке [а-,Ь\. Тогда при любом разбиении T -{ a = x0<Xi<...<xn=b} отрезка 
[а\Ь\ имеем:

S(T)  = £ m kAxk , S ( T ) = t M kAxk , 
k^i k=l

где mk -  f ( x k_x), M k = f ( x k) (k = l,rc), и, следовательно,

S ( r ) - S ( T )  = -  t f ( 4 ~ i)A** =
k=l k=l

= E  (/(**) -  f ( x k -i))A*fc < £  <f(x k) -  f ( x k~і ))MT)= 
k=l k=l

= Л(Т) £  ( f ( x k) -  /(**_!)) = ЛІТ Ш Хп)  -  f ( x 0)) = 
fe=l

-  A (T )(/(b )  -  / ( a ) ) .
Таким образом,

_  0 < S(T) -  S(T) < Л(Т)(/(Ь) -  f ( a )), 
откуда видим, что S (T ) -  Sl'T) -> 0 при Л(Т)-Ю.

В случаях, когда f(x)- неубывающая, невозрастающая или убы­
вающая на отрезке [а;Ь] функция, доказательство аналогично приведен­
ному выше. ♦

Замечание. Монотонная на отрезке \а\Щ функция f (x)  может 
иметь как конечное, так и бесконечное множество точек разрыва.

Например, функция f(x) {см. (2)) определена на отрезке [0;1], 
возрастает на нем и имеет бесконечное множество точек разрыва перво­

го рода (с конечным скачком): xq=0, х ^ = ~  (fe=l,2,...). В силу тео-
2

ремы 2 эта функция интегрируема на отрезке [0;1].Эл
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X,

X

2 ’

е с л и  X  е  

е с л и  X  єе с л и  X  є

(2)
/ ( * ) =

X
— е с л и  X  6= 

2 к

О ,  е с л и  X  =  О

Теорема 3. Если функция f(x), определенная и ограниченная на 
отрезке [о;Ь], имеет на нем конечное число точек разрыва, то она интег­
рируема на этом отрезке.

Доказательство этой теоремы предоставляем читателю.
Имеет место также более общее утверждение, установленное 

Б.Риманом в 1853 году:
Теорема4 (критерий интегрируемости).Для того, чтобы функция 

f(x),  определенная и ограниченная на отрезке [а;6], была интегрируема 
(по Риману) на этом отрезке, необходимо и достаточно, чтобы множест­
во Е  точек разрыва функции f(x)  имело меру, равную 0:/иЕ=0.

Здесь условие /иЕ=0 означает, что для любого є  >0 можно указать ко­
нечное число интервалов, объединение которых содержит все точки раз­
рыва функции f(x), причем сумма длин всех этих интервалов меньше є.

В 1902 году А.Лебег доказал теорему 4, используя более общее, 
введенное им , понятие меры множества (меры Лебега).

Упражнения
1. Укажите, какие из следующих функций интегрируемы по Ри­

ману:

х2 , е с л и  - 1  <  X  <  0 , 

1) f { x) - \ x  ̂ если 0 < х < 2 ,
2 , е с л и  2  <  X  <  3 ;

X , если -  2 < X < 0,
х  +  1 ,  е с л и  0 < х < 1 ;

3) Д х ) =  х 2
е с л и  - 3 < х < - 1 ,

X , е с л и  -  1 <  X  <  2  ;
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Г 1 , если х — О,
4)/(х ) = і

[ lnx , если 0 < X < е ; 

сч /V ч x J, если - 2 < х < 0 ,
5)/С О Н

[1 -  X, если 0 < X < 1;

в ) / м = 4 - 1 ' і е < і п[1:21-
[ З ,  если х е ( Л \ ф п [ 1 ; 2 ] .

2.Постройте неинтегрируемую (по Риману) на отрезке [а;Ь] функ­
цию, квадрат которой интегрируем на [а\Ъ].

3.Докажите, что функция f(x), разрывная в каждой точке отрезка 
[а,Ь], не интегрируема (по Риману) на этом отрезке.

4.Г1усть функция f(x)  интегрируема на отрезке [a;fo] и f (x)tO на

[а;Ь]. Можно ли утверждать, что функция -У—  также интегрируема на
/(* )

этом отрезке?

§6. Основные свойства определенного интеграла
I. Если функция f(x)  интегрируема на отрезке [a;b], то она интег­

рируема и на отрезке [Ь;а], причем
Ь a
j f ( x ) d x  = - j f ( x ) d x .  
a Ъ

a
її. [ f (x )dx  -  0. 

a
Свойства I и II были отмечены ранее в §2.
III. Если функция f (x)  интегрируема на отрезке [a;fr] (a<b) и c e R ,

то функция с f (x)  также интегрируема на [a;b\, причем 
ъ ъ
j c f ( x )d x  = с j f ( x ) d x , (1)
a a

т.е. постоянный множитель можно выносить из-под знака интеграла и 
вносить его под знак интеграла.

О При любом разбиении T={a=XQ<Xi<...<xn—b} отрезка [a\b] на 
частичные отрезки [хкЛ\ х к] ( k ~ l , n )  и при любом выборе точек 
4 ä6 [xA-i;x ä] имеем:

= cH , f (4 k№ x k 
k=l k=l
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или короче

a(cf,T)=c-(Kf,T).
Правая (а, значит, и левая) часть этого равенства, в силу интегри­

руемости функции f(x)  на [а;Ь], имеет конечный предел при Я(Т)—»0, 
ь

равный c^f {x )d x .  Это и значит, что функция c-f(x) интегрируема на 
li­

la-, Ъ] и имеет место равенство (1). ♦
IV. Если функции f (x)  и ср(х) интегрируемы на отрезке [а;&], то 

функция f(x)+cp{x) также интегрируема на отрезке fa\b], причем 
ь ь ь
j ( /(x )  + (p(x))dx = J f ( x )dx  + j<p(x)dx. (2)
а  а а

О При любом разбиении Т  отрезка [а;Ь] и любом выборе точек 
4 е [x fc-b*fe] (k= 1 , п )  имеем:

' L( f (Zk )  + <P(4k))A xk = Z ^ f e ) A x fe+
Л=1 k=\ k=l

или короче

0(f+<p,T)=0{f,T)+0{cp,T).
Правая (а, значит, и левая) часть последнего равенства имеет при

Ъ ь
М Т )-^0 конечный предел, равный j f ( x ) d x  + p( x )d x . Следовательно,

а а

функция f(x)+(p(x) интегрируема на отрезке [а\Ь] и имеет место равен­
ство (2).*

Замечание. Свойство IV легко обобщается (методом математиче­
ской индукции) на случай любого конечного числа п  интегрируемых на 
отрезке [а;&] функций f k(x) (k  = 1,п):
ъ ь ь ъ

+ f2(x) + ... + fn {x))dx = \ f x(x)dx + \ f 2(x)dx  + .. .+ j f n (x)dx .
a  a  a  a

С учетом этого утверждения и свойства III получаем:
Ь

(*) + с 2f2(х) + ... + cnfn (x))dx  =
а

Ъ b Ъ
= q  \ ^ ( х ) й х  + с2 \ f 2{x)dx. + ... + сп j f n (x)dx,  

а а  а

где Cj 6 Ä  и функции fk{x) интегрируемы на [a;f>] (А~1, п ).
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V. (Свойство аддитивности определенного интеграла). Пусть 
функция f(x)  интегрируема на отрезке [аф\ (а<Ъ) и сє(аф).  Тогда 
функция f(x)  интегрируема на каждом из отрезков [а,с], [сф] и имеет 
место равенство:

Ь с Ь
j f ( x ) d x  -  j f ( x ) d x  + f f ( x ) d x .  (3)
а а  с

О Воспользуемся критерием интегрируемости функции на отрезке 
на языке сумм Дарбу. Так как, по условию, функция f(x)  интегрируема 
на [аф], то она ограничена на [аф], а, значит, и подавно ограничена на 
каждом из отрезков [а;с] и [с;Ь]. Проверим выполнимость второго усло­
вия критерия интегрируемости функции f (x)  на каждом из этих отрез­
ков. Пусть Т] и Т2 -  соответственно произвольные разбиения отрезков 
[а;с] и [сф] и пусть Т  -  разбиение отрезка [аф], полученное объедине­
нием точек деления отрезков [а;с] и [с;£>]. Поскольку при этом точка с
является одной из точек деления отрезка [аф], то 
S(T)  = S(T,) + S(T2),~S(T) -  S(2\) + S(T2), Л(Т) = тах{Я (Tx), Л(Т2)}. 

Поэтому
S(T)  -  S(T)  = (SiTO -  S(7\)) + (S(T2) -  S(T2)),

откуда
0 < S (T ,) -  S(Ti) < S(T) -  S ( T ) , 0 < S(T2) -  S(T2) < S(T)  -  S ( T ) . (4) 

Кроме того,
(Л(Т) -> 0) о  (Л(7\) —> 0) л  (Я(Г2) -> 0). (5)

Так как функция f{x) интегрируема на отрезке [аф], то 
S(T)  -  S(T)  -» 0 при Д(Т)->0 и, следовательно, согласно (4) и (5), 
S ( l \ )  -  S(2\) -> 0 при Л(Тг) -> 0 , S(T2) -  S(T2) -> Опри Л(Т2) -> 0 

Это и значит, что функция f(x)  интегрируема на каждом из отрез­
ков \а;с] и [сф].

Для доказательства справедливости равенства (3) заметим, что
= D + ■

Переходя в последнем равенстве к пределу при 0, мы и
получим формулу(З). ♦

Замечание!.. Формула (3) справедлива и при любом расположе­
нии точек а ,Ь ,с в предположении, что функция f(x)  интегрируема на 
большем из трех отрезков [аф], [а;с], [сф].

Действительно, пусть, например, а<Ь<с и функция f(x)  интегри­
руема на [а,с]. Тогда по свойству V имеем:
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с Ь с
I f {x)dx  = j f ( x ) d x  + j f (x )dx , .
а а Ь

откуда
Ъ с с с Ь
J f ( x )d x  = j f ( x ) d x  -  J f { x )d x  = j f ( x ) d x  + j f ( x ) d x .
a a b a  с

Замечание 2. Свойство V легко обобщается (методом математи­
ческой индукции) на случай любого конечного числа точек с1; с2,...сп. 
если только функция f(x)  интегрируема на большем из отрезков 
[a;b],[a\Ci], [ci;c2],..., [с„;Ь]:

Ь Cl С 2 ь
J /(x )d x =  J /(x )d x +  j f ( x ) d x  + ... -f j f ( x ) d x .  
a  a  c i  c n

Замечание 3. Если функция f (x)  интегрируема на отрезке [a;b\ 
(а<Ь), то она интегрируема и на любом отрезке [с;е?] (c<d), содержа­
щемся в [а;Ь].

Действительно, по свойству V функция f ( x ) интегрируема на [а;с] 
и [с;£>], а из интегрируемости f(x)  на [с\Ъ] следует по тому же свойству 
интегрируемость f (x)  и на [c\d] ( а также на [d,b]).

VI. Если функции f(x)  и (fix) интегрируемы на отрезке [а\Ъ]
(а<Ь), то функция F(x)-f(x)-(p(x) также интегрируема на этом отрезке.

О 1. Рассмотрим сначала случай, когда обе функции f (x)  и (р{х) 
положительны на отрезке [а;Ь], Пусть T={a=-x0<xi<.. .<xn=-b) -  про­
извольное разбиение отрезка [а;Ь] на частичные отрезки \ х к і ;хк]
(h -  Г, п),  л (Г )=тах{Д хй}, где Axk^ x k-xk.i ( k  = 1 ,n) .  Так как функ-

k

ции f (x)  и (р{х) интегрируемы на отрезке [а;Ъ ], то эти функции, а, зна­
чит, и функция F(x) ограничены на [а; 6]. Покажем, что 
S (F ,T )  -  S (F ,T )  -► 0 при ДГ)~»0.

Обозначим через M k , \  соответственно точные верхние 
грани множеств значений функций F(x), f(x)  и ср{х) на отрезке [ х ^ х ^ ] ,  
а через m-fc, , т ^ - точные нижние грани множеств значений этих

же функций на (h = 1 ,п). Так как, очевидно, m ^ < f ( x ) <  М ^ 1

и т<<р(х)< < М на отрезке [xk_i\xk], то

m[2) < f(x)ip{x) < М™ M J®,
откуда
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M k < М^2), mk > m ^  (k  = 1 ,n). Следовательно,

M k~ m k < M<*> M<2> - М<2)-  М<2> т< » Ж М < 2> m*«- 

-  m*4 m f ) .
В силу ограниченности функций f(x)  и (fix) на [а; fr] существует 

число С >0 такое, что М^2)<С и т ^ < С  (к -  1, п). Поэтому M k - m k <

mj;2)) и, следовательно,

S (F ,D  -  S ^ . r )  = t ( M k ~ m k )Axk <C І ( М «  -  m j^A x*  + 
fe=l * = 1

+ C І ( МГ  -  4 2))AjcA = C(S(AT) -  S(f,T)) + C(S(<p,T) -  S(<p,T)). 
k=l 

Итак,
0 < S(2?, T) -  S{F, T ) < C(S(f ,  T) -  S( f ,  T)) + C{S(<p, T) -  S(g>, T )) . 

Правая часть двойного неравенства стремится к нулю при 
Л(Т)->0, поскольку функции /(х) и <р(х) интегрируемы на [а; fr], а тогда 
и S ( F , T ) -  S (F ,T )  -> 0 при А(Т)->0.

2. Покажем теперь справедливость свойства VI в общем случае (без 
предположения о положительности функций ,f(x) и (р(х)). Воспользуемся 
тем, что функции /(х) и (fix) ограничены снизу на [а;Ъ]. Поэтому су­
ществует число C e R  такое, что f(x)>C и <р(х)>С на [а; fr]. Отсюда сле­
дует, что функции /i(x )=  f {x)~ С и <pi(x)= (f ix)-  С положительны на 
отрезке [а;Ь]. Кроме того, эти функции интегрируемы на [ а ;6] (как 
разности интегрируемых на [ а; Ъ ] функции). А тогда, по доказанному 
выше, функция f i(x)ipi(x) также интегрируема на [ а ; fr]. Функцию 
f(x)<p(x), очевидно, можно представить в виде алгебраической суммы 
интегрируемых на [а; fr] функций:

f(x)(f{x)= / 1(х )^1(х )+ С /(х )+ С ^х )- С2.
Следовательно, функция f(x)<p(x) интегрируема на отрезке [а; &].♦

VII. Если функция ср{х) неотрицательна и интегрируема на отрез­
ке [а; fr] (а<Ъ), то функция F(x)--j(p(x)  также интегрируема на этом 
отрезке.

О Пусть T ^{ a= x 0< x 1<...<x„=fr} -  произвольное разбиение от­
резка [а; fr] на частичные отрезки [xk-\,xk] (k  = 1 ,п) ,  А(Т)~ шах{Дх^},

k
где Axk==xk-xfri ( k = 1,п),  и пусть M k и m k - соответственно точная
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верхняя и точная нижняя грани множества значений функции <р(х) на 
отрезке [хк. і ,хк] (k  = 1,п ). Легко видеть, что у[Мк и -Jmk являются 
соответственно точной верхней и точной нижней гранями множества 
значений функции F(x). Тогда

(  п ___ V2
(S(F,  Т) -  S(F,  Т))2 = -  Jr r^ ) A xk .

_  U =i )
Полагая = { ^ M k -  A xk , bk = ^ А х к и применяя из­

вестное неравенство Коши
г \ 2I П I П О П о

X akbk ^  l L ak ■ lLbk ,

u = l  У *=1 А=1
будем иметь:

(S(jF, Т)  -  S p \T ) ) 2 < b .W k  -  j ™ k )2Axk - Y A x k =
Ä=1 Ä=1 

тг ______
=(Ь -  а) Е  (м * -  2 j M km k + m k)Axk .

_______________  f t = i

Так как ^ M km k >пгк (к  = 1, п), то

(S (F ,T )  -  S ( F , T ) f < ( b  -  а ) £ ( М *  -  тпк)Ахк =

=(&-«)№ , T ) - S ( ^ ,  Г)) ■
Таким образом,

О < (S(F, Т) -  S(F,  Т))2 <(Ъ -  a)(S(p, Т) -  S{<p, Т ) ) .
Правая часть этого двойного неравенства стремится к нулю при 

ДТ)->0, поскольку функция <р(х) интегрируема на отрезке [а ; b ], а то­
гда и S(F,  Т)  -  S(F,  Т) -» 0 при Л(7>->0. ♦

VIII. Если функция /(х) интегрируема на отрезке \ a \b \  (а<Ь), то 
функция j/ (х)| также интегрируема на этом отрезке .

О Учитывая, что |/(х)| = \ j f 2( x ) , и применяя свойства VI и VII
р і і

(последнее -  при (f{x)= f  (х ), F(x)= |/(х)|), заключаем, что функция 

\f(x)\ интегрируема на [ а; b ]. ♦
Заметим, что обратное утверждение, вообще говоря, неверно. 

Так, функция
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(+1,если  x e Q _ n [ a ; 6 ] ,

[ -  1, е с л и  X є ( К \ і ^ ) п [ а ; і ] ,  

как нетрудно убедиться, неинтегрируема на отрезке [ а; b ], а функция 
|/(х)| = 1 (а < X  < Ъ) интегрируема на [а; Ъ].

IX. Если функция /(х) интегрируема на отрезке [а;Ь ] (а<Ъ) и 
f ( x ) >  0 (f ( x ) < 0) на [а ;Ь ], то

ь fb \
J /(x )d x >  0 j f ( x ) d x  < О (6)

0 Пусть f ( x )>0 на [a; ft], Т - {а=х0< х 1<...<хп^&} -  произвольное
разбиение отрезка [а;Ъ} на частичные отрезки [х^.^х^] (k  = l , n )  и
Ц Т ) -  тах{Ах^}, где Дх*=^х к-х кл (k = 1, га). 

к
Тогда при любом выборе точек 4ke lx k-i>x k] (k  ~ h n ) имеем:

t m k )bxk * o .
ft=i

Переходя в этом неравенстве к пределу при ЦТ)->0, получим 
первое из неравенств (6).

Аналогично доказывается и второе из этих неравенств (при 
f (x)  < 0 на [ а; Ъ ], а<Ь). ♦

IX. (Свойство монотонности)
Если функции /(х ) и <р(х) интегрируемы на отрезке [аф] (а<Ъ), 

причем f (x)  < tp(x) на [аф], то
Ъ Ь
j f ( x ) d x  < fp (x )dx .  
а  а

0 Так как <р(х) -  f{x)  > 0 (Vx e [a ;b ]), то 
b
\{ср(х) -  f {x) )dx > 0,
а

откуда
Ь ь
Jip(x)dx -  j f ( x ) d x  > 0 . ♦
a a

4 4
Пример. Jin x d x  < J(ln x )2d x , так как функции Inx и (lnx)2 ие-

3 з
прерывны на отрезке [3;4] (и потому интегрируемы) и lnx <(lnx)2 
(Vxe[3;4]).
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Следствие І.Если функция f (x)  интегрируема на отрезке [а;&] 
(а<Ь) и т  < f ( x ) < М  на \а\Ъ], то

ь
m(b -  а) < j f ( x ) d x  < M(b  -  а) (7)

а
О По свойству монотонности определенного интеграла имеем: 

ь ь ь
Jmdx < J /(x )d x  < j M d x
а  а а

ИЛИ
ь ъ ъ

m j d x <  j f ( x ) d x  < М  j d x .
а а  а

Последнее соотношение можно переписать в виде (7), так как
Ь п
fd x  -  lim  У ( 1 Д х ь ) =  lim  (b -  а) = b -  а .♦
J Д*->0 А-' ■<'4 х -> 0

Следствие 2. Если функция f (x)  интегрируема на отрезке [а:Ь\ 
(.а<Ь), то

j f ( x ) d x \\f(x)\dx. (7)

О Прежде всего, из интегрируемости функции f (x )  на отрезке 
[а;&] по свойству VII следует интегрируемость функции \ f (x)  на [а;Ь].

Далее, так как -  |/(х)| < f (x)  < \f{x)\ (V xe [a;fr]), то на основании
свойств III и IX будем иметь

ь ь ь
-  Jj/(x)|<2x  < j/ ( x )d x  < J[/(x)jdx,

J/(x )dx

X (Теорема о среднем значении). Пусть функция f (x)  интегри­
руема на отрезке [а;й] (а<Ь) и пусть т  = in f  {Дх)}, М  = sup{/(x)}. То-

[a;6J [а;Ь]

гда существует число [г є fm; М ] такое, что
Ь
j /(x )d x  = ß(b -  а ) . (9)
а

О Так как т < f (x)  < М  (Vxe[a;6]), то
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Упражнения
l.H e вычисляя следующих интегралов, определите, какой из них 

больше:
1 1 2 . 2 ,

1) f x d x  или j x 2d x ; 2) Г -^  или f^7= ;
О '  0 і \ X  i \ X
2 2 j  1 * 2

3 )J —р = =  или J— ; 4) fe ~ * sin  х<2х или le - * sin x d x \
1 Vl + X2 1 * о о
К
2rs in x  , Tf s in xг Ь Ш  А  _ f b l i i x  ,5) I-------а х  или -------d x .
0 х  о *

2.Убедитесь в справедливости следующих неравенств:
1 21 г -X2 і m 1 г x d x  , „ ^ s in jc d x  л1) 1 < je  d x  < в: 2) -  < <1; 3) 0 < | - л _ _  < ш .
о “ г 1 + х 2 о\^2 + х а2

З.Оцените следующие интегралы, используя формулу (6):
К
2 ( і ~ 2ж j  1 2

1) j j l  + - s l n  xdx;  2) J ; 3) J e -  i x ;

I )  5) (-2 '  j2 ); - r ; 6> ] - / l  • -t4 d*.
0ЛІ2 + X  -  X 2 i 3  + x 0

4. Докажите, что если функция <р(х) интегрируема и неотрица­
тельна на отрезке {а:Ъ\ (а<Ъ), а функция f(x)  удовлетворяет на этом от­
резке условию тп < f (x)  < М , причем функция f(x)qix)  интегрируема 
на [а;Ъ], то

Ь Ъ ь
m\(p(x)dx  < j f(x)(p(x)dx < M]<p(x)dx.

a a a

5. Докажите, что если функции f (x)  и ср(х) интегрируемы на от­
резке [а;Ь] (а<Ь), то выполняется неравенство Коши-Буняковского

ь !ь [б
Jf(x)<p(x)dx < j f 2(x)dx  - I \<p2(x)dx.
a  V a  V aЭл
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ь
m(b -  а) < ^ f (x)dx  < М{Ъ -  а),

а
откуда, учитывая, что Ъ~а>0, получаем:

1 Ьт < ------- ff ( x )d x  < М
Ъ -  a Jа

і  6Полагая ------- (Y(x)dx = ц , будем иметь:
b -  а 1а

b
jj, є [яг; М ] , |/ (x )d x  = -  a) ♦

a
Следствие (Теорема о среднем значении для непрерывной функ­

ции). Если функция f(x) непрерывна на отрезке [аф] (а<Ъ), то сущест­
вует, по крайней мере, одна точка с є [аф] такая, что

Ь
\ f ( x ) d x  = f(c)(b -  a ) . (10)
а

О Так как функция f(x)  непрерывна на отрезке [аф], то числа 
т -  in f  { f (x ) } ,M  = sup{/(x)} являются соответственно наименьшим и

№,Ь] [аф]

наибольшим значениями функции f(x)  на этом отрезке. Тогда по теоре­
ме Больцано-Коши о промежуточных значениях непрерывной на отрез­
ке функции существует число ce[a;ö] такое, что /(с) = ц  , где .

1 Ъ
ц  = -------f f (x)dx  и. следовательно, имеет место сЬоомула (10). ♦

b -  a J а
Замечание 1. Свойство X и следствие из него справедливы и при

а>Ъ.

1 ЬЗамечание 2. Ч и сло-------\ f (x)dx  называется средним значени-
Ь -  а : а

ем функции f(x)  на отрезке [аф].
Замечание 3. Нетрудно убедиться в справедливости следующего 

утверждения.
Теорема (обобщенная теорема о среднем значении). Если функция 

f(x) непрерывна на отрезке [a;fr], а функция <р(х) интегрируема и зна­
копостоянна на этом отрезке, то существует точка се[аф] такая, что 

Ь ъ
J f(x)cp(x)dx = f(c) ^<p(x)dx . 
а а
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§7. Определённый интеграл с переменным верхним 
пределом. Существование первообразной для непрерывной 
функции

Пусть функция f(x)  интегрируема на отрезке \a\b\ (а<Ъ). Тогда 
при любом фиксированном хє[а',Ь] функция f(x)  интегрируема на от­
резке [а\х] (по свойству аддитивности ), т.е. существует интеграл

\ f { t )d t .
а

Введем обозначение

Ф { x ) - \ f ( t ) d t  (a<x<b). (1)
а

Теорема 1. Если функция f(x)  интегрируема на отрезке [а;Ь], то 
интеграл (1) с переменным верхним пределом есть функция, непрерыв­
ная на этом отрезке.

ОДля доказательства воспользуемся определением непрерывности 
функции на языке конечных приращений. Возьмем любое х є [ а ’,Ь\, 
зафиксируем его и придадим ему произвольное допустимое приращение 
АлгіО. Тогда функция Ф(х) получит приращение

х+ Ах  X

АФ(х) = Ф(* + Ах) -  Ф(ж) = J f ( t )d t  -  J f ( t ) d t .
а а

Используя свойства аддитивности и теорему о среднем значении 
для определенного интеграла, будем иметь:

X  х + А х  X  х + А х
АФ = \ f{ t )a t  л \ f { t )d t  -  \ f ( t )d t  = j f ( t )d t  =

а  X  а  X

= /и -((х  + Аж) -  х)  = ц  ■ А х ,
т.е.

АФ = juAx. (2)
Здесь функция ß  = fj(x\ Ах) ограничена. Действительно, функция 

f(x), в силу ее интегрируемости на отрезке [а;Ь|, ограничена на [а;Ь]. 
Отсюда следует, что она ограничена и на отрезке [х;х+Ах] (Vxe[a;fe]). 
Пусть

in f {/(*)} = т,  sup {f(t)} = М ,  in f {/(і)} = m l ,
te[a;b] (є[а;6] telx-.x + tuc]

sup {/(t )} = M x
t< = [ x \ x  ¥ А ж ]

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А.
 Ку
ле
шо
ва



Тогда
ту > т, M i  < М .

Следовательно, jj. є [пі]; Д/fjJ с  [т\М].  Это значит, что функция 
ц  = ju(x; Ах)  ограничена, а потому и/\х 0 при Ах —> О .Таким обра­
зом, АФ —» 0 при Ах -> 0 , т.е. функция Ф(х) непрерывна в точке 
хе[а;Ь], а так как х —произвольно взятая точка отрезка [a;ft], то Ф(х) 
непрерывна на отрезке [a;ft].*

Теорема 2 (теорема Барроу).Функция Ф(х), определенная инте­
гралом (1) от непрерывной на отрезке [а;Ь] функции f(x),  есть функция, 
дифференцируемая на этом отрезке, причём её производная в точке 
хе[а\Ъ] равна значению подынтегральной функции f(t) при 1~х:

ОДля любого фиксированного х є[а\Щ при любом допустимом
X  +  /SX

Ах?0 имеем ДФ — j  f ( t )d t ,  а так как функция f(t) непрерывна на от­

резке [х;х+Ах], то по теореме о среднем значении непрерывной функ­
ции существует число сє[х;х+А х] такое, что АФ = /(с)Ах. Отсюда 

АФследует, ч т о ---- = / ( с ) . Очевидно, с X при Ах ~ -> 0 , а тогда
Ах

f(c) -» /(х ) при Ах -» 0 (в силу непрерывности функции f  в точке х). 
АФСледовательно,------ -> /(х ) при Ах 0 , а это означает, что

функция Ф(х) дифференцируема в точке х  , причем, Ф '(х)=/(х). ♦ 
Следствие. Любая непрерывная на отрезке \a\b\ функция f(x)  

имеет на нём первообразную (а значит, бесконечное множество перво­
образных). Одной из этих первообразных является функция (1). 

Упражнения
1.Найдите непрерывную на промежутке [0;+оо) функцию f(x),  если

о
X  Х + Х

Ф'(х)=/(х). (3)

X

l ) [ f ( t ) d t  = x c o sx ; 2) j f ( t ) d t - 2 x - e x . 
о О

2.Найдите производные следующих функций:
X 1

3. Найдите производную —
d x

если
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t  X
X  = jz lnzdz ,  у  = j z 2 ln zd<(t > О).

1 ;2
4. Вычислите пределы:

s i n  X

ґ .  х \  \ t g td tX

1) lim
r->0

— [cos t 2dt  ; 2) l i m ----- -
~  J  -  ■ о  t g xKx o j  л/sin  t d t

0
2

5. Найдите y"( 1), если y(z) = j2 dx

0 1 + x 3
6. Исследуйте на экстремум функцию

t 2X ..
f (x)  = j e  2 (1 -  t 2) d t .

0
7. Докажите, что если f  -  непрерывная на всей числовой оси периоди­

ческая с периодом Т  функция, то для любого числа а выполняется 
равенство

а + Т  Т
\ f ( x ) d x = \ f ( x ) d x .

§8. Формула Ньютона-Лейбница
Теорема. Если функция f(x)  непрерывна на отрезке \a;b\ и 

F(x)—какая-нибудь первообразная для f(x)  на [a;b], то
ъ
j f ( x ) d x  ~F(b) -  F(a).  (1)
a

О Так как функция f(x)  непрерывна на отрезке [а;Щ, то функция
X

Ф(х) = J f ( t )d t  является первообразной для f (x)  на |а ;6 | (по теореме 
a

Барроу). Пусть F(x)— любая другая первообразная для функции f(x)  на 
отрезке [а;Ь]. Тогда Ф(х) -  F(x) -  с (Ух є [a; b],c -  const).  Отсюда

Ф(х) = F(x) + с
или
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j f ( t )d t  = F(x) + с.  (2)
a

Полагая здесь х - а ,  будем иметь 0 = F(a) + с, откуда с = - F ( a ) . 
Тогда равенство (2) перепишется в виде

j f ( t )d t  = F ( x ) - F ( a ) .
а

Наконец, при х  -Ъ получаем формулу (1).4
Замечание. Формулу (1) называют формулой Ньютона-Лейбница. 

Ее обычно записывают в виде:

j' f ( x )dx  = F ( x f a>
а

где

F ( x f a = F(b) -  F(a).

Формула Ньютона-Лейбница является основной формулой инте­
грального исчисления. Она сводит вычисление определенного интегра­
ла от непрерывной на отрезке [a;i>] функции f(x)  к нахождению какой- 
нибудь первообразной F(x) для f{x) на [«;£>] и последующему раскры-

тию двойной подстановки ̂ (х)) .

Пример. Вычислим интегралы:
П

1 3 i x  2 1 d r
1)1) \ x Adx\  2) f— ; 3) \ c o s x d x \ 4 )  f-------- .

о 2 х  6 о 1 +  *
О Имеем:

1 3 1 л 1
1) fx 2d x  = —  I = --0  =

1 8>o З 3

2) f—  = In -- In 3 -  In 2 = In —;
2 x  2

3) Ico sx d x  = sin x|0 = s in ---- sin  0 = 1;
о 2

4) f--— — = arctgx I* = arctgl  -  arctgO = . ♦
n l  + x 2 0 4
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Упражнения Вычислите интегралы:
6 _____  27 і  4 1 +  / х  4 П 5--------

1) jV x - 2 d x ;  2) j —= d x ;  3) J----- -— d x  4) Jx^/x + 9 d x ;
2 l л/х2 і X2 о

4r xdx  , хг x 2dx  2r x 2dx ^ З х 4 + 3 x 2 + 1
5) J ------- d x ;  6) J------- - ;  7) J------- - ;  8) J------------ ------ d x ;

o 2 + x  0 4 + x  о 1 + x

; 1 0 ) 1 - ^ ^ ;  i i ) ‘h _ J f = = :
o 9 x + 6 x  + l i x  + x  o V x + 4 x  + 5

i n \  5r d x  і  04 \  1 ^  ef S i n ( l n x )Ю) j "   .. 13) j -------— ; 14) j — 1------ dx;
2 лі4x 4- 5 — X" o l  + e l x

1Z

15) f  , xdx~ ~ = \ 16) j — ; 1 7 ) J |l - x jd x .
0 _v25 -  4x я; cos x tg  X о

6

§ 9.Интегрирование по частям в определенном интеграле
Теорема. Пусть функции и(х) и и(х) непрерывно- дифференци­

руемы на отрезке [а;Ь]. Тогда
Ь ъ ь
ju(x)v ' (x)dx  = u(x)u(x)ja -  J v(x)u '(x)dx  (1)
a a

или короче
b b bju d u  = uv\a -  j vdu .  (2)
a  a

О Интегралы в левой и правой частях равенства (1) существуют (в 
силу непрерывности на [а;Ь] подынтегральных функций). Так как 
(u(x)v(x))'  = u'(x)v(x) + v'(x)u(_x), то функция u(x)v(x)  есть первооб­
разная для суммы u(x)v'(x)  + v(x)u'(x)  на отрезке [а;Ь]. По формуле 
Ньютона-Лейбница получаем

ь ъ
J(u(x)i/(*) + u(x)u'(x))dx = u(x)d(x)| ,
а

откуда
ь ь ъ
ju (x)v ' (x)dx  + jv(x)u ' (x)dx  -  u(x)u(x)|
а а

и, следовательно,
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Ь Ь
ju (x)v '{x)dx  -  u (x)v(x )j -  jv (x )u '(x )dx  .<

Л
2

Пример. Вычислим интеграл Jx  cos xd x .
о

О Воспользуемся формулой (2). Имеем:

j X  cos x d x  =
U = X du = d x

dv = cos x d x V  -  sin X

к
2

= х  sin лг|̂  -  Jsin x d x  
о

—  71 і п  7Г ------h-COSX„ = ....-1.
2 10 2
Упражнения
1. Вычислите интегралы:

1 1 2
2 . x ,1) j x  ex d x ;  2) j x 2 x d x ;  3) J(3x + 2) ln x d x ;

О о і

4) j x a ln ” xd x ,  а  є R , а  > 0 , п е N  ; 5) j l n ( х  + V9 + х 2 'jd x ;
1

2яг x d x
6) j x  cos xdx-, 7) J------— ; 8) Jsin ln x d x ;

rsm  X

l
r arcsin  x d x9) J (s in x  • ln  t g x ) d x ; 10) J (a rc s in x )2dx ;11) J~ ,------ -

я 0 0 л/1 + X

4

1 -Js і--------- к
12) jarc tg-Jxdx;  13) j V l  + x 2d x ;1 4 )  Je :r sm 2xc?x.

0 о 0

2. Докажите для интеграла J n = Jsin" x d x  (n e N , ra>l)
о

рекуррентную формулу J n = П   J n_2 .
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3. Докажите, что при п є  N  справедливы равенства:
л п

s in 2" xd x =  fcos2n — ,
о І  (2я)! I 2

П К

fsin2n+1 x d x — fcos2re+1 x d x - — — .
«J І  (2/1 + 1)11

§10.Замена переменной в определённом интеграле
ь

В ряде случаев определенный интеграл j  f ( x ) d x  от непрерывной
a

на отрезке [а;&] функции удаётся преобразовать к виду, удобному для 
применения формулы Ньютона-Лейбница с помощью некоторой под­
становки вида X = <p(t) или ц/(х) = t .

Теорема. Пусть функция Дх) непрерывна на отрезке [а;Ъ], а 
функция х  = <p(t)~ определена и непрерывно-дифференцируема на от­
резке [f j ;^2] таком, что:

1) <p(t-i) = a,(p(t2) = Ъ,
2) Е(<р) = [а;Ъ] (т.е. множество значений функции (р совпадает с от­
резком [а\Щ).

Тогда имеет место формула
Ь І2
[ f (x)dx  = J/(p(i))© '(<)di. (1)

a ^

О Оба интеграла в формуле (1) существуют, так как в силу усло­
вий теоремы подынтегральные функции f (x)  и f(<p(t))<p'(t) непрерывны 
соответственно на отрезках [а\Ь] и Докажем равенство этих ин­
тегралов. Пусть ^(х)-первообразная для функции f(x)  на отрезке [а\Ъ\. 
Тогда

Ь

\ f ( x } d x  = F ( b ) - F [ a ) .  (2)
а

Поскольку F%(x) = f (x)  на.[а;&] и x[(t) = cp'(t) на [ < і то по теореме 
о производной сложной функции имеем:

(F(p(i)))'t = F'x (q>(t)) ■ <p'(t) = f((p(t))<p'(t).
Это значит, что функция F(<p(t)) является первообразной для 

функции f{(p{t))(p'(t) на отрезке ;f2] и, следовательно,
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*2
\ f m w w t  = ( п т ц  = f m h )) -  п <р і ю ) = m  -  f w  =

h
ь

-  j f ( x ) d x .♦ 
а

Замечание 1. Условию Е(<р) [а; Ь] в формулировке теоремы
удовлетворяют, в частности, все строго монотонные на отрезке [ ^ ;^ ]  
функции X  -  <p(t).

Замечание 2. Если а<Ь и функция x=<p(t) убывает (возрастает), то 
в формуле (1) числа f] и удовлетворяют неравенству tx > £2 (J\ < h)-  

Замечание 3. При пользовании формулой (1) в отличие от неоп­
ределённого интеграла нет необходимости возвращаться к исходной 
переменной х  после нахождения первообразной F(<p(t)).

а г----------- — 4
Пример. Вычислим интегралы jV a 2 -  x 2dx(a > 0), j —j=-dx.

0 і  \ Х

0 1) Функция f (x)  = л[а -  х 2 непрерывна на отрезке [0;а] и, 
следовательно, интегрируема на этом отрезке. Воспользуемся подстанов­
кой х  ^  а sin  t . Функция <p(t)= a s in  t возрастает и непрерыв­

но-дифференцируема на соответствующем отрезке ' "  П
° ’ 2

(здесь

h  -  0» Ц = ^  ’ так как = ^ ( 2 )  ~ а '̂ ^ Р именяя Ф°РМУЛУ 00> бу­

дем иметь:

[л/а2 -  x 2d x  = j( \/а 2 -  a 2 s in 2 t  a c o s t ) d t  = a 2 {cos2 td t  = 
о о

ж
а 2 2Г _ . . а 2 (  sin 21J (1 + cos 2 t)dt  = ----- \ t  +

2 а 2 к  к а 2
2 2о

2) Воспользуемся подстановкой ~Jx = t . Тогда х  -  t 2, d x  = 2tdt,
tj = лД = 1,^2 = V4 = 2. Следовательно,

4 V i  2 t 2
= J- - 2#d* -  2 je f *  = 2e‘

j  Л/Х j  < x

2 „
= 2(e -  e). ♦
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Упражнения
1.Вычислите интегралы:

D j x Ä T i f a ;  2) J— 3 ) b Ü _ ;  4 ) j ^ - ;
О о 1+  ^  і ^ 2  + 4х q I +SGc

сч°г d x  й>2? д/(х ~ 2)2dx аг [а -  х  , . Л.5) , = • • -------; 6) j * 4 = ------- ; 7) , ---------а !х (а> 0 );
0 V I + Зх + 2х з з / ^  _ 2)2 + 3  0 V а  + X

 _ /Г 71
а л \ 5 еХ^ е Т - 1 ^  2 dt  4 dx
8) I ~ r ^ ~ d x ' 9> Ь т о  10) 1:о е* + 3 0 3 + 2cos£ 0 l  + a 2 s i n2 x

2. С помощью подстановки х  = ~ вычислите интегралы:

1) J— - ; 2) )  * -------
I х  і хл/ х + 3 х
3 5

3. Можно ли при вычислении интегралов
^ d x  2*̂ d x  X
Г------------, Г--------------- воспользоваться подстановкой t g — = t ,

q 3 -  cos X q 8 -  3 sin  X 2
2  ----------

а при вычислении интеграла |V l -  x 2dx  -  подстановкой х  = cos £ ?
6

4. Докажите, что при п нечетном функции
X  X

f (x )  -  Js in 71 td t  и g(x)  = jcos'” td t
0 0

периодические с периодом 2л, а при п четном каждая из этих функций 
является суммой линейной функции и периодической.

§ 11.Интегрирование чётных и нечётных функций по 
симметричному относительно точки х=0 отрезку

Пусть функция f (x)  определена и непрерывна на отрезке [-a;a] 
(a>0) и пусть, кроме того, эта функция четная или нечетная. Рассмот­
рим интеграл

a
J f ( x ) d x .

- a

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А.
 Ку
ле
шо
ва



j f ( x ) d x .
- а

По свойству аддитивности определённого интеграла имеем 
а  0 а
J f (x)dx  = j f ( x ) d x  + f f ( x ) d x .  (1)

- а  - а  О
Преобразуем интеграл

О
j f ( x ) d x .

- а

1. Пусть f (x)~ чётная функция. Воспользуемся подстановкой 
x - - t .  Тогда
f(x)=f(-t)=f(t),  d x ~ d t  , ( х 1 = -а )  => (fx = а),  (х2 = 0) => (t2 = 0 ) ,

О 0  а  а
j f ( x ) d x  = - j f ( t ) d t  = \ f ( t )dt  = j f ( x ) dx

- а  а О О
и, следовательно, равенство (1) примет вид.

а  а
\ f { x ) d x = 2 \ f ( x ) d x .  (2)

- а  0

2. Если Д х)- нечётная функция, то, применяя подстановку х= - t
и, учитывая, что
f(x)=f(-t)=-f(t),  d x - - d t , (xj = - а )  => (tx = а), (х2 = 0) => (t2 = 0), 
будем иметь

0 0 а  а
J7(x)dx = j f ( t )d t  = - j f ( t ) d t  = - j f ( x ) d x

- а  а  0  0
и, следовательно,

а
j f ( x ) d x  = 0. (3)

- а
Примеры. Используя формулы (2) и (3) ( соответственно для чет­

ных и нечетных функций), имеем:
п К
2  2  -

1) Jcosxdx = 2 Jcosxdx = 2s i n x [2 = 2 ;

л О
2

1
2) J x 3 sin6 x d x  = 0;

- і
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3 ,--------
3) Jln(x + Vx2 +1 )dx = 0;

з
і і 1

4) J(x20 sinöx  + |xj)dx = j x 20 sin 5xdx t J|x|dx =
l - l

l
=  1 .

1 X 2
= 0 + 2 J xdx = 2 ----

О ' 2 0

Упражнения
1. Вычислите следующие интегралы:

3 2  ̂ 2 1
1) fare*2cte ; 2) f _±_i d x  ; 3) f(x3 + 5 x )ln 5(x 4 + l ) d x ;

- 8  -2  1 + Fl -1
1

4)
1 j 1 + X 1
Jx6 arcsin xdx  ; 5) J (c o s x - ln ------ )d x ; 6) J ( 3 - x 2 +2jx|)dx:

- l  і 1 ~ x  -г

7) Постройте непрерывные на данном отрезке [- а; а] (а > О) функции 
f{x), <р(х), не являющимися ни четными ни нечетными, и такие, что

а а а
J f i x )d x  = 0, J cp{x)dx = 2 J <pix)dx.

- a  - a  0
8) Докажите, что если функции f(x)  и <р{х) непрерывны на промежутке

J,  симметричном относительно точки х=0, и при любом а > 0
а  а а

(а е j )  выполняются условия J f (x)dx  = 0, J<p(x)dx = 2 Jсp(x)dx ,
~а - а  ' 0

то f ix )  -  нечетная функция, а <р(х) -  четная функция.
9) Вычислите интегралы:

2 Ц  X + 1, если -  2 < X < 1,
a) J/(x)dx, где/(х ) = 2 '

_2 і 1 -  f , если 1 < X < 2;

2 f -  2х -  2, если -  2 < X < -1 ,
б) j<pix)dx, где ф(х) = 

- 2
2х і - 2, если -  1 < X < О, 

2 - х ,  если 0 < X < 2.
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