
ГЛАВА 3. НЕКОТОРЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА
К вычислению определенных интегралов сводятся задачи нахож­

дения площадей ограниченных плоских фигур , площадей поверхностей 
вращения, объемов некоторых тел, длин дуг кривых линий, а также за­
дачи определения длины пути, пройденного материальной точкой в 
прямолинейном движении (с заданной скоростью за определенный 
промежуток времени), работы, производимой силой (по перемещению 
материальной точки вдоль прямой из одного положения в другое), ко­
ординат центра тяжести материальной плоской дуги и однородной пло­
ской фигуры, моментов инерции простейших материальных фигур и 
многие другие задачи естествознания и техники.

Некоторые из таких задач были кратко рассмотрены в главе 1 (в 
частности, о работе переменной силы, о длине пути, пройденного мате­
риальной точкой с заданной скоростью, о площади криволинейной тра­
пеции).

Данная глава посвящена геометрическим и некоторым физиче­
ским приложениям определенного интеграла.

§1. Понятие квадрируемой плоской фигуры и ее площади. 
Критерий квадрируемости. Основные свойства квадри­

руемых фигур 

1. Некоторые вспомогательные понятия
Под плоской фигурой будем понимать любое множество точек 

данной плоскости.
Плоская фигура называется ограниченной, если существует круг, 

содержащий эту фигуру.
Внутренней точкой плоской фигуры называется точка, которая 

принадлежит этой фигуре вместе с некоторым кругом с центром в дан­
ной точке.

Две плоские фигуры называются равными, если они переводятся 
одна в другую с помощью преобразования движения.

Одной из простейших плоских фигур является многоугольная 
фигура, т.е. часть плоскости, ограниченная замкнутой ломаной линией. 
Такую фигуру будем называть многоугольником в узком смысле слова. 
В дальнейшем мы будем пользоваться понятием многоугольника в ши­
роком смысле слова, понимая под многоугольником также пустое мно­
жество, любое конечное множество точек плоскости, а также объеди­
нение любого конечного числа многоугольников, расположенных в 
данной плоскости.
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В последующих рассуждениях будем исходить из того, что пло­
щадь многоугольника М  -  это неотрицательное число S'M, обладающее 
свойствами:

1) аддитивности: если многоугольники М* и М 2 (расположен­
ные в одной и той же плоскости) не имеют общих внутренних то­
чек, то \j m 2 = ^Мі  “*■ >
2) инвариантности: если M i  =М2, то SM -  S M2;

3) монотонности: если с  М 2, то S M < S M2.

Для многоугольников в узком смысле слова эти свойства извест­
ны из курса математики средней школы. Указанные свойства, очевидно, 
верны и для многоугольников в широком смысле слова. При этом сле­
дует учитывать, что площадь пустого и конечного множеств по опреде­
лению принимается равной нулю.

2. Понятия квадрируемой плоской фигуры и ее площади.
Критерий квадрируемости

Пусть Ф -  ограниченная 
фигура, расположенная в данной 
плоскости а. Рассмотрим на 
плоскости а  всевозможные 
многоугольники M i  и М 2 такие, 
что М \  с Ф а М 2 (см. Рис. 1).

Так как M j сМ<>, то по 
свойству монотонности (для много­
угольников) имеем: < S m z ■

Следовательно, числовое 
ограничено сверху, а числовое

Рис. 1

множество іS M l \ ( У М і ^ Ф )

множество [SM21 (V M 2 :з Ф) ограничено снизу. Поэтому существуют

конечные точная верхняя грань S i  первого множества и точная нижняя 
грань S 2 второго множества:

Si  = Bup{SM }, S 2 in f  (Sm 2 }•М2эФ (1)
МісіФ

Поскольку Э щ  < S m 2 (УM l  с Ф, VM2 з  Ф), то

S i < S 2. (2)
Определение. Если S i = S 2 , то плоская фигура Ф называется 

квадрируемой, а число S = S 1 =S 2 называют площадью этой фигуры.
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§1, Понятие квадрируемой плоской фигуры и ее площади. Критерий квадри­
руемости. Основные свойства квадрируемых фигур

Если же S ,< S 2 , то фигура Ф называется неквадрируемой .
Замечание. Если Ф=М  -  многоугольник, то, очевидно, S i  = S M и 

^2  = &М- Следовательно, любой многоугольник -  квадрируемая фигура, 
причем его площадь, в смысле данного выше определения, совпадает с 
площадью, определенной традиционно (см п. 1 ).

Неквадрируемые плоские фигуры существуют.
О Пусть Ф -  {(x,z/)eR2| 0<я;<1, 0<г/<1, jceR\Q_, y e K S Q J ,  т.е. 

Ф -  множество точек единичного квадрата К,  у которых обе 
координаты являются иррациональными числами .

Любой многоугольник M i ,  содержащийся в Ф, есть либо пустое, 
либо конечное множество (см. п. 1 ~ определение многоугольника в 
широком смысле слова). Поэтому S M l =0 ( \ fM i  с  Ф) и

Sj = sup  {S^f } =0. Кроме того, очевидно, что S2 = in f  {SM } =S*=1.
М]сФ М2эФ
Таким образом, S i < S 2. Следовательно, данная плоская фигура Ф 

неквадрируема. ♦
Теорема 1 (критерий квадрируемости). Плоская ограниченная фи­

гура Ф квадрируема тогда и только тогда, когда для любого є  >0 най­
дутся многоугольники M i  и М 2 ( расположенные в той же плоскости, 
что и фигура Ф ) такие, что

(М 1 С Ф С М 2) л ( S M2 -  S M l <€) .  (3)

О Необходимость. Пусть фигура Ф квадрируема, тогда S i= S 2, где 
неотрицательные числа S  j и S 2 определяются равенствами (1). Из этих 
равенств, в силу определения точной верхней и точкой нижней граней 
числовых множеств, следует, что для любого £>0 найдутся много­
угольники M i d  Ф и М 2э Ф  такие, что

S Mi > s l ~ 2 > S M2 < s 2 + 2 ■

А тогда в щ  -  S M l < S 2 - S i + e ,  т.е. Я щ  -  S Ml < £ (так как S l ---S2).

Таким образом, задав любое е >0 , мы нашли многоугольники M i  
и М 2 такие, что выполняются условия (3).

Достаточность. Пусть для любого £>0  существуют 
многоугольники M i  и М 2 такие, что выполняются сотношения (3). 
Требуется показать, что фигура Ф квадрируема, т.е. что S 1 =S2, где
Si  = sup  {SM }, S 2 = in f {SM }.

Mic.0  М2 = Ф
Действительно, из последних равенств следует, что

S Ml < S i ,  S Mz > S 2 (4)
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для любых многоугольников M i  и М 2 таких, что М  j с: Ф, М 2 о  Ф, а , 
значит, и для многоугольников, указанных в соотношениях (3).

Из (4), в силу (3), получаем:
S 2 -  < в щ  -  S Ml < є ,

т.е.
0 < S 2 - S 1 <e.

Отсюда видим, что <S2 -  -О, или S 2= S] (поскольку S 2 S j -
постоянная неотрицательная величина, а число s > 0 можно взять сколь 
угодно малым). ♦

С помощью теоремы 1 устанавливается и более общее утвержде­
ние.

Теорема 2 (обобщенный критерий квадрируемости). Для квадри­
руемости плоской ограниченной фигуры Ф необходимо и достаточно, 
чтобы для любого є > 0 существовали две квадрируемые фигуры Ф, и 
Ф2 (расположенные в той же плоскости, что и фигура Ф) такие, что

(Ф1 С Ф с Ф 2) л ( 5 ф2 - S 01 <є) .  (5)

О Необходимость. Пусть фигура Ф квадрируема. Тогда в силу 
теоремы 1 для любого Е >0 найдутся многоугольники M i  и М 2 (квадри­
руемые фигуры!) такие, что выполняются соотношения (3), а, значит, и 
соотношения (5) при Ф \ = М у , Ф2~ М 2 .

Достаточность. Зададим произвольное є >0 и пусть для числа 
£

£\ ~ о существуют квадрируемые фигуры Фг и Ф-2 такие, что
О

(Ф1с: Ф с і Ф2) л ( 8 ф2 - 3 Ф і < ^ ) .  (5')
О

Покажем, что фигура Ф квадрируема.
Действительно, так как Ф1 и Ф2 -  квадрируемые фигуры, то, на 

основании определения квадрируемой плоской фигуры, можем запи­
сать: 5ф. = sup  {SM }, Яф2 = in f  {SM }, где M i  и М 2 -  мно- 

Miz>0i М2 зФ 2

гоугольники.
В силу последних равенств найдутся многоугольники M j и М 2 

такие, что

(М і с Фі ) л (S M l> S 01- | )

и

( М г Z) Ф2) л  ( S M 2 < S 0 2  +  - ) .

Два последних неравенства можно переписать в виде
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§1. Понятие квадрируемой плоской фигуры и ее площади. Критерий квадри­
руемости. Основные свойства квадрируемых фигур

&Фі ” ~ > &М2 ~ (6 )

Складывая почленно неравенства (6) и (5 ') , получаем:
S m 2 ~ $Мх < е -

При ЭТОМ М іс Ф с М з  (это следует ИЗ ТОГО, ЧТО М у с  Ф\ с Ф с  Ф2 е М 2).
Таким образом, для произвольно взятого є > 0 и указанных выше 

многоугольников М \  и М 2 выполняются условия (3) теоремы 1. Сле­
довательно, фигура Ф квадрируема. ♦

3. Основные свойства квадрируемых фигур
Теорема 3 (свойство монотонности). Если плоские ограниченные 

фигуры Фj и Ф2 квадрируемы и Ф} с- Ф2, то Яф] < S 0 2 .

О Введем в рассмотрение всевозможные многоугольники М]_ и 
М 2 такие, что M i  с  Ф), М 2 э Ф 2. Тогда, с учетом включения Ф, с Ф 2 , 
будем иметь:

с  М2

откуда SjMj < SM2 (wo свойству монотонности для многоугольников) и, 

следовательно,

sup {SM }< inf {SM } ,T . e .S 0 < Б Ф ♦ 
м іС фх "2=Ф2

Теорема 4. (свойство аддитивности). Если ограниченные фигуры 
Фі и Ф2 (расположенные в одной плоскости) квадрируемы и не имеют 
общих внутренних точек, то их объединение Ф) и  Ф‘Л есть также квад­
рируемая фигура и

Зф^Фг = 'S®! + 5ф2 . (7)
О Пусть выполнены условия теоремы. Докажем, что фигура 

и  Ф2 квадрируема. Зададим произвольное є>0. Так как Фх -  квадри­
руемая фигура, то существуют многоугольники М 1(1) и М 2(1) (соответ-

8  \ствую щ ие числу - - )  такие, что

( М ^ с Ф . с М ^ л ^ т  - s Mlm < ^ 1 - (8 )
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Аналогично (в силу квадрируемости фигуры Ф2) найдутся много­
угольники М \ ( 2\  М 2<2) такие, что

( М ^ а  Ф 2 с М 2(&)  л  ^ М а (2) -  S M l (2) <  | j  • ( 9 )

Очевидно,что
с  Ф 1 и Ф 2 а  М 2 (1 )^ М 2 12'. ( Ю )

Далее, так как ]Ф^[п]Ф 2[= 0 , то и ]Мх(2)[= 0 , а тогда
S M ^  u i f ] (2) = S Ml(D + S M](2) (И )

(no свойству аддитивности для многоугольников).
Нетрудно заметить также, что

откуда
S M2W v M 2M  ~ S M2W + S M2l2) - S W « n W 2) ’

S M2m u M 2w - S M2v + S M2w -  (12)
Учитывая (11), (12), (8) и (9), получим:

'SAf2(1)uM 2(2) 'SM1(1)uM 1(2) ~

-  ( S m P  -  S M ^  )+ ( 'Sm2<2> ~ S M ^  )< §  + §  = £ ■
Таким образом, для любого є > 0 существуют многоугольные фи- 

гуры М 1 =М 1 (1 )и М 1(2) и М 2=М 2(1) и М 2® такие, что имеют место 
включения (10) и неравенство S j^  -  < £'• Следовательно, по тео­

реме 1 фигура Фх и  Ф2 квадрируема.
Покажем теперь, что имеет место равенство (7).
Действительно, так как

® Ф і и Ф 2 — S U p  { ^ М 2 ^ ’
л Г і с Ф і и Ф 2 м 2=>ФіиФ2

то
-S m , ^  >5ф1 и Ф 2 -  &Мг  ( 1 3 )

(по свойству монотонности для квадрируемых фигур).
Отсюда при M 2=M 2(1)u M 2(2), с учетом (12),

получаем:

S M 1W + S M ^  -  ^ ф 2 5  S M 2m  + 8 м Р  ■ ( 1 4 )

С другой стороны,
s M im  Z Яфг z  S M 2m > s M l(2) *  « Ф 2 S  « М з ( 2 ) ,

так что

5 м х(1) + V {2) ~ Бфі +8фг -  S M2m  + S m 2{2) ■ (15)
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§1. Понятие квадрируемой плоской фигуры и ее площади. Критерий квадри­
руемости. Основные свойства квадрируемых фигур

Умножая почленно (14) на (-1), складывая полученное двойное 
неравенство с (15) и учитывая (8) и (9), будем иметь:

— є < ( S $1 + 5 ф2 ) — ^ф2 < є  j

откуда следует (в силу произвольности є>0), что 

(<S®1 +S®2 ) — £>фі й ф2 “ 0.

Последнее равенство можно переписать в виде (7). ♦
Замечание 1. Читатель без труда может убедиться, что для пло­

ских ограниченных квадрируемых фигур справедливо свойство инвари­
антности:

(Ф3=Ф2)=> (5 ф1 = в ф2).

Замечание 2. Можно показать также, что разность, пересечение и 
объединение любых двух квадрируемых плоских ограниченных фигур 
являются также квадрируемыми фигурами.

Упражнения
1. Пусть Фу и Ф<і -ограниченные плоские фигуры, расположен­

ные в одной плоскости. Можно ли утверждать, что их объединение 
(пересечение) является неквадрируемой фигурой, если Ф\ -  квад­
рируемая фигура, а Ф2 -  неквадрируемая фигура?

2. Приведите пример двух неквадрируемых фигур, расположен­
ных в плоскости OXY, объединение которых есть квадрируемая 
фигура.

3. Докажите свойство инвариантности площади плоских фигур.

'§ 2. Вычисление площадей плоских фигур

1. Площадь криволинейной трапеции
Рассмотрим на плоскости O X Y  фигуру, ограниченную линиями 

х=а, х=Ъ (а<Ъ), у - 0, у= {(х), где функция f (x)  определена и неотрица­
тельна на отрезке [а;&] (см. Рис. 1).

Такую фигуру называют криволинейной трапецией, опирающейся 
на отрезок [a;f>] оси ОХ,  или подграфиком функции f(x).
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Теорема 1. Если функция {(х) неотрицательна и интегрируема на 
отрезке [а; Ъ\ (а<Ь), то её подграфик есть квадрируемая фигура, пло­
щадь которой равна определённому интегралу от функции f(x) по от­
резку [а; Ь]:

ь
S  = l f (x)dx .  (1)

а
О Так как функция f (x)  интегрируема на отрезке [аф], то

lim  ( S ( T ) - S ( r »  = 0 , (2)
Я(Г)-> о

где Т = {а = Xq < х г < ... < x n_i < х п = b}~ произвольное разбиение
отрезка [а;Ь] на любое конечное число п  
частичных отрезков ІХ/г-ь^й ] ( й = 1 ; п ); 
Х(Т)- наибольшая из длин этих частич-

п
ных отрезков; S(T) = ^  и

fe=l
_  п
S(T)  = ^ M kAxk -соответственно ниж- 

к=1
няя и верхняя суммы Дарбу функции 
f(x),  соответствующие разбиению Т  от- 

in f {/(*)}, М к = sup {/(«)},
xelxk - l ;xkl x s lxk - V xk^

&xk = x k - X k_x (k = 1  ;n)).
Соотношение (2) означает, что

0 / є  >0)(3 S--=<5(й)>0)('VT) [MT)<S => S (T)~S{T)<£]. (3)
Зафиксируем какое-нибудь из таких разбиений Т.
Пусть Ф -подграфик функции ((х) (т.е. криволинейная трапеция, 

ограниченная линиями х  -  а, х  = Ь, у  -  0, у  = f(x)), Pk - прямоуголь­
ник с основанием [xk^ ; x k ] и высотой m k, Qk -прямоугольник с осно­
ванием и высотой M k (k = 1 ; п), Ф\ ~ многоугольная фигура,
образованная из прямоугольников Р^, Ф% - многоугольная фигура, об­
разованная из прямоугольников Qk.

На Рис.2 заштрихованы пять прямоугольников фигуры Фу. Очевид­
но, что S(T)  - площадь фигуры Ф\,  S (T )- площадь фигуры Ф%-\
S(T)  = S0 l , S(T)  = 5ф 2 .

Последнее неравенство цепочки (3) теперь можно записать в виде 
$ф2 *S<X>! <̂£-
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Таким образом, задав любое £>0, 
мы указали две квадрируемые 
фигуры <J>i и Ф‘2  (многоугольники!) та­
кие, что
(Ф: с  Ф с  Ф2) л  (^ф2 -  3 Фі < є).

Следовательно, фигура Ф квадри­
руема. Обозначим её площадь через S и 
покажем, что имеет место равенство (1 ). 

Действительно, так как 
а  х 2 xk_] Хк ^  хп-\ Ь % Ф^ с Ф  с  Ф2 ) то по свойству моно­

тонности площади имеем:
Рис. 2

т.е.
S ( T ) < S < S ( T ) .  (4)

С другой стороны,
ь _

S ( T ) < \ f ( x ) d x  < S(T)  (5)
а

( по следствию из критерия интегрируемости (см. § 3 главы 2 )).
Умножая почленно (4) на (-1 ) и складывая с (5), получаем:

_  ь __
-  (S(T)  -  S(T)) < \ f ( x ) d x  ~ S <  S(T)  -  S ( T ) .

a
Переходя в этом двойном неравенстве к пределу при Л(Т) —> 0 

и учитывая (2 ), будем иметь:
ь
j f ( x ) d x  -  S  -  0 ,
а

откуда
ь

S  = ^f(_x)dx. ♦
а

Равенство (1) выражает геометрический смысл определённого 
интеграла: определённый интеграл от неотрицательной интегрируемой на 
отрезке [а\Ъ] функции f (x)  равен площади подграфика этой функции.

Пример 1. Если криволинейная трапеция, расположенная в плос­
кости O X Y ,  ограничена линиями х= 0, х=л,  у - 0, i/=sinx и S -сё  пло­
щадь, то

*
S  = \ s in  x d x  = -  cos х| - 2  (ед2). 

о о
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2. Вычисление площади плоской фигуры в декартовых коор­
динатах

Теорема 2. Если фигура Ф, расположенная в плоскости O X Y ,  
ограничена линиями y=f \(x) ,  y ^ f 2(x), х  :-а, у -Ъ,  где функции f](x),  
f 2{x) непрерывны на отрезке [а;Ь] (а<Ъ) и f i(x)<f2(x)  на [а\Ь], то пло­
щадь этой фигуры выражается формулой

S  = ){f2^ ) - f x(x))dx.  (6)

А
У~/г(х)

О 1. Пусть сначала 0 < Д(х) < f2(x)  (V* є  [а ! &]) (см- Рйс- 3).
Имеем: Ф==Ф2 \Ф\Ь где 0 j  и 

Ф2 - соответственно подграфики 
функций f \ (x)  и fo(x). Так как эти 
функции непрерывны на [а\Ь\, то 
они интегрируемы на [а\Ь\. По тео­
реме 1 фигуры Фі и Ф2 квадрируе­
мы, и, значит, квадрируема и фи­
гура Ф.

По свойству аддитивности 
площади имеем:

У = Ш

Рис. 3 S .  =

откуда
= S tф„ ■S,

2 1
Поскольку (на основании теоремы I)

= j f i ( x ) d x ,  5ф 2 = j f 2(x)dx ,

го

или

ь ъ ь
5 Ф = \ f 2(x)dx - \ f x(x)dx  = J(/2(ж) -  f i (x))dx

а а а

S = \ (f2{x) -  f i(x))dx.
а

2. Пусть теперь имеются точки фигуры Ф, расположенные ниже 
оси ОХ  и пусть с = m ax ІД (дс)|. Тогда /, (х) + с > 0 на [а',Ъ].

хе[а\Ь]
Положим Х ~ х ,  Y  у+с, т.е. введём на плоскости новую систему 

координат O i X Y  (см. Рис. 4).

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А.
 Ку
ле
шо
ва



Относительно этой системы коорди­
нат фшура Ф ограничена линиями 
Х= а,  Х=Ь, Y=F1(x)=f1(x)+c,  
Y - F 2(x )= f 2{x)+c, где функции 
F i(x ), Fo(x) непрерывны на Га;Ы и
О < F i ( x ) < F 2{x) на [а;Ъ].

Тогда, как показано в п. 1, фи­
гура Ф квадрируема и 

ъ
Зф = \ (F2( x ) - F x(x))dx = 

а
Ь

= \ ( h ( x )  -  fx(x))dx,
а

т.е. по-прежнему площадь фигуры Ф может быть вычислена по формуле 
(6)>

Замечание 1. Если фигура Ф ограничена линиями х=а, у -b ,  у  ~0, 
y~-f(x), где функция f(x)  непрерывна на отрезке [а\Ъ] (а<Ъ) и f ( x )<0 на 
[а;Ь], то её площадь выражается формулой

ь
S  = -  j f ( x )dx  

а
или

Ъ
S  = J| f(x) \lx.

а
Справедливость этого утверждения непосредственно следует из 

формулы (6) при f l (x)=f(x),  f 2(x) = 0.
Замечание 2.Если фигура Ф, расположенная в плоскости O X Y ,  

ограничена линиями у=с, y=d, х= <р\(у), х  = <р2( у ) , где функции 
(Pl(y), <р2(у) непрерывны на отрезке \c;d] (c<d) и <Рі(у) < <р2(у)
( У у  є [с; d ] ) , то площадь этой фигуры может быть вычислена по фор­
муле

d
S  -  i(<p2{y) -  <Pi(y))dy. (7)

с
Это утверждение отличается от теоремы 2 лишь тем, что мы по­

меняли ролями оси координат.
Пример 2. Вычислим площадь фигуры, ограниченной линиями

у  = X 2 -  2х,  у  -  X  (см. Рис. 5).
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О Легко видеть, что проекция этой 
фигуры на ось О Х  есть отрезок [0;3], 
f i ( x)= x2-2x,  f 2(x)=x,  h(x)< f 2(x) на от­
резке [0;3] и функции f i(x) ,  f i (x )  непре­
рывны на [0;3].

Воспользуемся формулой (6). Име­
ем:

3

Рис. 5
S =

О
2x))dx=

_ м3

= {(Зх -  X  )dx -  [по формуле Ньютона-Лейбница] -  
О

"  F  = Т  = 4,5 (ед2)' 4

з  2-  X 
2

х
~3

\ О

3. Вычисление площади подграфика функции, заданной па­
раметрически

Теорема 3. Пусть функция y=f(x),  определённая на отрезке [а;Ь] 
(а<Ъ), задана параметрически

X = <p(t),

У = И * ) ,
где функции (p(t) и </4t) определены на некотором отрезке таком,
что <p(ti)=a, <p(t2)~b,  и пусть, кроме того, функция yAt) непрерывна и 
неотрицательна на а функция <p(t) имеет непрерывную производ­
ную cp\t) и строго монотонна на [ti\t%].

Тогда площадь подграфика функции y=f(x)  можно вычислить по 
формуле

S -  \y/(t)ip'(t)dt • (8)
* і

О В силу строгой монотонности функции x~<p(t) существует обрат­
ная ей функция I ~(р 1(х), непрерывная на отрезке так как функция 
x —q(t) по условию непрерывна на соответствующем отрезке і ; ̂ 2І

Поскольку, далее, f (x) = yy{ fp' l(x)) и функции у/, (р~1 непрерывны 
на соответствующих отрезках [t i ;t2] и то на основании теоремы о
непрерывности сложной функции заключаем, что функция f (x)  непре­
рывна на отрезке [а\Ь] и, кроме того, f (x)  >. О на \a\b\ (так как функция у/ 
неотрицательна).
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Таким образом, выполнены все условия теоремы 1 для функции 
f ( x ) на отрезке \а;Ь], Поэтому подграфик этой функции есть квадрируе­
мая фигура и её площадь S  выражается формулой:

ъ
S = \ f ( x ) d x .

а
Производя в этом интеграле замену переменной интегрирования по 

формуле и упитывая, что q>'l(a)~tx, t p l(b ) - t2, f(<p(t))~ip(t),
dx=(p'(t)dt., получим окончательно:

Ч
S -■ \\}/{t)(p\t)dt. ♦

*i
Пример 3. Вычислим площадь фигуры Ф, ограниченной эллипсом 

\х  -  a cos t,
\у  - b & i n t .

О В силу симметрии фигуры Ф относительно осей координат дос­
таточно рассмотреть её часть Ф5, расположенную в первом квадранте 
(см. Рис. 6 ).

Рис. 6

Точка (х; у ) описывает дугу эллипса, лежащую в этом квадранте
л(в направлении против часовой стрелки ), если t изменяется от 0 до --.
2

Легко видеть, что на отрезке где = —, t 2^0,  функции

<p(t)=acost, ц/i  t) bsinf удовлетворяют условиям теоремы 3. Поэтому
п

Н 0 2
S f  -  \ty{t)(p’(;t)dt -  J (Ь sin  і ( a s in  t))dt -  ab Jsin  t d t -

ci 5. ®
2
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Я 
2 ■, 1  -  cos 2t _ ab= a b -------------dt= —
о 2  2

-  sin  2t 
2

nab
(ed.2).

Из квадрируемости Фу следует, что и вся фигура Ф квадрируема 
(на основании свойств инвариантности и аддитивности площади ), при­
чём .

Таким образом, ЯФ=л:аЪ (er).2).
В частности, площадь круга радиуса а равна л: а2 (ед.2 ). ♦

4. Вычисление площади криволинейного сектора в полярных 
координатах

Используя критерий квадрируемости, нетрудно убедиться, что 
круговой сектор радиуса R  с центральным углом величины со (радиа-

1 9нов) есть квадрируемая фигура с площадью -  R  со.
2

Пусть теперь на плоскости дан произвольный (не обязательно кру­
говой) криволиней­
ный сектор Ф (см. 
Рис. 7) с вершиной
О, ограниченный 
лучами (р~ ос, 
<p = ß ( a < ß )  и ду­
гой A B ,  уравнение 
которой в поляр­
ных координатах 
имеет вид г -/( щ  
(f(cp)>0 , a<(p<ß).

неотрицательна и
интегрируема на [a;ß].

Тогда криволинейный сектор Ф, ограниченный лучами (р ~а, (p=ß 
и дугой r-f(rp) (а  < (р < ß), есть квадрируемая фигура, площадь которой 
выражается формулой

l ß  2 i r m < p .
Ä /V

(9)

О Пусть Т  = ja = <р 0 < (рх < ... < <рп_у < (рп = ß \ ~  произвольное 

разбиение отрезка [ar,ß| на любое конечное число п  частичных отрез- 
ков \SPk-г ’ ^ /3  = ї»^). Проведя лучи <р = <pk (ft = 1, п  -  l ) ,  мы разо-

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А.
 Ку
ле
шо
ва



бьем криволинейный сектор Ф на п элементарных криволинейных 
секторов.

При любом фиксированном k (k  є {l,2,...,п}) введем в рассмот­
рение два круг овых сектора с вершиной О и радиусами

r h = in f {Кф)}> R k = sup  {/(?)} 
<P4<Pk-v<P£ VZlVk-i’Vd

(сектор радиуса г;г заштрихован на Рис. 7 ).
Пусть Фі -  объединение круговых секторов радиусов Г fr, а Ф2 - 

объединение круговых секторов радиусов R k  (k = 1, п ). Очевидно, 
Ф, с  Ф (Г Ф2. По свойству аддитивности (площади) фигуры Ф\ и Ф% 
квадрируемы, причем

5 ф Л  £  r 2\ (pk , 5 ф - \ ГІ
1 ^ k=l г z fe=l

где А<р^ (pk -  (ph_x ik = ї.га).
Отсюда видим, что £ Фі и 5ф 9 являются соответственно нижней

1 о
и верхней суммами Дарбу функции — /  (<р) для указанного выше раз­

биения Т  отрезка [a\ß \ :
S®t  = S ( r ) ,S 0 2 =S(T).

Так как, по условию, функция f(<p) интегрируема на отрезке

[a\ß\, то функция — / 2(^) также интегрируема на [a;ßj. Поэтому 
2

~S(T)~ S( t ) -> 0 при 1(Т)-= m ax {A^ft}->0, т.е.
k

(Ує > 0)(М  = S(e) > ОХУГН/ЦГ) < S  => S(T)  -  S(T) < є]. 
Отсюда следует, что для любого £> 0  существует разбиение Т  

отрезка [a;ß] такое, что S(T)  -  S(T) < є , т.е. 5 Ф --5Ф <£
Таким образом, при любом є > 0 существуют две квадрируемые 

фигуры Фу и Ф‘2 такие, что
( ф [  с  Ф  с  Ф 2 )  А  ( в ф 2 -  в ф ^  <  с ) .

Отсюда, на основании обобщенного критерия квадрируемости, 
заключаем, что данный криволинейный сектор есть квадрируемая фи­
гура. Пусть S  - площадь этого сектора. Докажем справедливость фор­
мулы (9).

Поскольку Фх с  Ф с  Ф2 , то по свойству монотонности площади 
имеем:
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< Бф< Яф2 ,
т.е.

s (t ) < s  < s (t ).
1 9С другой стороны, определенный интеграл функции ~ f  (<р) по
2

отрезку [а;Р]чаключен между ее суммами Дарбу:

S(T) < -  j f  (<p)drp < S(T).
a

Из двух последних неравенств получаем

-  (s(T) -  S(T))  < S  -  ~  \ г г {<р)<1(р <S(T) -  S ( T ) .
а

Отсюда, учитывая, что S ( T ) -  S(T)  -> 0 при Д Т ) - Л ,  на осно­
вании «принципа двух милиционеров» заключаем, что

1 ß
S - -  \ f 2((p)d<P = О

а
ИЛИ

І^Г 2s  = -  \ f 2W < p . *
а

Замечание. Если плоская фигура не является криволинейным 
сектором, то ее представляют (если это возможно) в виде объединения 
или разности квадрируемых криволинейных секторов с общей верши­
ной, к каждому из которых применима формула вида (9).

Рис.8
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Например, в случае фигуры, заштрихованной на Рис. 8, имеем:
Л ß 1 ß 1 ß

S  = 2  U * W d<P -  J  = 2 "  A2 (?))<*?•
я or а

Пример 4. Вычислим площадь фигуры Ф, ограниченной кардио­
идой r = a (l  fcos <р) (а>0).

О Так как данная фигура Ф (см. Рис 9.) симметрична относительно 
полярной оси (оси ОХ),  то достаточно ограничиться рассмотрением ее 
верхней половины Фі , которая представляет собой криволинейный сек­
тор, ограниченный лучами q>—0 , (р~п и дугой г a ( l+ c o s  (р).

Рис 9.
Функция f((p )= a ( l  +coS(p ) непрерывна (и, значит, интегри­

руема ) и неотрицательна на отрезке [0;я]. Поэтому (в силу теоремы 4) 
фигура Фі квадрируема, а тогда и вся фигура Ф квадрируема, причем 

5ф =2 Зф j .
Поскольку

Я- „ . . ' о „2 я
Ф-. * j / 2 = * J a 2 (l + cos (p f dq> = I (1 + 2 cos p  +

9 „ 2 0 '  -2 0 

2

0

2 4-і a  i  n • a 2 1 1 +  c o s 2<P л  ^ c t 2 ,+ cos ^ ) ^  = ^-(^> + 2 s in p J 0 f y j ----- 2------ = _  +

a
4

+ —  19) + — sin  2 ^1
2

2 6

K n a 2 ;ra2 3 2 — я: a  ,
4

to = |т г а 2(ед2)4

Упражнения
1.Нарисуйте на плоскости ОХУ фигуру, площадь которой равна

2
{ \x\dx. Вычислите эту площадь.
1
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2 і--------   З і .
2.Вычислите интегралы JV4 - х  dx  и J л |4 - ( х - і )  d x ,  ис-

- 2  -1
пользуя геометрический смысл определенного интеграла.

3.Найдите площадь фигуры Ф = |(х , у)  j 0 < х  < 1, 0 < у  < 2х |.
4.Вычислите площади фигур, ограниченных указанными линия­

ми: „ </
I ) у = 4 - х 2, у= х2-2х; ' J  2) у= 3х-х2, у=0; L
3) r/=jc3, у = 2 х ; ' 4) у2^-2х+4, х^О;
5 ) у = х 2-1, у=0; 6) г/2=х(х-1)2;
7) х4+і/4=х2+і/2; 8) х2-6х+у2+16у=0;
9 ) у = е х, y= tx, х = 2 ; 1 0 ) і/= 1я х ,  y = - \ n x , x = 4 e \
I I ) y~<zx, y = l n x ,  y=-l ,  x = 0 , x = l ;  1 2 )i/= lrcx , z/=ln2x;
13) 4y= 8x-x2, 4г/=х+6; 14) y2+ 8x=16, z/2-24x=48;
15) y= arcsin  x ,  i/=arccosx , x 4 ) ;  1 6 )y 2=x, xy=&,  x = 8 .

17) у = ach —, X -  0 , у  = —  (e2 + 1 ) (а > 0). 
а 2e

5.Найдите площадь криволинейного треугольника, ограниченного 
параболой у - х 2 и касательными, проведенными к ней через точки (па­
раболы) с абсциссами х^= - 2 , х 3=2 .

6 .Найдите площадь фигуры, ограниченной одной аркой циклоиды 
x= a(t ~sm t) ,  y = a ( l ~ c o s t ) и осью О Х  (а> 0).

7. Вычислите площади фигур, ограниченных линиями:
1 ) x=acos3t,  u=asm3t  (а>0);
2) x= 12cosi+ 5sin f, j/=5cos*-12sini;

x = 4 co s4 £,
3) < , x=0  , y=0 ;

[y = 9 sin  t
4) x=2acost-acos2t,  y= 2as in t -a s in2t  (a>0).

8 . Найдите площади фигур, ограниченных линиями:
l)r=acos4<p; 2) r 2=acos 4<р\
3) r= as in  Зі’ff, 4) r 2=asin  3 cp;
5) r -a c o s  6 (p\ 6) r 2= a 2cos 2 <p;
7) r 2^ a 2sin  4(p\ 8 ) r= 2 + c o s ^ .

9. Найдите площадь фигуры, ограниченной кривой 
r~2acos %(р и лежащей вне круга г = а (а>0 ).
10. Найдите площадь фигуры, ограниченной петлей кривой (ле­

вой ветви конхоиды Никомеда) г = —- -----Ъ (0 < а < Ь).
COSI'р
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§3. Функции с ограниченным изменением
Эти функции необходимы, в частности, для полного решения во­

проса о длине ограниченной кривой.
Пусть функция f(x)  определена на отрезке [ a;b ] (a<b) и пусть

T = ja = x Q < х : < - < х п 2 < х п = b } -  (1 )

произвольное разбиение отрезка [ a;b ] на частичные отрезки 
i x k-üx k ] ( k  = l , n ; n  e N ).

Составим сумму

Vf (T )=  t  - /(* * _ !)). (2)
k^i

Эта сумма, вообще говоря, зависит от разбиения Т.
Определение. Если множество {Vf (Т)} неотрицательных чисел 

(2), соответствующих всевозможным разбиениям Т  отрезка [a\b ], ог­
раничено сверху, то функция f (x)  называется функцией с ограничен­
ным изменением на отрезке [ a;b } (или функцией ограниченной вариа­
ции ), а число

V  f  = sup{v^(T)} (3)
а 7і

называется полным изменением (или полной вариацией ) функции f(x) 
на отрезке [a;b ].

Если множество {Vf(T)} неограничено сверху, то пишут
Ъ
V f -  -f-со. 
a

Кроме того, по определению полагаем
a
V f -  0 . 
a

Про функцию с ограниченным изменением на отрезке [a;b ] гово­
рят также, что она имеет ограниченное изменение на [a;b ]. ■

Приводимые ниже теоремы 1-3 определяют простейшие классы 
функций с ограниченным изменением.

Теорема 1. Любая монотонная на отрезке [а;Ь] функция f (x)  есть 
функция с ограниченным изменением на [a\b ].

ОПусгь, для определенности, /(.г)-неубывающая на [a\b] (a<b) 
функция. Для любого разбиения (1) отрезка [а;Ь] имеем:

v f (T )  = X If ( x k) -  f ( x k - 1 )|,= Z  (f ( x k ) -  f ( x k - \ ) )= f (x n)~f(x o)~
k= l  k-A

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А.
 Ку
ле
шо
ва



—/(b)—/(а), т.е. Vf {T) = №  -  /(а )  -  const.

Следовательно, множество {Vf (Т)} ограничено сверху, причем
sup f y ( T ) \ = m - f ( a )

Т
т.е.

V f ^ f { b ) - f { a ) .  (4)
а

Таким образом, для любой неубывающей (в частности, возра­
стающей ) на [а;& ] функции f (x)  имеет место равенство (4).

Аналогично, любая невозрастающая (в частности, убывающая) на 
[а\Ь] функция f ix)  есть функция с ограниченным изменением на [а',Ь], 
причем

V f  = f{a )- f{b) .  (5)
а

Из предыдущих рассуждений следует, что для монотонной на 
[а;&] функции f(x)  при любом разбиении Т  отрезка [а;Ь ] имеет место 
равенство

Ь
VAT) = V f . *  (6)

1 а
Теорема 2. Разность любых двух неубывающих на отрезке [а\Ь]

(а<Ъ) функций f i (x)  и /г(х) есть функция с ограниченным изменением 
на [а;Ь].

О Положим /(# )= /2(х ) - / і(л). Для любого разбиения (1) отрезка 
[а\Ь] имеем:

v f (T ) = Ц \ Ш х к) -  f l ( x k))  -  Ш х к - \ )  -  h ( x k- \) ) \  =
k~l

= T\( f2(x k ) - M x k - i ) ) - ( f i ( x k ) -  f i (x k^ i ) ) \^  T \ h i . x k ) ~  /2 ( ^ - 1  )| +
k=i k -̂i 

П
+ H \ M x k) -  f l (x k-l)\ =[«° теореме 1 ]=

Ä=1

-  {f2(b) -  f2(aj) + {A(b) -  A (a)) = V  f2 + V fx .
a a

Итак, множество {Vf(T)} ограничено сверху. Следовательно, функ­
ция f 2 ix )~fi(x ) есть функция с ограниченным изменением на [а;Ь].Ф
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Теорема 3. Если функция f(x)  имеет на отрезке [а;Ь ] (а<Ъ) 
ограниченную производную (в частности, если f (x)  непрерыв­
но-дифференцируема на отрезке [а;Ь]), то эта функция есть функция с 
ограниченным изменением на [а;£> ].

О Так как, по условию, производная функция f { x ) ограничена на 
[а;Ъ ], то существует число с>0 такое, что I f'(x)\ < с на \а;Ь ].

А тогда для любого разбиения (1) отрезка [а;Ь ] имеем: 
п

Vf (T) -  f ( x k) -  /(*fe_i)|-[no теореме Лагранжа]= 
k=l

п п
= Z I f ' (ck)(x k ~ Ч л ) \  ^  Z c(x fe -  x k - i ) = С‘(ХП ~ х о) = с - ( ь - а )  

k=i
(ck є  tx k_ i , x k ] ,k = 1,га), т.е. Vf (T) < ф -  а).

Следовательно, множество {Vf (T )} ограничено сверху, гак что 
f ( x ) -  есть функция с ограниченным изменением на отрезке [а;Ъ\ ♦

Замечание. Существуют непрерывные на данном отрезке функ­
ции, не имеющие на этом отрезке ограниченного изменения.

Действительно, рассмотрим функцию

/(* ) =
— 7ТX • cos —, если 0 < X < 1,

X
О , если X = 0.

Эта функция, как легко проверить, непрерывна на отрезке [0; 1]. 
Произведем следующее разбиение отрезка [0; 1]:

Т  = \0 = х о < X. < ... < X* < X

где

X, х п =
п  - 1

1 1, Хп = ------  ,..., х п Л = —
3 га- 2  п - 1 2

(т.е. Xи = ----- -.------ ; ; k = 1;га ). Учитывая, что cos kn=(—l ) k (k  e N ) ,
R n -  (k -  1 )

получаем:

v f(t)  = Z |/(* * )- /(* fe - i) | = 
k=i

:( - ! )"  - 0
in

1 (_!)»L
Vra- 1  vra I

4 s

= n ■

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А.
 Ку
ле
шо
ва



Отсюда следует, что множество {V f (Т)} неограничено сверху, так 
что данная функция не имеет ограниченного изменения на отрезке 
[0 ; 1].

Теорема 4. Если f ( x ) -  функция с ограниченным изменением на 
отрезке [а; Щ (а<Ъ) и с є (а; Ь), то функция f(x)  имеет ограниченное 
изменение и на отрезке [а;с], причем

с Ъ
v f < v f ~ \ m - m \ .  (7)
а а

0 Пусть Т с -произвольное разбиение отрезка [а; с]: 
Т с ={а=х0<х]<...<хп л =с}.

Присоединяя к точкам разбиения Т с еще точку х=Ъ, получим не­
которое разбиение Т  отрезка [а\Ъ\:

Т ={a=x0<xi<.. .<xn. i<xn=b}.
Очевидно,

v f (T) = v f (Tc ) + \ m - № \ < v f .
а

Отсюда имеем:

Vf (Tc) < V f - \ f ( b ) ~ f ( c ) \
а

и, значит,

sup{Vf(Tc ) } < V f - \ m - n c ) \ ,
а

т.е.

V f  < V f - \ f ( b ) - f ( c ) \ .  ♦
а а

Следствие. Если f(x)  есть функция с ограниченным изменением 
на отрезке [а; Ъ] (а<Ь), то эта функция имеет ограниченное изменение и 
на любом отрезке [а; х] (хв(а;Ь]).

а
Отсюда, учитывая, что (по определению) V f  = 0 , заключаем,

а
что на отрезке [а; Ь] определена функция

ср(х) =  V  f . (8)
а

Теорема 5. (о структуре функции с ограниченным изменением). Для 
того, чтобы функция f{x),  определенная на отрезке [а; Ь] (а<Ъ), была 
функцией с ограниченным изменением на [а; Ь], необходимо и доста­
точно, чтобы ее можно было представить в виде разности двух возрас­
тающих на отрезке [а; Ь] функций.
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О Достаточность утверждения непосредственно следует из теоре­
мы 2 .

Докажем необходимость этого утверждения.
Пусть функция f ix )  имеет ограниченное изменение на отрезке 

[а; Ь\ (а<Ь). Тогда на этом отрезке определена функция (8). Эта функ­
ция <р{х) -  неубывающая на [а; Ъ\. Действительно, если х х<х2 
{хх Х2 є [а; Ь] ), то {сучетом теоремы 4)

Х 1 х 2

ср(хi)  = F  f  < V  f -  If ( x 2) -  f ( x x)\ = (p{x2) -  If { x 2) -  f { x x)I < 
a a

X 2
< V  f  = cp{x2).

a
Кроме того, функция

y/(x) = <p{x) -  f (x)  -  (9)
также неубывающая на отрезке [а; Ь].

В самом деле, пусть х г<х2 ( х х, х 2 є [а; 6]). Тогда
¥ ( х 2) -  <//(хi) = (р(х2) -  ср{хг) -  ( /(х 2) -  f { xx)).

Но, как отмечено выше,
<р(хх)  <  ф { х 2 )  -  If ( X 2 ) ~  f { x x ) | .

Поэтому ц/{х2) -  Ц/{хг) > \f{x2) -  /(JCi)j -  i f { x2) -  /(X j)) > 0, 
откуда y/{xx) < y/{x2) ( V x j,x 2 є [a; &], x x < x2).

Теперь из (9) имеем: f{x)  -  <р{х) -  Ц'{х) , где <p(x) и у/{х)~ не­
убывающие на отрезке [а; Ъ] функции.

Наконец, замечая, что функции 
(р-ііх) -■ ср{х) + X, y/f{x) = у/{х) + X возрастают на отрезке 
[а; Ъ] и f {x)  = cpi(x) -  ц/х{х ) , получаем требуемое утверждение. ♦

Следствие. Функция с ограниченным изменением на отрезке 
[a;fr] (a<b) интегрируема {по Рішану) на этом отрезке.

Упражнения
1. Покажите, что функция f(x)  с ограниченным изменением на 

отрезке [а; Ъ] {а<Ъ) ограничена на этом отрезке.
2. Объясните, почему следующие функции являются функциями 

с ограниченным изменением (на указанных отрезках):

1  ) f{ x)  = s ignx  ( - 1 < х < 1 ); 2 ) f (x)  = — (0 < X < 2 );
1 + х 2

3) f {x)  = ln  X (1 < X < е) ; 4) f {x) = ех  -  х 3 (2 < х < 5);
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5) f i x )  = 2 + sin  X  (a < X  < b; a, b є R . ) .
3. Докажите, что сумма, разность и произведение двух функций с 

ограниченным изменением на данном отрезке являются также функ­
циями с ограниченным изменением на этом отрезке.

4. Докажите, что функция

не имеет ограниченного изменения на любом отрезке [а; Ь] таком, 
что а<0 , fc>0 .

Имеет ли эта функция ограниченное изменение на отрезке 
[1 ;с] (Vc f R )?

§4. Понятие спрямляемой дуги Жордана и ее длины. 
Критерий спрямляемости

Для изучения вопроса в общем виде будем в данном параграфе 
рассматривать кривые, заданные параметрически.

Пусть ограниченная кривая, расположенная в плоскости Оху,  за­
данна уравнениями

{а < t < ß; a, ß  є R ) .
Кривую (1) будем называть кривой Ж ордана, если функции 

<p(t)и i//(t) непрерывны на отрезке [a\ß\.
Везде в дальнейшем будем предполагать, что кривая (1) не имеет 

точек самопересечения, т.е. что различным значениям 11 и t 2 Щ < t2)

2  я- п, X  cos — , если X  Ф О,
/ ( * ) = \  X

О, если X = О 
имеет ограниченное изменение на отрезке [0 ; 1 J.

5. Докажите, что функция
л  ~,, , X  sin  — , если 0 < X  <  1 

f i x )  = j 2х
0, если X  = О

не имеет ограниченного изменения на отрезке [0 ; 1 ].
б.Докажите, что функция

если 0 < X  <  1

. X  sin  —, если X  *  0 ,
/ ( * )  =  X

0 , если X = 0

(1)
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§4. Понятие спрямляемой дуги Жордана и ее длины. Критерий спрямляемости

параметра t отвечают различные точки кривой (1 ), если только t x ф а.
И f2 * ß  .

Такую кривую будем называть дугой Жордана.
При определении длины дуги Жордана (1) будем исходить из 

известного понятия длины плоской ограниченной ломаной линии.
Пусть

Т  = {а = Ц < < t 2 < ... < tn_x < t n = ß } -  (2)
произвольное разбиение отрезка [a\ß]  на любое конечное число п час­
тичных отрезков \tk_x ',tk \ (k  = 1, п).  Каждому значению t k ( k  = 0, n ) 
параметра t соответствует на кривой (1) точка P k (x k, y k), где x k -  cp(tk ), 
y k =yÂ  t k ). Соединив каждую пару соседних точек Р и 1 

(Ä = 0, тг- 1 )  отрезком прямой, получим ломаную Р 0Рх...Рп, вписан­
ную в дугу Жордана (1). Пусть 1{Т) -  длина этой ломаной.

Определение. Если множество {КТ)} длин ломаных, вписанных 
в дугу Жордана (1), соответствующих всевозможным разбиениям (2) 
отрезка [a\ß\, ограничено сверху, то дуга Жордана (1) называется
спрямляемой, а число I = sup{Z(T)} называется длиной этой дуги.

т
Если множество sup{t(r)} неограничено сверху, то говорят, что

т
дуга Жордана (1) имеет бесконечную длину (I = +оо).

Теорема 1 (критерий спрямляемости дуги Жордана). Для 
спрямляемости дуги Жордана (1) необходимо и достаточно, чтобы 
функции <p(t) и y/(t) имели ограниченные изменения на отрезке [or, ß \ .

О Установим сначала соотношения, связывающие величины /(Г), 
V ,{T ), V v(T).

Так как

l (T )  = X  ~J(x k ~ x k - l ) 2 + (У к ~ У к - і ) 2 =
1

-  <Р(Ь-1 ) ) 2 f ( ,И*к)  -  v i t k - i ) ) 2 ’
k - - i

то, как легко заметить,
V  (7 1)]
у Р і < 1 ( Т ) < У ^ ( Т )  + ¥ ^ Т ) .  (3)

Переходим теперь к доказательству теоремы.
Необходимость. Пусть дуга Жордана (1) спрямляема.
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Поскольку, в силу (3), Fp (T) < 1{Т) и V¥ ( T ) < l ( T ) ,  то множества 
{Fp(T')}, {Vv(T)} ограничены сверху, и, значит, <р(1) и ц^і)- функции с 
ограниченными изменениями на [а; ß \ .

Достаточность. Пусть функции (f{t) и yAf) имеют ограниченные 
изменения на отрезке [«;/?], т.е. множества {V0(T)\ и {VJT)}  огра­
ничены сверху. Тогда, согласно (3), множество {1(Т)} также ограниче­
но сверху и, следовательно, дуга Жордана (1) спрямляема. ♦

Следствие. Для спрямляемости кривой y=f(x) (а  < х  < b), где 
функция f{x) непрерывна на [a; b] , необходимо и достаточно, чтобы 
функция f(x)  имела ограниченное изменение на [a; b].

Пример. График функции

/(* ) =
— 7Z
X  cos —, если 0 < X  <  1, 

X

О, если X  = О
не является спрямляемой кривой, так как данная функция не имеет ог­
раниченного изменения на [0; 1] (см. §3).

Замечание. Теорему 1 называют теоремой Жордана.
В заключение данного параграфа отметим одно важное свойство 

длины дуги (свойство аддитивности). При его доказательстве нам пона­
добится следующее простое утверждение.

Лемма. Пусть даны ограниченные множества Р={р} и Q~{q),  
элементами которых являются неотрицательные числа.

Тогда
sup{p + q) = sup{p} + зир{д}. (4)

О Для любых р  є Р  и q є Q имеем
р < sup Р , q < sup Q ,

откуда
p  + q < sup{p} + sup{g}.

Допустим, что sup{p + q] < sup{p} + sup{g}n возьмем 
e= sup{p} + sup{</} -  sup{p + q) > 0 .

В силу определения точной верхней грани числового множества найдут-
Є S

ся числа р 0 є  Р , q0 є  Q  такие, что р 0 >  sup Р ----- , q0 >  sup  Q ~ ~ ,
2 2

Po + Чо > SUP P  + SUP Q -  £ = sup{p + q ) , что невозможно.
Тем самым справедливость соотношения (4) доказана. ♦

Теорема 2 (свойство аддитивности длины дуги). Пусть дуга 
Жордана (1) спрямляема и пусть с -  любое фиксированное число, за­
ключенное между а  и ß  (а < с < ß).
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§4. Понятие спрямляемой дуги Жордана и ее длины. Критерий спрямляемости

Тогда частичные дуги кривой (1), соответствующие промежуткам 
[«; с] и [с;Д] изменения параметра t, также спрямляемы и

l [a-ß] =ZM  + l [c;ß]- 
ОПусть Т\  и Т 2 соответственно произвольные разбиения от­

резков [а;с] и [с;/7| на частичные отрезки, а Т-  разбиение отрезка 
[a',ß\, производимое точками разбиений Ту и Т 2.

Для разбиения Т точка t=c является одной из точек деления. 
Поэтому

l ( f )  = l(Tt ) + l (T2), _ (6)
откуда, в силу положительности слагаемых, l(T{) < l (T) ,  1(Т2) < 1(Т). 

Так как, по условию, дуга Жордана (1) спрямляема, то

W * k a ; ß )
и, следовательно,

l (Tl)  < \a\ßl> ЧТ2 ) < \ a \ ß \
Таким образом, множества {1(Т{)} и {1(Т2)} ограничены сверху, 

а это значит, что частичные дуги кривой (1 ), соответствующие отрез­
кам [а; с] и [с;/7], спрямляемы.

Докажем справедливость равенства (5).
Из (6), в силу леммы, имеем: 

sup{Z(T)} = sup{l(Tx)} + sup{Z(T2)}, т.е. sup{Z(f)} = l[a.c] + \ c.ßy  
Осталось показать, что

sup  {1(f)} =  lia;ß ]  (8)
Действительно, в силу (7),

s u p  m ) < l { a .p v  ( 9 )

С другой стороны, если Т- любое разбиение отрезка [a-,ß\, то,
добавив к точкам этого разбиения точку t - c ,  получим некоторое раз­
биение Г(типа рассмотренного выше) отрезка [«;/?], для которого, 
очевидно, 1(f) > 1(Т).

Но тогда sup{Z(T)} > sup{Z(71)},
т.е.

sup {1(f)} > l[a,ß l  (Ю)
Из (9) и (10) следует (8). ♦

Упражнения
1.Докажите, что если плоская дуга A B  спрямляема и С1; С2-  лю­

бые две не концевые точки этой дуги, то дуги А  Сь  СуС2, С2В  также
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спрямляемы.
2 .Спрямляемы ли кривые:
1 )  у  = 2х  -  s in  X ( - 1  < х < 2 ) \

2) у  -  е х -  ln(x  + 1) (0< X < 4);

3) у  =  X sin —- (1< X <  3)?
X

3. Пусть AB- неспрямляемая плоская дуга. Верно ли, что при лю­
бом разбиении этой дуги на конечное число частичных дуг, хотя бы 
одна из этих частичных дуг неспрямляема?

4. Пусть С - неконцевая точка дуги A B ,  причем дуга А С  спрям­
ляема, а СВ-неспрямляема. Спрямляема ли дуга A B  ?
5. Пусть функция y = f ( x )  определена и непрерывна на отрезке [а;&]. 

Можно ли утверждать, что ее график есть спрямляемая кривая?

§ 5. Вычисление длины дуги плоской кривой

1. Длина дуги Жордана класса С\
Определение. Дуга Жордана

называется дугой класса Сх, если функции <p(t) и \jAt) имеют на [a;ß\ 
непрерывные производные (p'{t),

Теорема 1. Любая дуга Жордана (1) класса Ci спрямляема.
О Поскольку производные <p\t), v/(t) ограничены на [a\ß\ (в силу 

их непрерывности), то функции <p(t) и yAJ.) имеют на отрезке \or,ß\ ог­
раниченное изменение (см. теорему 3 из § 3) и, следовательно, по тео­
реме Жордана (см. § 4) дуга Жордана (1) спрямляема. ♦

Выведем теперь формулу для вычисления длины дуги Жордана 
(1) класса С\.

Л емм аі. Если дуга Жордана (1) является дугой класса С3, то для 
любого фиксированного t0 e[a\ß\  и любого te[a' ,ß\\{t ,Q} справедливы 
неравенства:

( a < t < ß ;  a , ß e R )
y = v ( t )

( 1)

о
где
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m p i t )  = m in \(р\т)\, m ¥ ( t )=  m in \у/'(т)|,
г ф 0\і] z-e[f0;(]

(3)
M &(t)=  m ax \<р'(т)\, M w ( t )=  m ax \у'(тІ, 

г ф 0;*] г e [ t0;<]
a L. .. -  длина дуги Жордана (1), соответствующей отрезку [<о;£]- 

і'о ; 1
О Пусть Т  -  произвольное разбиение отрезка [*0Ї*]:

Т  = {t0 < t i  < ... < t n = f}, если t > t o ;

T  = {t0 > > ... > tn = t ) , если t <to-
Обозначим через l(T) длину ломаной, вписанной в дугу Жордана 

(1), соответствующую отрезку [tQ\t\. Имеем:

i {T)^  Е ĵ(<p(tk )-<p(t^1))2+(y/(tk )-i//(tk_1))2 . 
k=i

По теореме Лагранжа существуют числа сk є  (t0 ;t) и zk є (t0; t ) 

(A = 1, n) такие, что:

-  v i t k - i )  = <P'(ck) ■ (*u -  h - i ) - 
y ( t h ) - 4 / ( th_1) = y ,(2k ) - ( t k - tk- \) -

Поэтому

m  =  i ^ v k ) ) 2 + ^ b k ) ) 2 \ t h - t k ^ \ ) .
1

Так как, в силу (3),

(t) < v W ( ^ ) ) 2 + ( И * * ) ) 2 < f a * ( t )  + M 2 (г) ,

Z  [ h - h - її = -  ^ol > 
ft=l

TO

w $ (f) + » tjr(f) • 1t -  t01 < l(T) < + M * ( t )  • 1t -  t0|,

откуда и следует требуемое соотношение (2 ). ♦
Лемма 2. Если кривая (1) есть дуга Жордана класса С1; то 

функция
fZr„.ti, если 0 < t < а  ,

S(t)  = \ W i
[ 0 , если t = а

дифференцируема на отрезке \ a \ß ) и

S ’(t) = ^(<p'(t))2 + ( v \ t ) f  (vt Є fa; ß]). (4)
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О Возьмем любое tо e(cc,ß\ и зафиксируем его. При любом 
te[a\ß\\{t( , }  имеем:

S ( t )  S ( t 0 ) _ l[a;t] ~  l[a;tQ]
t tQ t

Так как, по свойству аддитивности длины дуги, 

k.a-,t] -  L[a-,t0 ] = \ ;

то

(5)
S ( t ) - S ( t Q) _  \ t0 ;t]

t -  tQ | j - t 0 |

Равенство (5), очевидно, выполняется и при 1о~сс (в этом случае 
знак модуля в знаменателе можно опустить).

Далее, поскольку производные (p\t), y/'(t) непрерывны на отрезке 
[a\ßI, то

mcpit) = \<р\т1)\, m w (t) = \іу'(т2)\,

M y i t )  = J<2*'(r3)|, M ¥ {t) = |^'(z-4)|,

где гй = r fe(f) є  [i0 ; (Ä = W ) -
Следовательно, неравенства (2) можно переписать в виде:

Ш ) 2 + ( И ^ ) ) 2 -  ^ л[0р '(т3 ))2 + (^ '(г4 ))2 . (6)

Легко видеть, что ПРИ * = ^  так как ПР0'
изводные (p\t), lf/\t) непрерывны В точке to, то по теореме о переходе к 
пределу под знаком непрерывной функции получаем, что крайние чле­
ны двойного неравенства (6) при t —> имеют общий предел, равный

+ (f/(*o))2 ■
Следовательно, на основании принципа двух милиционеров, та-

,  + S ( t ) - S ( t 0 )
КОИ же предел при t —> to имеет и разностное отнош ение ------------------ .

t - t Q
А это и значит, что функция S(t)  дифференцируема в точке t0, причём 

S' ( t0) = f a t v f  о ) ) 2 ( V <0  є  [ а ; ; / ? ] ) .

Поскольку t0 -  произвольно взятая точка на [a;ß |, то индекс 0 в 
последнем равенстве можно опустить. ♦
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Теорема 2. Длина Lya -,ß\ ДУГИ Жордана (1) класса ЛСг выражается 
формулой

ß
[«;/?] Jл/(<Р'(*))2 + (V ' W f d t ,

а
или короче

ß
i= W w ) 2 + w ) 2^ -

(7)

(Т)
а

О В силу теоремы 1 рассматриваемая дуга Жордана спрямляема, а 
в силу леммы 2 функция S(t)  является одной из первообразных для

непрерывной на отрезке [a;ß | функции y](g>'(i))2 + (if/'it))2 . Применяя 
формулу Ньютона-Лейбница, получаем:

jf-Jfoä*))2 + W \ t ) ) 2 d t  = S(t)|£ = S(/?) -  S(a) = l[a.ß] -  0 =
О

Пример 1. Вычислим длину I астроиды х  = a  cos t , 
у  = a s in 3 t  (О < t < 2я, а > 0).

0 Исключив параметр t из уравнений астроиды, получим ее 
уравнение в декартовых координатах

из которого видим, что эта кривая 
симметрична относительно осей координат 
(см. Рис.1).

Поэтому I = 4Д , где U -  длина части 
астроиды, расположенной в первом 
квадранте и соответствующей изменению

+ п 71 параметра г от U до —.
О

Поскольку функции <p(t) = a  cos t ,
Рис. 1 y/(t) = a  sin  t  непрерывно-дифферен- 

7Г ТСцируемы на отрезке [0; —], то по формуле (7) (при а  = 0, ß  = —)
2 2

находим:
п_ к
2 ------------------------------------------------- 2

Ц. = / V(—За cos2 t  sin  t)2 + (За s in 2 t cos t)2dt  = За Jcos t sin td t  -
0 0
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3  . 2  += — a  sin t
2 З а .

2 10 2

Следовательно, I -  6а (лин. ед.). ♦

2. Длина дуги кривой, заданной уравнением в декартовых 
координатах

Теорема 3. Если ограниченная кривая, расположенная в 
плоскости ОХУ, задана уравнением у  = f ( x ) , где функция f (x)
непрерывно-дифференцируема на отрезке [ а ;6] (а<Ь), то длина этой 
кривой выражается формулой

ъ !--------------- 5-
1 = 1  д/1  + { f \ x ) ) l d x  (8)

а
или короче

1= U l  + ( y ’)2d x .  (8 ')
а

0 Представив функцию у  = f (x )  в параметрическом виде 
(х -  t,

1 У = f{t) (а < t < b), 
и применив формулу (7') (при а  = а, ß  -  Ъ, <p(t) = t, y/(t) -  f ( t )) ,  будем 
иметь:

I = J-Jl + (f '(t))2di  = /V l + (/ '(x ))2 d x . ♦

Пример2. Найдём длину l дуги A ß  
2  Зполукубической параболы у  = х , где 

А(0;0), Б (4;8) (см. Рис.2).
О Данная дуга спрямляема, так как функция

2
у  = X имеет на отрезке [0;4] непрерывную 

(—1 производную у' = — -їх . По формуле (8 ')
У  2

► находим:
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i [ V 4 0 »  - 8  1 =
4 [ о  і  4  -  і

I = JJ1  + - X  d x  = -  f(9x + A)2 d x  = — (9x -t- 4)
<)\ 4 2 о 27

= —  (80л/Ї0 — 8) = — (I Ол/IÖ - 1)(лин. ед.). ♦

3. Длина дуги Жордана класса С\ в полярных координатах
Пусть дуга A B  Жордана класса С, 

(х;у) задана Уравнением в полярных координатах: 
г -  f(tp) (<рг < ср <(р2) (см. Рис.З).

<Р= 2  s ' А- Декартовы координаты х, у  точки
(х; у) є AB связаны с её полярными координа­
тами г, ср равенствами х  = г  cos <р, у = г  s in  ср.

Поэтому уравнение данной дуги можно 
записать в параметрической форме

\ х  = /(р ) cos
*( \ S<pü<p2).[у = f(<p)sm<p

Воспользуемся теоремой 2. По формуле (7') (при 
t  -  ср, а  = <Pi, ß  = (р2) имеем:

- 7 Т 2 -----------

0
Рис. 3

то

Так как

(х'д,)2 + (У'ср)2 = (f'(<p) cos <р -  f((p) sin <рf  + { f ’{(p) sin  (p + 

+ f{(p) cos <p)2 = f 2{<p) + (f'{ip))2 ,

q> 2 --- ---------------------
1= І V/ (,cp) \ {f\(p))2d(p

<Pi
или короче

/ = 7 ) p + ö - ; ) % ,
V1

(9)

где г = f(<p)~ непрерывно-дифференцируемая на отрезке [ ^ ;  <р2 ] 
функция.
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Пример 3. Найдём длину кардиоиды г = а( 1 + cos <р) (а > 0) 
(см. §2 , Рис.9).

О Имеем: I -  21х , где 1Х —длина верхней половины кардиоды, 
соответствующей изменению (р от <pi = 0 до q>2 = я .

Поскольку

г 2 + (г^ )2 -  л 2(2 + 2 co sp ) = 2 а 2 • 2cos2 — = 4 а 2 cos2 —,
2 2

то
Я" 2 2 Ф ^  ф ф

= LI4a w s  —d<p = 2а \cos — dtp= 4 а -віп —
0 * 2 о 2 2

Следовательно, I = 8о (лин. ед.). ♦

к
-  4а.

о

4. Дифференциал переменной длины дуги Жордана класса Сх
Для дуги Жордана (1) класса Сі в силу леммы 2, имеем:

( W *  = # ' ( ‘ ))2 + ( И *))2 (Vt є  (or;>31)
или короче

l'(t) = J(x't )2 + (y't )2 . (1 0 )
Здесь l(t) -  -длина части дуги Жордана (1), соответствующей 

отрезку \а\ t\ (т. е. изменению параметра от значения = а  до значения 
t 2  = t  при любом t  є (а; ß ] ).

Перепишем равенство (10) в виде

Отсюда

dl(t) = ^(x't )2 + ( y ’)2dt

(dl(t))2 = (dx)2 + (dy)2 . (1 1 )
Последняя формула инвариантна относительно способа задания 

кривой, т. е. остаётся одной и той же при любом способе пара­
метризации дуги.

Упражнения
1. Найдите длины линий:

1 ) x  = t 2 , y  = t - - t 3 ( 0 < * < 7 3 ) ;
2

2 ) X = cos t + t  sin  t, у  = s in  t - t  cos t (0 < t  < x ) ;
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3) X = (t 2 -  2 ) s in  t + 2 t cost, у  = (2 -  t 2)c o s t  + 2 t sin  £ (0 < t < ;r);

4) X = e* (cos t + s in  i), у  = e ( (cos t -  sin f) (0 < t < 1).
2. Найдите длину дуги кривой

<6 9  *1
Х в ’ У 4 ’ 

заключённой между осями координат.
3. Докажите, что длина эллипса х = V2 sin t, у = cos і равна 

длине одной волны синусоиды у = sin  X .
4. Найдите длины линий:

1) у  = 2л/х (0 < X < 1 ) ; 2) у  =  1п(1 -  х 2 ) (0 < х  < 0 ,5 ) ;

3) у  = л/х -  X2 + arcsin  л/х ; 4) у  = ln(cth  —) (а < х < Ь, 0 < а < Ь).
а

2 25. Найдите длину петли линии 9у  -  х(я: -  3) .
6 . Вычислите длину дуги полукубической параболы

2 2  з о. X
У = о ~ ^  ’ заключённой внутри параболы у  = —.

3 3
о о

7. Найдите периметр фигуры, ограниченной линиями у '  -  х  и 

у  = л/2 -  X2 .
8 . Вычислите длину первого витка спирали Архимеда 

г = а<р (а > 0).
Э. Найдите длины линий:
1) г = а 8іп<р(а > 0); 2) г = 4а cos <р (а > 0);

3) rp  = 1 ^  < q> < | j ; 4) г = s in 3 I  ^0 < ^  < I '

§ 6. Объем тела вращения
При построении теории кубируемых ограниченных тел в про­

странстве исходными (базовыми) являются понятия многогранника и
его объема, которые предполагаем известными из школьного курса ма­
тематики.

Теория кубируемых тел строится по аналогии с теорией 
квадрируемых плоских фигур.

Пусть Q некоторое ограниченное пространственное тело. 
Рассмотрим всевозможные многогранные тела Р х, Р2 такие, что 
•£\ с  Q с  Р2, и пусть Vpl , Vp2 -  соответственно их объемы.
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Гак как Vpx < Vp2, то множество {Fpi} ограничено сверху, а 
множество {Vp2} ограничено снизу. Введем обозначения:

sup{F р } = V i, in f {VP2} = V2 .
Q p2^Q

Очевидно, Vi<V2.
Определение. Если Vi=V2, то тело Q называется кубируемым, а 

неотрицательное число V-Vy~V2 называется объемом этого тела.
Если Vi<V2, то тело Q называется некубируемым.
Нетрудно убедиться в справедливости следующих утверждений:
1. Критерий кубируемости: Для того, чтобы тело Q было 

кубируемым, необходимо и достаточно, чтобы для любого £ > 0  можно 
было указать многогранные тела Ру и Р2 такие, что

(Pj с  Q с  Р2) л ( Vp2 -  VPl < є ).
2. Обобщенный критерий кубируемости:
Для того, чтобы тело Q было кубируемым, необходимо и 

достаточно, чтобы для любого в >0  можно было указать два 
кубируемых гела Q] и Q2 такие, что

(Qi a Q  c Q2 ) л (V q 2 - V q  ̂ <є ).

Пример. Прямой круговой цилиндр Q с радиусом основания R  и 
высотой Н  есть кубируемое тело с объемом V  = к  R 2I I  ( ед.3).

О Основание Ф этого цилиндра ( круг радиуса R ) есть 
квадрируемая плоская фигура ( с площадью S  -  л  R 2 ед2. ) и, 
следовательно, для любого є >0  существуют многоугольники М у  и М 2 
такие, что

(M i с  Ф с  M 2) a (S M2 - S m  , <"“ ).

Вводя в рассмотрение призмы Pi  и Р2 соответственно с 
основаниями M i и М 2 и высотой Н,  будем иметь:

Рх с  Q с  Р2
и

Ур2 - У р х = S M 2H - S M]H  = ( S M2 - S Ml) H < j j H  = e .

Следовательно, цилиндр Q есть кубируемое тело, а поскольку 
sup {S M }= in f {SMo} = в ф =- 7rR2 ,

My  с Ф  1 М 2 з ф

TO
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SUP iv P l } = sup { Я щ  H} = H  sup {SM l } = tzR 2
P\(zQ М^сФ M| с:Ф

И
i n f { F  } = in f  {SM -H} = H -  in f  {Sm \ = k R 2H ,  

p 2^Q м 2=>ф 2 м 2^ ф ” 2
т.е.

SUP {Vp i} = in f {Vp ) = n  R 2H .
PidQ p 2^Q

Это и означает, что объем данного цилиндра равенп  R 2H  ед3. ♦ 
Точно так же убеждаемся, что любой прямой цилиндр Q с квадрируе­
мым основанием Ф и высотой Н  есть кубируемое тело и его объем V  
равен Б ф Н :

V=S0CHH.
Теорема 1. Пусть функция f ( x ) определена, непрерывна и неот­

рицательна на отрезке [а;Ь] (а< Ь).
Тогда тело Q, полученное вращением подграфика этой функции 

вокруг оси ОХ,  кубируемо и его объем выражается формулой

Ъ f2 /V  = тт j r ( x ) d x .  (1)

о
О Введем в рассмотрение функцию S(x)  = z[  (х).  При любом 

фиксированном х  є [a; b] S(x)  -  это площадь сечения тела Q плоско­
стью, перпендикулярной оси О Х  и проходящей через точку этой оси с 
абсциссой X.

Так как, по условию, f(x) -  непрерывная на отрезке [а;Ь] функ­
ция, то функция S ( x ) также непрерывна на [а; Ь] и, следовательно, ин­
тегрируема на [о; Ъ ]. Поэтому

lim  ( S ( T ) - S ( r ) )  = 0 , (2 )
Я(Г)->0

где S (T ) и S(T)  -  соответственно верхняя и нижняя суммы Дарбу 
функции S(x),  соответствующие произвольно взятому разбиению Т= 
={а = х 0 < Xi <...< х п = Ь] отрезка [а;&] на частичные отрезки 
( k  = 1 , га):

S(T)  =  І  Щ  А * *  , S ( T )  =  t  M k A X k  ,
k=l k -1
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где ДхА = і (k  = 1,п), т ь и  M fr -  соответственно наименьшее
И наибольшее значения функции £>(;е) на частичном отрезке [xk^-,xk]
(к = 1,га), /I(Т1) = тах{Д xk\.

k
Очевидно, nth Axk (соответственно M k Axk ) -  это объем прямого 

кругового элементарного цилиндра с площадью основания ( соот­
ветственно ) и высотой Лхк, гак что суммы Дарбу S(T)  и S(T)  
функции S(x)  представляют собой объемы некоторых кубируемых тел 
Qi и Q2, составленных из элементарных цилиндров, причем

Ql с  Q с  Q2 ■ (3)
Кроме того, из (2) следует, что для любого £>0 найдется разбие­

ние Т  отрезка [а\Ь] такое, что
S ( T ) - S ( T ) <  є,

т.е.

v < b ~ v <h< s - W
Таким образом, в силу обобщенного критерия кубируемости, рас­

сматриваемое тело вращения кубируемо.
Пусть V -  его обьем. Покажем, что справедлива формула (1). 

Действительно, так как Qj cz Q а  Q2, то Vq̂  < V q < V Qo,

т.е.
S ( T ) < V Q < S (T ) .  (5)

С другой стороны,
ь _

S(T ) < j S(x )d x  < S (T ) . (6)
а

Из (5) и (6 ) имеем:
_  Ь _

-  (S(T) -  S(T)) < \ S ( x ) d x  - V Q < S(T) -  S(T) ,
а

откуда приЛ(7)-т>0 получаем
ъ
\ S ( x ) d x ~ V Q = 0.

Итак,
ь ь

V = Vq = J 5(д:)йл: = n \ f Z( x ) d x . ♦
а а

Следствие. Если тело получено вращением вокруг оси О Х  фигу­
ры, расположенной в плоскости O XY,  и ограниченной линиями х=а,
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x=b, y=fi (x) ,  y= f2{x), где 0 < f i (x<f2(x) на [аф] (а<Ъ) и функции 
f l(x) ,  / 2(х) непрерывны на отрезке [а;Ь], то обьем этого тела выража­
ется формулой

ь
v ox = к  \ ( f h x ) -  f \ ( x ) ) d x .

а
Легко убедиться, что справедливо и более общее утверждение
Теорема 2. Пусть отрезок [а\Ь\ (а <Ь)~ проекция тела Q на ось 

О Х  и S(x)  -  площадь сечения тела Q плоскостью, перпендикулярной 
оси О Х  и проходящей через точку этой оси с абсциссой X  (х  e[a;fr]).

Если функция S(x)  непрерывна на отрезке то тело Q куби- 
руемо и его объем может быть вычислен по формуле:

ь
V = \ S { x ) d x .  (7)

а
Замечание 1. Из этого утверждения непосредственно вытекает 

известный принцип Кавальєри для объемов.
Если два тела и Q2, содержащиеся между двумя параллельны­

ми плоскостями а  и Д обладают тем свойством, что в сечении их лю­
бой плоскостью у, параллельной а  и Д  получаются всегда равновеликие 
фигуры, то объемы этих тел равны.

Пример 1. Найдем объем тела, полученного вращением вокруг 
оси О Х  подграфика функции у  = sin  х  (0< х  <я).

О Здесь функция f (x)  sin X  непрерывна и неотрицательна на 
отрезке [0; % ]. Следовательно, по формуле (1) (при а=  0, Ъ -  я )  нахо­
дим:

Замечание. Используя теорему 1, легко установить кубируемость 
тел вращения, изучаемых в школьном курсе математики (в частности, 
шара и конуса), и убедиться в справедливости приводимых там формул 
объемов этих тел.

Пример 2. Вычислим объем эллипсоида с полуосями а, Ъ, с.
0 Без ограничения общности можно считать, что центр эллипсои­

да совпадает с началом координат. Из уравнения поверхности этого 
эллипсоида
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х У 2
2 "1 2 2 ~ а Ъ с

видим, что при любом фиксированном х е  [-а;а] в сечении данного эл­
липсоида плоскостью, перпендикулярной оси О Х  и проходящей через 
точку этой оси с абсциссой х, получаем фигуру, ограниченную эллип­
сом

22 2 у Z‘
2.-------- 1 --------

ь2 „2О с
с полуосями

X 2 X 2ctj = Ь ■ 1 1 ------ , в, = с ■ 1 ------ (при х = а  и х = - а  эллипс вырожда-
V а \ а

ется в точку оси О Х  ). Поэтому площадь полученного сечения равна 
na\bi'.

(  X2 'S(x) = я  be 1 ---- -
I  a  ,

Так как функция S(x)  непрерывна на [-а;а], то по теореме 2 на­
ходим:

V -  j S ( x ) d x  = x b c j 1
X

-a  а
dx = 2  лбе J 1 dx = 2яйс X -

За

1 m b c  (ед3.).
і

Итак,

Ж1-да= - m b c  ед3.

В частности, объем шара радиуса а  выражается формулой

V = - k  ased3.*
З

Упражнения
1. Вычислите объем тела, образованного вращением вокруг оси 

О Х  фигуры, ограниченной линиями
1 ) у  = х 2+1, у  = 0 , х=-а,  х  = а (а>0); 2) у 2 = 2х,  х  = 1 ;

2
3) г/ = s in X, X = — х; 4) у ~ х 2, г/2 = х;

п

5) у  = 3 -х 2, г/ = 1+х2; 6) х 2+у2 = 1 , у 2 = ~ х ;
2
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7) (х - 4 )у2 -  х(х - 3) (0 < х  < 3), у  = 0; 8) Xі  + г/4= а2 х 2 (0<х< а);

14) г = а( 1 + cos <р)(а > 0).
2. Вычислите объем тела, образованного вращением вокруг оси 

O Y  фигуры, ограниченной линиями:
1) у 2 =(х + 4)3, X = 0; 2) у  = 2 х  - х 2, у  = 0;
Z) у  = ех , у -  0, х  = 0, X = 2; 4) (х -  а )2 + у 2 = а2 (а>0);

3. Найдите объем параболоида вращения, радиус основания 
которого R,  а высота Н.

4. Докажите, что объем параболоида вращения, имеющего с 
данным цилиндром общие основание и высоту, равен половине объема 
цилиндра.

5. Найдите объем тела, ограниченного поверхностью, полученной
р

вращением дуги параболы у = 4ах  (а > 0) вокруг прямой у  = 2 х .
6. Прямой круговой конус рассечен на две части плоскостью, 

проходящей через центр основания и параллельной образующей. Най­
дите объемы этих частей.

7. Прямой круговой цилиндр с радиусом R  основания пересечен 
плоскостью, проходящей через диаметр основания под углом а  к плос­
кости основания (высота цилиндра не меньше, чем Л t g  а  ). Найдите 
объем отсеченной части цилиндра.

§ 7. Площадь поверхности вращения
Не касаясь здесь общей теории измерения криволинейных по­

верхностей в пространстве (к этому вопросу мы еще вернемся при изу­
чении темы “Кратные интегралы“), ограничимся в данном параграфе 
лишь специальным случаем поверхности вращения.

При этом будем предполагать известными формулы для вычисле­
ния площади боковой поверхности прямого кругового цилиндра, кону­

X
9) у  = a ■ ch — (a > 0), г/=0, x = - a ,  x=a;

a

10) у  = — — X  +  Д 2, У = 0, x  = 0, X = H;  11) 4 х 2 + у 2 = 4;
н

12) х 2- у 2 = 1, X -  2; 13) у = О
X -  a ( t  -  s in  t),

’ [у = a (1 -  cos t) (0 < t < 2n  ’
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са и усеченного конуса (при этом цилиндр можем рассматривать как 
частный случай усеченного конуса, когда радиусы оснований этого ко­
нуса равны). Полный конус также можно рассматривать как усеченный, 
полагая один из радиусов оснований равным нулю.

Напомним, что площадь боковой поверхности прямого кругового 
усеченного конуса с радиусами оснований Д І5 и образующей I вы­
числяется по формуле

S = 7t(R\ + R%)1-
Пусть дуга AB,  расположенная в плоскости O XY,  задана уравне­

нием у  -  f(x) (а < X < Ь), где функция f(x)  неотрицательна и непрерыв­
но-дифференцируема на [аф ] (и, следовательно, спрямляема).

Если дугу A ß  вращать вокруг оси ОХ,  то она опишет некоторую 
поверхность Ф, называемую поверхностью вращения.

Введем понятие площади этой поверхности. С этой целью возьмем 
произвольное разбиение Т - { а  -  хо < х х <... < х п = Ъ) отрезка [аф] на 
частичные отрезки [xfe-ijx*] (ft =1, п)  и впишем в дугу A ß  ломаную 

М 0М 1... М п, где M k (xk; y k) ( k = 0 , n \  M 0 -  А, М п = В).
Пусть МТ) = m ax {Axk }, Д x k = x k -  x k . х (ft = 1, n ). 

k
При вращении дуги A ß  вокруг оси О Х  ломаная М п

также будет вращаться вокруг оси О Х  и опишет некоторую поверх­
ность Ф, образованную из п  поверхностей усеченных конусов с обра­
зующими lk=\Mk-iMk\ и радиусами уй_І5 y h (ft=l,п)  оснований. Пло­

щадь этой поверхности обозначим <7.
Определение. Если при Х(Т) —>0 существует конечный предел

Сох  площади <7 поверхности ф \  полученной при вращении ломаной 
МцМу... М п (вписанной в дугу A ß) вокруг оси ОХ,  то поверхность Ф 
тела вращения дуги A B  вокруг оси О Х  называется квадрируемой, а 
сам этот предел называется площадью поверхности Ф:

crox = lim а*. (1 )
ЦТ)-* о

Теорема. Если дуга AB задана уравнением у = f(x) (а <х <Ъ), 
где функция f (x)  неотрицательна и непрерывно -  дифференцируема на 
отрезке [аф], то поверхность Ф, образованная вращением дуги AB во­
круг си ОХ,  квадрируема и ее площадь находится по формуле:

ь ,--------------
O-QX = J /M V 1 + ( A *))2 d x  (2 )

а
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с ох = 2  л \  /(x)V  1 + ( / '(х ))2 d x  (2 )
а

или короче
Ь ,----------------

= 2 n j y ^ l  + ( y ' f d x .  (2 )
а

ОИмеем:
п

°  = £  *  ( у* -1  + =

= я- S  (/(лг*_і) + f ( x k))J(xk -  x k_i )2 + ( /(x fe) -  f ( x k^ ) f  =
k = l

=[no теореме Лагранжа f ( x k) - f { x k . x)=f (ckJ x k- x k. x), cfee (x Ä_a; x k),

A = M ]= *  t ( f ( x k-i) + f ( * k ) ) ^  + (f'(ck ))2Axk =я ( ч С П  + ъ С П ) ,  
k = l

T.e.

<Т=я(Оі(Г)+СГ2 (Л), (3)
где

0-1 (Г) = ' Z f ( X k - i ) ^  + ( f '{ ck ))z A x k ,

ojaCO = £ f ( x k)-Jl + (f '(ck) f  A xk . 
k=l

Наряду с суммами 0 i(T) и СГ2(Т') введем в рассмотрение Инте­
лу Г-------------- '2

гральную сумму сг(Г) = Z . f ( c k ) ^ l  + ( f  (ck )) Ахк для функции
fc=l

<Р (х) = f(x)y{l+~(f'(x))2 .
В силу условий теоремы функция (р (х) непрерывна на отрезке 

[а,Ъ\ и, следовательно, интегрируема на [а\Ь\.
ь --------------

Иш <Г(Т) = ff(x)V l + (/ '(x ))2 d x . (4)
Я(Г)->0 ^

Покажем, что при Л(Т)-»0 суммы <7\{Т), СГг(Т) также имеют ко­
нечные пределы, причем

ъ --------------
lim  ст (Т)=  lim  а 2(Т) = f/(x W l + ( f ’(x))2d x . (5)

МТ)-* о 1 я(Т)-*о •
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Для этого достаточно убедиться, что <J\(T)-O{T)->0 и (ГуЦТ) - (XТ)—>0 
при Я(Т')—» 0.

Оценим первую из этих разностей. Имеем:

Iа ,{Т )  -  <т(Т)\ = £  (/(**_!) -  / ( c * ) / l  + ( / '( ^ ) ) 2 Дх*

^  Z | / ( x A -l) -  А О ^л /1 + ( / '( с^ ))2 [по теореме Лагранжа
'г- 1

Кх к- \ ) -КскУГ(сн)  ( X k  i ~ c k), ск*є [хк і ,ск], * - ! ,« ]=

^ £  A cf c ) -Cft iV1  + (/Vfe)) 
k=lK 1

Так как производная функция f  (х) непрерывна на отрезке [а; Ь], 
го существует число М > 0  такое, что | /  (х) < М  для всех .г с [а; Ь]. 

Кроме того, I х^_1 -Сй|<Я(Т’) (к =1 , п ) .
Поэтому

Ц ( Г )  -  ö-(T)j < X  ( М  ■ Я { Т у К + М * Ь х к'j =

= M X  (Т)л/і + М 2 £  Ах^ -  Мл/ l  + М 2 (Ь -  а)Я (Т)-> 0 
fe=1

при Я(Т)->-0, откуда следует, что <J\(T)-O(T)-*0 при Я(!Г)-»0.
Аналогично убеждаемся, что и Ö2(T)-O (T )-> 0  при Л(Т)-->0. 
Возвращаясь к равенству (3) и учитывая (5), видим, что величина

а  * при Я(Т)->0 имеет конечный предел, причем
h

lim  и* -  2тс f/(x)V 1  + (f \ x )) d x ,
Я(Г)->о '

т.е. имеет место формула (2 )>
Замечание 1. Бели в формулировке теоремы опустить требование 

неотрицательности f(x)  на отрезке [а;&], то вместо формулы (2 ) придем, 
как нетрудно видеть, к формуле

ь .--------------—
V o x  =  J i f ( x U l  +  ( f ' { x ) f d x  ( 6 )

а
или короче
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Еще короче формулу для (Т0х  записывают в виде
X = Ь

Оо х =2п \\y\dl, (7)
X а

где у  = f (x ) ,  а dl = yjl + ( f ' ( x ) f  d x -  дифференциал переменной длины 
дуги кривой.

Замечание 2. Если дуга AB,  расположенная в плоскости O X Y , 
задана параметрически уравнениями x~(p(t), у-цКўі (а  ^ t<ß), 
где функции (p{t), ц/{Ь) непрерывно-дифференцируемы на [cc,ß\, то с 

помощью рассуждений, аналогичных проведенным выше при доказа­
тельстве теоремы, для вычисления площади поверхности, образованной 
вращением дуги A B  вокруг оси ОХ, получим формулу

ß
&ОХ dt (В)

или короче

О о х = 2 к  1\у\л1(х^)2 +(y't )2dt (8’)

или же еще короче
t--ß

сго х  = 2 л- \\y\dl
t - a

t 2+ (y 't ) dt  -  дифференциал переменной длины дуги кривой). 

Замечание 3. Если <p'(t)^Q на \a\ß\, то формула (8 ) непосредст­
венно вытекает из формулы (6) с помощью подстановки x=cp(t).

ОПусть f(x)  (a<x<b) функция, заданная параметрически уравне­

ниями x~cp(t), y=y( t)  (a<t<ß). Так как f ' (x)  = , то'(О
<р(*)’

I

l  + ( f ’( x ) f d x  = 11 +

уj(<p'(t)jA + {y/'{t))2d t , если <p’(t) > О на [а; ß \

-  ^((p'(t))2 + {y/'(t))2d t , если <p'(t) < 0 на [«; ß \  
Если (p'{t)>0 на \a\ß\, то
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Ь .--------------- ß  -----------------------
0 Ь х = 2 я- j f (x)y j l  + (f ' ( x ) f d x  = 2 я  1\у/(іУ(<р'(і))2 + (y/ ' {t)fdt-*

а а
Кроме того, следует учесть, что при <p'(t)<0 значению х х ~а пе­

ременной X  соответствует значение t x  ̂-ß параметра t, а значению х 2=Ь 
переменной X  соответствует значение t 2 =a  параметра L, так что в этом 
случае

£ £ ______________ ß    - -
О Ь х ^ - 2  я  Л dt  = 2 я  j \v{ ty(<p( t ) f  + {if/'(t)f d t -*

ß  а
Замечание 4. Если дуга AB, расположенная в плоскости OXY,  

задана уравнением в полярных координатах r=f((p) (tp\<(p<(pi), где f(<p) -  
непрерывно-дифференцируемая на \jp\’,(pi\ функция, то в результате 
вращения этой дуги вокруг оси О Х  получим поверхность, имеющую 
площадь

(р 2 і-------------
О о х = 2 я  I rjsin^j-^r2 + (грУdtp, (9)

т.е.
Р2 г— ------------------------------------ -

<?ох==2я jf(tp)\aintp\^f (<p) + ( f ’(<p)) dtp-
<Pi

Действительно, полагая в формуле (8 ') t - tp  и учитывая, что при 
этом a=tp\, ß=<Pi, X - rcostp, у =rsin.tp, мы и придем к формуле (9).

Пример 1.Найдем площадь поверхности (конуса), образованной 

вращением отрезка прямой у=2х  (0 < х  < 2) вокруг : а) оси ОХ;  б) оси 

OY.

Фа) Так как функция f (x)=2 х  неотрицательна и непрерывно -диф­

ференцируема на отрезке [0;2], то по формуле (2) (при а~О, Ь=2) имеем:

2 ,--------
СТох = 2 я \ 2 х П  + 22 d x  -  2я~1ъ ■ х 2 = Ъя4ь (ед.2).
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б) Запишем уравнение данного отрезка прямой в виде х  = —
2

(0<z/<4) и воспользуемся формулой

У2
О о г - 2 л- I х^11  + (x'y)2dy  

У\

(при z/i=0, г/2"4), отличающейся от формулы (2 ') лишь тем, что оси ко­

ординат поменялись ролями.

Так как х'  = —, то 
у 2

О Ьу-2я- f—J l  + —di/ = ——-  ■ у 2 = 4;тл/5 (ед.2). 
q 2 V 4 4 -о

Ответ: Оох~8ллІ5 ед.2, (Тох~4ял/5 е^А ♦

Пример 2. Вычислим площадь а  поверхности шара радиуса а.

О Эта поверхность получается вращением полуокружности

X = a  cos t, у  = a  s in  t (0 < t < л)  вокруг оси ОХ.

По формуле (7'), учитывая, что а=О, ß=n, х[ = - a  sin  t , 
y't = a cos t ,получаем:

і------------------------------------------— ---------г / 9 2 2 2CT = O q x  = 2тг j a  sin ід/a “ (sin і + cos t )d t  = 2ла  '( -c o s £ )
о

. 2 /= 4;ra (ед2), т.е. (Т=4;га1і ед.2. ♦
Пример 3. Найдем площадь поверхности, образованной враще­

нием вокруг полярной оси (оси ОХ) кардиоиды х  = а( 1 + cos <р) (а>0).
О Так как данная кардиоида симметрична относительно полярной 

оси, то достаточно ограничиться верхней половиной этой кардиоиды, 
соответствующей изменению <р от 0 до л. Применяя формулу (9) При 
Ф\= 0, <р2 ~я,  будем иметь:

/і і---------------------- -------------
°ах -= 2 я-Ja( 1  + c o s ^ ) s i n ^ a 2(l + cos<p)2 + a 2 s in 2 <pdtp-
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к
= 2па242  J(1 + cos (р) sin  (p^jl + cos rpdcp = 

о
( p - 7 Z  5

= - 2 к а 242  I (1 + cos<p)2 d (l + cos<p) =
<p- о

5 і
= — 7іа2лІ2 ■ (1 + co s<p)2 \ = -  - 7ia2-j2(-4-j2) = —  л а 2 (ед.2). ♦

5 jo 5 5

Упражнения.
1. Вычислите площадь поверхности, образованной вращением во­

круг оси ОХ кривой:

I ) у 2 = 4  + х (0 < х < 2 ); 2 ) у  = cos—  (-а < х < а );
2 а

3) 8 у 2 = X2 -  X4 (0< X < 1); 4) 9 у 2 = х(3 -  х )2 (0< х  < 3);

5 ) З г / - х 3 = 0  (0< л: < 3); 6) у  = a c h -  (0 < х< а);
а

7) у  =tg X (0< х<^~);  8) у  = -  (1 <х<а);
4 X

9) X = a(t -  sin  t ), у -  а ( і -  cos t) (0< t < 2 7t);

1 0 ) X = e* s i n t , у = e l c o s t (0 <t<-™);

I I ) x 2+(y - b ) 2 = а 2 (0 <a <b); 1 2 ) r 2 = a 2 cos2 <p;
1 3 ) r  = 2asin^? (a>0).

2. Найдите площадь поверхности, образованной вращением во­
круг оси О Х  кривой:

2

1 ) у  = —  (-V 3 < x < V 3 ); 2) З х 2 + 4 у 2 = 12;
2

3) г/ 2 + 4х -  21п г/ (1< г/ < 2); 4) 9 х 2 = у{3 -  у)2 (0<у<3);

5) X = a(t -  sin  t), у  = a (l -  c o s t)  (0< t < 2л); 6) r 2 = a 2 co s2<p.

8. Некоторые физические приложения определенного 
интеграла

1. Работа переменной силы
Пусть материальная точка М  массы 1 перемещается по прямой 

(примем ее за ось ОХ) под действием силы, направление которой

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А.
 Ку
ле
шо
ва



совпадает с направлением движения, и имеющей проекцию f ( x ) на ось 
ОХ. Работу А , произведенную этой силой при перемещении этой точки 
М  из положения х=а  в положение х~Ь (а<Ь), мы определили (в § 1 гла-

п
вы 2) как предел lim  а (Т ), где величина а(Т) — У  f(ck ) \ x k с мате- 

Л(Г)-» о k=t
матической точки зрения представляет собой интегральную сумму для 
функции f ( x ) , соответствующую произвольному разбиению 
T={xq =a<xi<,. .<xn=b} отрезка \аш,Ъ] на частичные отрезки при любом 
выборе точек сь на этих частичных отрезках, а Л(Т) -наибольшая из 
длин частичных отрезков.

Указанный предел в предположении, что функция f ( x )  непре­
рывна на отрезке представляет собой определенный интеграл от
функции f (x)  на отрезке [а;Ь]:

ь
А =  f f (x)dx .  (1)

а
Это равенство выражает механический смысл определенного интеграла.

2.Длина пути, пройденного телом в прямолинейном движении 
с заданной скоростью

Пусть материальная точка движется прямолинейно и s(t) -  прой­
денное ею расстояние за время t  (от начала движения). В теме “ Произ­
водная “ мы ввели понятие скорости движения v(to) в рассматриваемый 
момент времени t0, а при выяснении механического смысла производ­
ной установили, что

v(t0) -  S ’(t0)
и, вообще,

Ü(t) = S ' ( t ) ( t>  0).
Если движение происходит в течении промежутка времени от мо­

мента f =0 до момента t=T  и скорость v( t) есть непрерывная на отрезке 
[0 ;Т] функция, то

Т  I

Г v(t)dt = S ( t f  -  S(T)  -  S (0) = S ( T ) .
0 1°

Таким образом, расстояние, пройденное точкой в прямолинейном 
движении с заданной скоростью o(t) за промежуток времени Т  (от на­
чала движения) выражается определенным интегралом

т
S  = \v ( t )d t .  (2)

о
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3. Масса неоднородного материального стержня
Пусть дан неоднородный материальный стержень длины I. Будем 

представлять его в виде отрезка [0;/] (1>0) оси ОХ.  В теме “Производ­
ная” мы ввели понятие линейной плотности р(х )  этого стержня в про­
извольной точке д:є [0 ;Z] и установили, что р(х)  = т'(х ) , где тп(х) -  
масса участка [0 ;х] стержня.

Из этого равенства, на основании формулы Ньютона-Лейбница,
I

следует, что масса т  всего стержня равна |  р  ( x ) d x :
0

I
т = J p { x ) d x . (3)

0

4. Масса ограниченной спрямляемой плоской материальной дуги
Пусть на плоскости O X Y  дана спрямляемая материальная дуга 

A B  длины L  (см.Рис.1). Зафиксируем на этой дуге какую-нибудь точку 
Р 0 и пусть Р  - произвольная точка дуги AB.  Дуги A P q, АР,  Р 0Р  спрям­
ляемы (по свойству аддитивности длины дуги). Обозначим через Iq и 
/-соответсвенно длины дуг А Р0 и АР.  Положение точки Р  на дуге A B  
вполне определяется заданием числа I. Другими словами, координаты 
X, у  точки Р  являются функциями от I:

x  = x( l ) ,y  = y ( l ) ( 0 < l < L ) .  (4)
Функции х(1),у(1) будем предполагать непрерыко -дифферен­

цируемыми на отрезке [0 ;Ь].
Пусть т(1) -масса дуги А Р  (\ /РеАВ).  Тогда отношение 

Ат т(1) -  т(10)
------- ---------------- есть средняя плотность дуги Р 0Р. Линеиную плот-
А1 I -  10

носхь р(10) дуги A B  в точке Р 0 определим как предел lim  .
ді~»о Al

Таким образом, предполагая, что функция т(1) дифференцируе­
ма на отрезке [0;L] (а, значит, и в точке Iq), имеем:

р(10) = т'(10)
и, вообще,

p( l )  = m ' ( l ) ( V l z { 0 - , L ] ) .  (5)
Отсюда
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\p{l)dl = т щ  = m(L)  -  m(0) = m(L ) = m  -масса всей дуги AB.
о 1°

Итак,
L

т  = I p( l )d l . (6)
о

5. Статические моменты и центр тяжести системы конечного 
числа материальных точек

Определение 1 . Пусть на плоскости O X Y  дана материальная точка 
(х;у) массы т.

Статическим моментом точки (х;у)  относительно оси О Х  (OY)  
называется произведение массы этой точки на ее ординату (абсциссу):

М х = ту, М у  = т х .
Определение 2. Статическим моментом относительно оси О Х  

(соответственно оси OY)  системы конечного числа материальных то­
чек ( x k ; y k ), расположенных на плоскости O X Y  и имеющих массы т к 
(k  = 1 , п ) ,  называется сумма статических моментов этих точек относи­
тельно оси О Х  (соответственно оси OY):

М х = Ъ™-кУн (м у = 5 > * * * ) .  (7)
*=1 к=1

В курсе механики центр тяжести системы материальных точек 
(xk ; y k) с массами m k (k = І , п) определяется как такая точка 
С(хс; у с) ,  что если в ней сосредоточить массы всех точек системы, то 
статические моменты этой точки относительно координатных осей бу­
дут соответственно равны статическим моментам данной системы мате­
риальных точек относительно этих осей:

Ус ■ 1 > . = £ т . у к , х с • = І > . х .к ^  к^к ’ с ^  к к к' h=\ k=l fe=l k=l
Следовательно,

n
Ъ т кх к Ъ т кУк

*=1 -  , Ус = Ч -------  (8)П

или короче

Y , m k
k=i k=i

Щ .  „» Ус ~ пг m
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п
где М х , М у  определяются соотношениями (7), a m -  ]Г т к -масса

всей данной системы материальных точек.
В следующих пунктах данного параграфа задачу о нахождении 

центра тяжести плоской материальной спрямляемой дуги или квадри­
руемой плоской фигуры мы сводим к рассмотрению некоторой систе­
мы конечного числа материальных точек и переходу к пределу.

Материальное тело называется однородным, если его масса рав­
номерно распределена по этому телу (т.е. его плотность в каждой точке 
постоянна).

Заметим также, что на практике при нахождении центров тяжести 
материальных тел могут оказаться полезными следующие очевидные 
факты:

1 ) центр тяжести однородного ограниченного материального 
стержня совпадает с его серединой;

2 ) центр тяжести однородного материального ограниченного те­
ла, имеющего ось симметрии, лежит на этой оси; в частности, центр 
тяжести однородного прямоугольника совпадает с его центром (точкой 
пересечения диагоналей)',

3) центр тяжести однородного треугольника совпадает с точкой 
пересечения его медиан.

6. Центр тяжести плоской ограниченной материальной линии
Пусть на плоскости O X Y  дана спрямляемая материальная дуга 

AB длины L .Параметрические уравнения этой дуги имеют вид (4) (см. 
п.4), где Z-длина дуги A P (VP є A B ) .  Если /?(/)- линейная плотность 
дуги A B  в точке Р,  то масса этой дуги определяется по формуле (6) 
(предполагая функцию р(1) непрерывной на отрезке [0 ; L]).

Для нахождения центра тяжести дуги AB разобьем ее произволь­
ным образом на частичные дуги A k -\ A k {k -  1 ,п; А () = А,  А п = ß) 
точками
A k такими, что А^ е A fe_1ß  (k = 1, п -  1) (см. Рис.1). Пусть lk - длина 

дуги AAk (k = 1, п ) , A i k - длина частичной дуги A k_xA k .

Тогда масса m k дуги A k_l A k (k = 1, п) равна: 
lk

m k = \p{l)dl = [по теореме о среднем значении определенного интеграла] 
h  1

~ pif-k \^k ~ ^k-1) = P^k ]^k  > r^e є Р-й-l» lk\-
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З н а ч е н и ю  п а р а м е т р а  I с о о т в е т с т -  

^  / В  в у  н а д у т е  н е к о т о р а я  т о ч к а

j ,  1 ; iА к А 1  с к о о р д и н а т а м и  x(z^  ̂ ( / * )

і Д л я  к а ж д о г о  ф и к с и р о в а н н о г о
j k ( k  є  { l ,2 , . . . , r a } )  м а с с у  m k д у ги  A k _-i A k

I с о с р е д о т о ч и м  в  т о ч к е  .

”1~ С о г л а с н о  п .5 ,  с т а т и ч е с к и е  м о м е н т ы
I  . Р и с . 1 „
■ о т н о с и т е л ь н о  о с е й  О Х  и  O Y  п о л у ч е н н о й

с и с т е м ы  м а т е р и а л ь н ы х  т о ч е к  А £  с м а с ­

с а м и  т k (k -  1, га) с о о т в е т с т в е н н о  р а в н ы :

А=1 й=1

т. е.

к  = м у = i ^ f c W f c K *
£=1 Й-1

Э т и  с у м м ы  я в л я ю т с я  и н т е г р а л ь н ы м и  с у м м а м и  д л я  н е п р е р ы в н ы х  
н а  о т р е з к е  [О; Ь ]  ф у н к ц и й  р{ 1)  у {1 ) , р ( 1)  х(Г)  (к а к  и  в  п .4 ,  м ы  с ч и т а е м , 

ч т о  ф у н к ц и и  х(1) ,  у(1)  н е п р е р ы в н о -д и ф ф е р е н ц и р у е м ы  н а  о т р е зк е  [О; Ь \ )

и ,  с л е д о в а т е л ь н о , п р и  Ä =  m ax { a lk ) —> 0  в е л и ч и н ы  М*х , М у  и м е ю т
к

конечные пределы:
L  L

М х  =  l p { l ) y ( l ) i l ,  М у  =  l p ( t ) x ( l ) d l ,  (9 )
о о

н а зы в а е м ы е  с о о т в е т с т в е н н о  статическими моментами дуги A B  о т н о ­
с и т е л ь н о  о с е й  О Х  и  OY.

О п р е д е л я я  центр тяжести С ( х с ; у с ) д у г и  A B  п о д о б н о  т о м у , к ак  

в  п .5  б ы л  о п р е д е л е н  ц е н т р  т я ж е с т и  с и с т е м ы  к о н е ч н о г о  ч и с л а  м а т е р и ­
а л ь н ы х  т о ч е к ,  б у д е м  и м е т ь

т - х с -  М у  , т  у с = М х , 
о т к у д а , с  у ч е т о м  ( 6 )  и  ( 9 ) ,

1 L і L
х с =  -1- \ р ( і ) х ( і у і І , у с =  і  J p ( l ) y ( l ) d l , ( 1 0 )

т о т о
где
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L
m -  J p{l)dl . (11)

о
В частности, если дуга A B  однородная (т. е. p(l) = const  на 

[О; і ] ) ,  т о

і L і Ь
x c = j \ x ( l ) i l , y c = j \ y { l ) i l .  ( 12)

о о
Вторую из формул (12) перепишем в виде 

L
jy(l)dl = у с ■ L .  
о

Умножая обе части последнего равенства на 2тг, получим:
L

2л \y(l)dl = 2 ;п/с ■ L 
о

или
сгох = L ■ 2л у с , (13)

где а ох - площадь поверхности, образованной вращением дуги AB 
вокруг оси О Х  (если y(l)> 0 на [О;Ь]'), а 2л у с-  длина окружности, 
описываемой точкой С(хс; у с) при вращении ее вокруг оси О Х .

Таким образом, справедлива следующая теорема:
Теорема 1 (первая теорема Паппа -  Гульдина)

Площадь поверхности, образованной вращением плоской спрямляемой 
однородной дуги вокруг прямой, лежащей в одной плоскости с этой ду­
гой и не пересекающей ее, равна произведению длины данной дуги на 
длину окружности, описанной центром тяжести этой дуги.

Пример 1. Найдем центр тяжести однородной полуокружности
X2 + у 2 = а 2 (у > 0 ).

О Длина данной полуокружности равна л  а, а площадь поверхно­
сти, образованной вращением этой полуокружности вокруг оси Ох,

О
равна Ала . Следовательно, по формуле(13) (при L = л а ,

о
(Тох = 4 л  а ) находим:

Ус
4 л  а? 2 а

2 л Ь  2 л 2а л  
Кроме того, х с = 0 , так как данная полуокружность симметрич­

на относительно оси OY.  Ответ: ci()\ —  j . ♦
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Пример 2. Вычислим координаты центра тяжести однородной
о 4 1 Кдуги астроиды х  -  a cos t , у  = a sin t  I 0 < t < —

О При изменении t от 0 до — точка (х;у)  описывает часть астрои­

ды, расположенную в нервом квадранте (см. §5, Пример 1). Уравнение

астроиды в декартовых координатах имеет вид ^[х2 + у 2 = ' Іа2 , отку­
да следует, что данная дуга астроиды симметрична относительно прямой 
у  -  X .  Поэтому х с =  у с . Найдем х с . Воспользуемся первой из формул

1 L За
(12): х с = — jx(l)dl.  В данном случае L  = -------длина рассматриваемой

L о 2

изменя-дуги астроиды (см. §5). Замечая, что dl  = -\[(x't )2 + dt  и t
я  Зется (возрастает) от 0 до —, когда I изменяется от 0 до L = — а ,  будет
2 2

иметь:

х с = —  |д:(*)д/{д:'(і))2 + (y'(t))2dt  -  {см. §5,  пример 1]= 
За 0J

ТГ 7Г

: —  За |( а  cos3 t - c o s t -  sin t)dt = 2 a  j(cos4 t  • s in  t ) l t  =
3a 0 0

7Г

7. Центр тяжести плоской ограниченной фигуры
Пусть на плоскости O X Y  дана однородная материальная фигура 

Ф, ограниченная линиями х  = а , х  = Ъ, у  = Д(х )>У = /з(*) (<* < Ь),
где функции f i(x)  и /2(х)непрерывны на отрезке [a; ft] и/, (х) < f2(x)
на [a ;ft] (см. Рис 2.). Возьмем произвольное разбиение Т отрезка \a\b\ 

на любое конечное число п  частичных отрезков ( k - 1 ,  п;
х 0 = а , х п = Ъ)-.Т = {а = х 0 < х х < ... < х п = b}.
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Проведя прямые X = x h {ft = О, га), мы разобьем фигуру Ф на га 
вертикальных полосок Фх, Ф о ,- ,  Фп■ Пусть р  = const > 0 -  поверхно­
стная плотность фигуры Ф, т.е. масса единицы площади этой фигуры, 
Sh и т.}{~ соответственно площадь и масса полоски Фк {k = 1 , га), ог-

У = /г(*)

У  к

У

ф

Фу'

У -  f l  (х)

Ъ X

Рис. 2

раниченной линиями х = х и , x = x k, y - f \ ( x ) ,  У=У2 ІХ)- Тогда 
xk

m k = P ^ k  - = Г (/з ) -  fl (x f j d x  =[no теореме о среднем значении для
zfc-l

непрерывной функции]—

= 1/2 (** j -  fl ( 4  ) І Ч  -  Xk Л ) = k  [x l ) -  fl \Xk b Xk ’ ГДе
x kk є [ х ^ ;  x fe], Axk = x k -  x k_x (k = 1, n ).

Заменим каждую полоску Фк [k = 1,/г) точкой [х£ ;г/j*), где

* Л (зс*) + f2[x l ) ~ ^у к -  , и сосредоточим в этой точке массу т к полоски Фк.
2і

В результате получим систему п материальных точек (х^ ' , у і ) с масса­
ми m k (k = 1 , га). Ее статические моменты относительно осей О Х  и 
OY  соответственно равны:

M l  -  X т ку1 = £  £ ^ ( 4 ) -  f H x k b x k ’
k~l k=l

м у = Ъ т кх 1 = р Ъ х 1 f e (** )- А [ ч Ж х к ■
k=l
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Очевидно, М х и Му'-  представляют собой интегральные суммы

для непрерывных на отрезке [а;Ь] функций [ f£{x)-  /і2(х ))>

px( f2( x ) -  Д(х)). Поэтому при X{t) max{Ax^} -» 0 существуют ко-
k

нечные пределы М х , М у  этих сумм:

м х =1) l(f£(x )~ f \ { x ^ x , M y  = p \ x ( f 2 ( x ) -  fx (x ))ix , (14) 
a a

называемые статическими моментами всей материальной фигуры Ф от­
носительно осей О Х  и O Y .

Определим теперь центр тяжести С(хс,ус) фигуры Ф как точку, 
для которой

т-хс=Му' т-ус=Мх, (15)
где

ь
т  = p S 0 = p \ ( f2{ x ) - f x(x) )dx-  (16)

а
масса фигуры Ф.

Из (15), с учетом (14) и (16), находим:

ХС = 4  /* (& (* )-  f\{x )Mx  > Ус \if2 2(x ) - f i { x j j i x ,  (17)
а а

где S = S 0,
Из этих формул видим, что координаты центра тяжести плоской 

однородной фигуры не зависят от поверхностной плотности р  этой фи­
гуры.

Умножив обе части второй из формул (17) на 2n S , будем иметь:

я-% ?(х ) -  f i 4 x b x  = S • 2 щ и  . (18)
а

Если f2{x)> Д(х)> 0 на отрезке [<з;Ь], то левая часть равенства 
(18) равна объему тела, полученного вращением фигуры Ф вокруг оси 
О Х .

Таким образом, доказано следующее утверждение:
Теорема2 (вторая теорема Паппа -  Гульдина). Объем тела, полу­

ченного вращением плоской однородной квадрируемой фигуры Ф во­
круг прямой, лежащей в одной плоскости с этой фигурой и не пересе­
кающей ее, равен произведению площади S  фигуры Ф на длину L  ок­
ружности, описанной центром тяжести данной фигуры.
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Замечание: Гульдин Пауль (1577-1643)-швейцарский матема­
тик, один из основоположников метода бесконечно малых. Приведен­
ные выше теоремы 1 и 2 Гульдин изложил в 1640г. в трактате «О цен­
тре тяжести».

Впервые же эти теоремы сформулировал (не приводя доказа­
тельств) древнегреческий математик Папп Александрийский (III в.н.э.).

Примері. Найдем координаты центра тяжести однородной фигу­
ры, ограниченной синусоидой у  = sin х и отрезком [О; к \  оси О Х  (см. 
Рис. 3).

О Пусть С(хс, у с)~ центр тяжести данной фигуры.

ь

j Рис.З

Поскольку эта фигура симметрична относительно прямой х  = —, то

л

Найдем у с , используя вторую из формул (17). Имеем (при 
а  -  0,Ь -  ж, fi (х) = 0 , /2 (х) = sin  X :

Я
S  = Jsin  x d x  = -co s  x |J = 2, 

о

y c = fs in 2 x d x  -  — f(l -  co s2 x k x  -  — f x  -  —
8 о 8 І  2

Ответ: c f —; — 1. ♦
\ 2  8  j

Пример 2. Найдем центр тяжести (хс , у с) однородного полукру­

га 0  < у < 4 а 2 -  X 2 -  а < X < а.

О Здесь хс = 0 , т.к. данный полукруг симметричен относительно 
прямой X  -  0 .

Для нахождения у с проще воспользоваться второй теоремой 
Гульдина: Vox = S  ■ 2 л у с . При вращении полукруга (площади
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1 о 4 яS = — л  а  ) вокруг оси О Х  получим шар объема Vox -  — л а  . По-

3 к )  

Упражнения
I.По закону Гука сила, противодействующая растяжению пружи­

ны, пропорциональна ее удлинению. Растягивая пружину на 4см, про­
извели работу в ЮОдж. Какую работу нужно затратить, чтобы растя­
нуть пружину на 1 0 см?

2 .Чтобы растянуть пружину на 2 см, нужно затратить работу в 
20дж. Насколько можно растянуть пружину, затратив работу в 80дж?

3. Материальная точка движется прямолинейно со скоростью, 
пропорциональной квадрату времени. В конце четвертой секунды ско­
рость равна 1см/с. Какое расстояние пройдет точка за первые 10 се­
кунд?

4. Плотность стержня р(х)  = k 4 x  (k > О). При каком значении к 
масса этого стержня длины 9см равна 36г?

5.Найдите массу, распределенную вдоль дуги у  = chx
(О < X < l ) , если в точке (х; у)  этой дуги ее линейная плотность равна 
ху.

6 . Вычислите статический момент относительно оси О Х  дуги
(  П , . яЛкривои у -  COS X ---- < X < — , если линеиная плотность этой дуги

* { 2 2 )
равна 1 .

7. Найдите статические моменты относительно осей О Х  и O Y  и 
координаты центра тяжести однородной дуги (линейной плотности

р  ~  1 )  у  -  і  X 2 -  -  ln  X ( і  < X < 2).

8 . Найдите центр тяжести однородной дуги циклоиды 
X = a { t -  s in  t),  у  -  а(1 -  cost) (О < t  < 2л).

9. Вычислите координаты центра тяжести однородной дуги цеп­

ной линии у  = a c h — (- а < х  < а).
а

10. Найдите декартовы координаты центра тяжести дуги кардио­
иды г  -  a ( l + cos <р) (О < (р < л ) , считая линейную плотность дуги 
равной 1 .

I I .  Найдите статический момент относительно оси О Х  плоской 
фигуры (с поверхностной плотностью р  = 1 ), ограниченной линиями:

4 з 1 2 4&этому —л а  -  — ла ■ 2л у с , откуда у с = — . Ответ: С| 0;
3 2 Ък
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а) у  = X2 и у -  4 х  ;
2 2б) у = X и у = --------.

1 + х г
12. Найдите координаты центра тяжести однородной фигуры, 

ограниченной линиями:
а) X2 + 4 г / - 1 6  = 0 ,у  -= 0;  б) і/ 2 = 20х,х2 = 20г/;
в )  л / х  + ^[у  -  л[а (а  > О ),  х  =■ 0 ,  у  -  0 ;

2
г) у ~ — • X , у = s in  X , у  = 0 (jc > О);

к
д) Xі  + 4у 2 -  4 , X2 + у 2 = 4 , X = 0 (х > 0, у  > О).
13. Найдите координаты центра тяжести однородной фигуры, ог­

раниченной первой аркой циклоиды и осью О Х .
14. Найдите декартовы координаты центра тяжести однородной 

фигуры, ограниченной кардиоидой г = a(l + cos^).
15. Пользуясь теоремами Гульдина, вычислите объем и площадь 

боковой поверхности прямого конуса с высотой Н  и радиусом основа­
ния R.

16. Найдите объем части шара радиуса R и площадь части его по­
верхности, вырезанных двумя параллельными плоскостями, расстояния 
которых от центра шара равны Н\  и Н%.

17. Однородная фигура, ограниченная эллипсом с полуосями а и 
Ъ (О < а < Ъ), вращается вокруг прямой, параллельной малой оси и 
проходящей через вершину эллипса, лежащую на большой оси. Пользу­
ясь второй теоремой Гульдина, найдите объем тела вращения.

18. Вычислите объем тела, образованного вращением однородно­
го круга радиуса а вокруг оси, расположенной в его плоскости и от­
стоящей от центра круга на расстояние b (Ь>а).

19. Однородная фигура, ограниченная правильным шестиуголь­
ником со стороной а, вращается вокруг одной из его сторон. Найдите 
объем тела, которое при этом получается.

20. Найдите объем тела, образованного вращением вокруг оси
о

О Х  однородной фигуры, ограниченной линиями у = 2а х ,  х  = а 
(а > О).

21. Пользуясь второй теоремой Гульдина, докажите, что центр 
тяжести однородного треугольника отстоит от его основания на одну 
греть высоты.
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