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Одним из направлений современной дифференциальной геометрии является теория 
структур высших порядков на гладких многообразиях. Среди геометрических структур 
особое внимание привлекают связности. Целью работы является описание инвариант­
ных связностей в группоиде Ли k-струй локальных диффеоморфизмов гладкого много­
образия. Исследование проводится методом Эресмана, основанном на использовании 
группоидов Ли и k-струй гладких отображений.

Ключевые слова: гладкое многообразие, группоид Ли, алгеброид Ли, инвариантная 
связность, оператор Спенсера, однородное пространство.

Введение
Одним из направлений современной дифференциальной геометрии являет­

ся теория структур высших порядков на гладких многообразиях. Интенсивная 
научная работа в этом направлении проводится уже не первое десятилетие. 
Классический подход к исследованию геометрических структур на гладких 
многообразиях основан на понятиях главного и присоединенного расслоения. 
Сами структуры определяются как подрасслоения в главных расслоениях или 
как сечения присоединенных векторных расслоений и исследуются методом, 
основанном на изучении структурных уравнений указанных структур. Фун­
даментальным введением в этот раздел геометрии являются, например, двух­
томная монография Ш. Кобаяси, К. Номидзу [1], [2] или лекции по геометрии 
М. М. Постникова [3], [4]. Работы Э. Картана, Г.Ф. Лаптева, А.М. Васильева, 
Ю.Г. Лумисте и других математиков (см. например, [5], [6], [7]) по исследованию 
структур высших порядков на гладких многообразиях и связностей на этих струк­
турах выполнены методом, основанном на изучении структурных уравнений.

С другой стороны, в работах Ш. Эресмана, П. Либерманн (см. например,
[8], [9]) развит еще один подход к построению основ геометрии, который ба­
зируется на понятиях группоида Ли и k-струи гладкого отображения. Такой 
подход имеет свои преимущества. Во-первых, теория группоидов Ли имеет 
много аналогов с хорошо развитой теорией групп Ли. Появляется возможность 
использования таких фундаментальных понятий, как алгеброид Ли, экспонен­
циальное отображение. Например, применение алгеброидов Ли эффективно 
в теории связностей. Во-вторых, группоидный подход позволяет успешно ис­
пользовать теорию k-струй гладких отображений. На основе k-струй строится
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фундаментальное понятие дифференциального продолжения геометрических 
объектов. Примером использования такого подхода может служить построе­
ние связностей высших порядков, приведенное в работе Нго ван Кё [10]. Из­
ложение основ дифференциальной геометрии, использующее группоиды Ли 
и алгеброиды Ли, приведено в монографии К. Маккензи [11]. В монографии 
И.В. Белько [12] осуществлено развитие этого направления исследования гео­
метрических структур.

Среди геометрических структур на многообразиях особое место занимают 
связности первого и высших порядков. Основные идеи общей теории связно­
стей восходят к Э. Картану и Ш. Эресману. Связности, введенные Э. Картаном, 
сейчас называют картановыми связностями. Они определяют картановы геоме­
трии, которые можно рассматривать одновременно как обобщения римановой 
геометрии и однородных пространств. Актуальность исследования картановых 
геометрий подтверждается возросшим в последние годы интересом к ним, о чем 
свидетельствуют статьи Д. В. Алексеевского, П. Михора, Е. Альта, Ш. Франца 
(см., например, [13], [14]), монографии А. Чапа и Я. Словака [15]. Одним из 
обобщений понятия линейной связности в векторном расслоении, основанном на 
использовании группоидов Ли, является связность высшего порядка в группоиде 
Ли, построенная Ш. Эресманом. Примером использования метода Эресмана 
может служить построение связностей высших порядков, приведенное в работе 
Нго ван Кё [10]. Нго ван Кё установил связь между связностями высших поряд­
ков в группоидах Ли и расщеплениями присоединенных векторных расслоений. 
С помощью оператора Спенсера он поставил в соответствие произвольной 
связности высшего порядка дифференциальный оператор специального вида. 
Интерес представляет изучение связностей высшего порядка в группоидах Ли, 
согласованных с действиями продолженных подгруппоидов Ли. Такие связности 
можно определить, как инвариантные связности высшего порядка в группои­
дах Ли или как регулярные сечения расслоения элементов связностей порядка 
относительно действий продолженных подгруппоидов Ли. Согласованность 
связностей высшего порядка с действиями продолженных подгруппоидов Ли 
накладывает условия на соответствующие расщепления и дифференциальные 
операторы и, с другой стороны, позволяет однозначно определить такие связ­
ности через связности более низких порядков [16].

Общие результаты такого исследования можно применить к изучению 
структур высших порядков на гладких многообразиях и в векторных рассло­
ениях, которые согласованы с некоторыми дополнительными структурами, 
заданными на многообразиях. В последние десятилетия прошлого века интен­
сивное развитие получила такая область современной геометрии, как геометрия 
однородных пространств. Одним из направлений исследований в этой области 
дифференциальной геометрии является изучение инвариантных структур. 
Наличие таких структур на однородном пространстве позволяет извлекать 
существенную информацию о геометрии однородных пространств. Известный 
пример -  инвариантные связности на однородных пространствах, определенные 
транзитивным действием группы Ли G на гладком многообразии В  = G/H, где Н  -  
замкнутая подгруппа в G. Целью работы является применение метода ЭресманаЭл
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к описанию инвариантных связностей на гладком многообразии В  = G/H. При 
исследовании используется группоид Ли П ^ ) ,  элементами которого являются 
k-струи локальных диффеоморфизмов многообразия В, и его подгруппоид Ли
jk  ^ G -  G j [17, с. 146].

Основная часть
Пусть В  -  гладкое многообразие, (ü , B) -  группоид Ли над В, ( ü k, B ) -

продолжение порядка k  группоида Ли (ü , Б ) , (E, p, B) -  векторное расслоение,
ассоциированное с группоидом Ли (ü, B), (JkE, p k, B) -  продолжение порядка k  
векторного расслоения (E,p, B), (Qk(ü), п, B) -  расслоение элементов связностей 
порядка k .

Группоид Ли ( ü k, B ) действует на векторном расслоении (JE , p k, B) 
[10, с. 170]. Локальная запись этого действия имеет вид:

г  • -г  = j C -  ? , s = j k  ((< г(р °с У  )• ) , (1)

где Z  = j ka  e ü k, a ° c  = ü  , X  = j kx S  e  J kx E , y  = ß  ° c ( x ).
Группоид Ли ( ü k, B ) действует на векторном расслоении (JE , p k, B) 

[12, с. 133]. Локальная запись этого действия имеет вид:

Z - Y  = f c - j l f  = Л C ß C )• f ( ß - a ) - '  • ( c ( x ))-1), (2)

где Y  = j l  f  e  QXk ( ü )
Нго ван Кё каждой связности в группоиде Ли ставит в соответствие морфизм 

векторных расслоений [10, с. 190]

Äk : E  ^  J kE , (3)
который расщепляет точную последовательность расслоений

0 ^  J 0kE  ^  J kE  ^  E  ^  0. (4)
Пусть G -  группа Ли, Н  -  замкнутая подгруппа в G, В  = G/H  -  однородное 

пространство. Группа Ли G действует на гладком многообразии B

Lg : G х B  ^  B  : (g, x ) ^  gx. (5)

Группоид Ли —-— действует на векторном расслоении (TB, p, B), его про- 
H

должение порядка k  -  J k | G—G j -  подгруппоид Ли группоида Ли n k (B), дей-

ствует на векторном расслоении (J  kT B ,n , B  ) .

Пусть ü  = G —G  , ü k = J k ̂  G —G  J . Группоид Ли ff(B ) действует на век­

торном расслоении (JkTB, ў ,  B). Согласно (1), локальная запись этого действия 
имеет вид:
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Z • X  = j kx s  = j ky (H ß  ° ct)_1 )• s (ß  о ст)_1), (6)

где Z  = j kxa  є  П k(B ), a  ° a  = id , X  = j ks є  J kx TB, y  = ß o a ( x ).

Действие группоида Ли Пк(В) на расслоении (Qк (Q), п, B ) естественным
образом определяет инвариантную связность относительно действия Qk.

Определение. Связность c : B  ^  Q k (Q) называется инвариантной, если для
любого элементаZ  = j^G  є  Q k выполняется условие:

с(У ) = Z •c (x \  (7)
где a  ° a ( x ) = x, y  = ß  ° a ( x ).

Теорема 1. Пусть связность с : B  ^  Q k (Q) является инвариантной относи­
тельно действия группоида Ли Q k .

Тогда морфизм Лк : TB ^  J kTB  удовлетворяет условию:

к  (° (x) • ß ( x) ) = •  к  (ß (x ) ) . (8)
Доказательство.
Пусть с : B  ^  Q k (Q) -  связность, инвариантная относительно действия

группоида Ли Q k . Построение морфизма к к : E  ^  J kE  [10, с. 189] в нашем 
случае (E = TB) осуществляется по следующей схеме.

Для всякого x  є  B  элемент c(x) представляется в виде c (x ) = jXkn , где 
п : U  ^  Q x -  сечение связности в точке x  над выделенной окрестностью U. 

Для всякого элемента X  є  TxB  отображение

n X  : U  ^  TB  : y  ^ n ( y ) - X  (9)
является локальным сечением расслоения (TB,p,B).

Так возникает морфизм векторных расслоений

X  : TB ^  J k T B : X  ^  j  (n ’x )  . (10)
Проверим выполнение условия (9):

к  (° (x) •X ) = j k  ( п  H x) •X ) ) = A  (̂ (x) •п  X ), (11)

Z •к  (X ) = j k °  •А п  = j k  (^ ( x^ п  X ) . (12)
Из (11) и (12) следует, что условие инвариантности для морфизма к  вы­

полняется.
Что и требовалось доказать.
Нго ван Кё с помощью дифференциального оператора Спенсера D, каждому 

морфизму (3) ставит в соответствие дифференциальный оператор специального 
вида [10, с. 192]:

V k = D  о к . (13)
Построение соответствующего дифференциального оператора в нашем 

случае (E = TB)  осуществляется по следующей схеме.Эл
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Дифференциальный оператор Спенсера D  [17, с. 54] действует следующим 
образом:

D  : r J k( T B ) ^ r J k1 (TB )®  T *B ): s  ^  J 1 (pk-1 o s ) - s .  (14)

Дифференциальный оператор V k действует следующим образом:

V k : Г TB ^  r (J  ‘ -■ (TB)®  T ' b ) : s  ^ V  k (s )=  D  o ^  ( s ) . (15)

Дифференциальный оператор V k обладает свойствами [10, с. 192], позво­
ляющими однозначно определить связность порядка k  с помощью связности 
порядка k  -  1.

Теорема 2. Пусть морфизм (10) удовлетворяет условию (8).
Тогда дифференциальный оператор (16) удовлетворяет условию:

V k ( c ( x ) • V ( x) ) = Ў С ' V  k (ß ( x) ) .
Доказательство теоремы 2 следует из (13) и инвариантности оператора 

Спенсера.
Нго ван Кё [10, с. 192] доказал, что связность порядка k  однозначно опре­

деляется связностью порядка k  -  1 и дифференциальным оператором (13). Из 
теорем 1 и 2 следует, что аналогичный вывод можно сделать и для инвариантных 
связностей в группоиде Ли П ^ ) .

В качестве примера исследованы инвариантные связности на двумерной 
сфере:

S 2 = { (x 1,x 2,x 3) є  ^ ( x 1) + (x 2) 2 + (x 3) = 1}. (16)
Структура гладкого многообразия на S2 определяется локальными триви- 

ализациями:

U 1 : {(x1, x 2, x 3 ) є  S 2 x 3 > 0 } ^  (x1, x 2, 

U 2 : {(x1, x 2, x 3 ) є  S 2 x 3 < 0 } q 2 (x1, x 2,

= (x1, x 2 

(x1,:

(x2,:

(x2,:

= (x1, x 3 

= (x1, x 3
Данное многообразие является однородным пространством

U 3 : {(x1, x 2, x 3 ) є  S 2 x 1 > 0 } ^3 (x1, x 2, x ' 

U 4 : {(x1, x 2, x 3 ) є  S 2 x 1 < 0 } (x1, x 2, x 3

U 5 : {(x1, x 2, x 3 ) є  S 2 x 2 > 0 } ф5 (x1, x 2, x ;

U 6 : {(x1, x 2, x 3 ) є  S 21x2 < 0 } ^6 (x1, x 2, x 3

= (x1, x 2

= (x2, x 3

= (x2, x 3

S 2 0 (3 ) ,
O ( 2 ) ’

(17.1)

(17.2)

(17.3)

(17.4)

(17.5)

(17.6)

(18)
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на котором действует группа ортогональных матриц третьего порядка 0(3)

0 ( з ) х  S 2 ^  S 2 : (о-‘ , x ^ ) ^ а \  • x j . (19)

Локальная запись действия (19) осуществлялась с помощью локальных 
тривиализаций (17.1-17.6). Локальная запись действия на J lTS2 и J lTS2 осущест­
влялась с помощью локальных тривиализаций [18], которые в нашем случае 
имеют вид:

J lT S %  *  U x ( L 0S (м 2,М 2) ф L S (М2,М 2)), (20)

J 2T S 2IU « U x ( L 0S (m2,M 2) ® L \ (m2,M 2) ® L2S (m2, R 2)), (21)

где Щ  (м 2, M2) -  пространство m-линейных симметричных отображений
М2 х...М 2 ^  M2
V._ _ _ _ _ _ _ _ _  _ _ _ _ _ _ _ _ _ J

m  раз

Локальная запись условий инвариантности морфизмов (3) использована для 
вычисления функций инвариантной связности первого и второго порядков на S2. 

Функции инвариантной связности первого порядка на S2 относительно
локальной карты (U1, (р1) вид (22.1-22.4):

x1 (1 - I x 2 )2) „і / \ x (1 -(x 'Г111 (x)= xl 1 - ( )2), Г22(x)=  xl 1 1 1 )2)К Г2(x)= V \Л П , (22.1)
р  р

№
2

Г1 (x) = X p -  = Г21 (x), (22.2)
Р

Г121 (x)= x  1 - ( x 2)2), Г222(x)= x  1 - (x1 )2)2 , Г222 (x)= V f f  к  (22.3)
Р Р

Г ^ Ь - ^ Ф -  = r;,(x)i (22.4)
Р

где р  = V1 - (x l )2 - ( x 2 J  .
Функции инвариантной связности первого порядка на S2 относительно

локальной карты ( U „ ^ )  вид (23.1-23.6):

Гш(x) = (г')24 (x2Д  Г ' ,(x) = , (23.1)
р р

(xl J x  2 Г1 (x ) = Г1 (x )=  (xl )2 (x' )2Г1121 (x) = r2n ( x ) = ^ A ^ _ 5 Г122 (x )= r 212 (x ) = -  4
р р  

(xl )2 1 -(x l )2 ) Г1 (x)=  xlx2 1 -(x2 )2 ),

, (23.2)

Г2121 (x )= (xl)21 -(x l)2), Г2122(x)= xlx21-4(x2)2) , (23.3)
P P
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(23.4)

(23.5)

(23.6)

Заключение
Актуальность исследования картановых геометрий подтверждается воз­

росшим в последние годы интересом к ним. В работе приведено описание ин­
вариантных связностей в группоиде Ли k-струй локальных диффеоморфизмов 
гладкого многообразия В  = G/H. В качестве примера дано локальное описание 
инвариантных связностей первого и второго порядков на двумерной сфере.
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Ramanovich L. INvARIANT c o n n e c t i o n s  IN LIE GRoupoID Пк(В).
The article explores invariant connections in the Lie g rou p o id ’s k-jets o f  local 

diffeomorphisms o f  differentiable manifolds В  = G/H. The research is based on Ehresmann ’s 

method involving the Lie groupoid n k(B) and subgroupoid J k  ̂G - G j .

Keywords: smooth manifold, Lie groupoid, Lie algebroid, invariant connection, Spenser 
operator, homogeneous space.
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