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Рассмотрим краевую задачу [1]

= A(t) ̂  ^  B(t) + A(A.(t)X(t) + X(t)B,(t)) + dt dt dt

+ " ( A2(t)d| t) + df lB2(t)  ̂+ F(t), (1)

X (0,1) = m  , (2)
X (юД) = N, (3)

где t є [0, ю], F(t), A(t), B(t), a , (t), B, (t) (i = 1,2) -  матрицы класса C[0, ю] соответствующих размер
ностей; Д еR, X є R”x” ,m, N -  заданные вещественные матрицы.

Краевые задачи для матричных дифференциальных уравнений встречаются, прежде всего, в 
теории управления, а также в различных прикладных задачах (см., например, [2-4]). Задачи типа 
(1)-(3) в скалярном случае играют важную роль в теплофизике [5, 6].

В данной работе предлагается итерационный алгоритм построения решения задачи 1-3 на 
основе соответствующей эквивалентной задачи

dX = Y
dt ’

dY - (4)--- = A(t )Y + YB(f) + H (t, Д X, Y),
dt

где H(t, Д, X, Y) = Д  A1 (t)X(t, Д) + X(t, 1 )Bj (t)) + Д  A2 (t)Y(t, 1 ) +

+Y(t, 1)B2 (t)) + F(t) = H(t, 1).
В работе [1] установлено, что задача (2)-(4) эквивалентна интегральной задаче

X (t Д ) = M + І  Y (v,A)d т. (5)
0

Y (t, Л) = U(t) (ф -1 (N -  M)) V(t) +

+U(t)Ф-11 jU(r )I JU"1(s)H(s,l )V"1(s)ds IV(r)dr IV(t), (6)
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где U(t), V (t) -  интегральные матрицы уравнений

= A(t)U(t), U(0) = E ,  dV(t) = V(t)B(t), V(0) = E
dt dt

Ek -  единичная матрица порядка k , Ф -  матричный оператор,

®Z(t) = j  U(r )Z(t )V(r)dr.

Запишем систему уравнений (5), (6) в следующем виде:
X ( t )  = M + Puv ( t  +

где

Jи(^ )Ф~‘ JU(r ) I JU-1(s)H(s,l )V-1(s)ds IV(r)dr V (<p)dp

JU(r )I JU_1(s)H(s, X)V"‘(s)ds IV(r)dr IV(t)Y (t, X) = Quv (t) + U(t )Ф- 1

V (t) = ]Ц » (Ф 1(N -  M))V(T)dT, Quv (t) = dPuv (t)dt = U(t)(Ф 1(N -  M )) y ( t ).

(7)

(8)

В [1] на основе исследования задачи (7), (8) получены условия однозначной разрешимости 
задачи (1)-(3), которые нам понадобятся далее по ходу изложения. Примем обозначения [1]: 

а, = maxi|A,(t)||, ß  = maxi|B,(t)|| (i = 1,2; t є [0,®]),

Puv — M + PUV + £ (0,0), Quv — QUV + C2 (0, 0), Ф 4 4

Ä  = max ||U(r )U-1(s)||, Ä  = max ||v -1(s)V(r )||, al =® - f tÄ Ä (a  + ß ),0 <s <т<ю" 11 0 <s <r<®" 11 3

ГГ = Y®3- Ä Ä a  + ß2), a2 = |  yä2Ä2(o1 + ß), Г2 = |  YÄ2Ä,2(a2 + ß j , 

D = {t є [0, ®], {  < Ä, IIX  < ” , IM I < ” } Ä  = ^  + Г2)
/ ~ 1

( ! X :  ] ■
к =N a  Г 1

1 a 2 Г2 ]
H 0 =

Puv

Quv
C ]

(9)

Z =

где £ , , L  -  интегральные операторы, определяемые на основе (7), (8), ||S|| = max||S(t)||; 
гласованная норма матриц. t

Теорема [1]. Пусть оператор Ф обратим и выполнено условие

s(a 1 + Г2) < 1 •

Тогда задача -  однозначно разрешима в области D  •
Замечание 1. Поскольку исследуется однозначная разрешимость данной задачи, то, оче

видно, подразумевается однозначная обратимость оператора Ф. Некоторые способы обращения 
этого оператора предложены в [7]. Там же изложены все результаты исследования задачи (1 )-(3).

Для построения решения задачи (7), (8) воспользуемся алгоритмом итерационного типа с 
вычислительной схемой классического метода последовательных приближений (см., например, 
[8, 9]). Для удобства изложения задачу (7), (8) запишем в операторном виде

X = M + Puv + 4 (X Y) = L1 (X, Y), (10)

Y = Quv + L2(X, Y) = L2(X, Y), (11)
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где через L  с 1 обозначены соответствующие линейные интегральные операторы в (7), (8). Эти 
операторы действуют на множестве G = {(X(t,1 ), Y(t,1 )) є R”xm x R”xm : ||x ||c < “ , ||Y ||C < “ } , где 
(t,1)є [0,®]xR .

Применительно к задаче (10), (11) этот алгоритм дается соотношениями

х „+1 = M + Puv + 4 ( Х„, Y„), (12)

Ym+1 = Quv + Li(X,,  Ym), m = 0, 1, 2,..., (13)

где X0 = Xa(t,1), Y0 = Ya(t, 1) -  произвольные непрерывные матричные функции (в частности
X 0 = 0,Y0 = 0 ).

Теорема. Пусть оператор Ф обратим и выполнено условие (9). Тогда задача (2)—(4) одно
значно разрешима в области D , ее решение представимо как предел равномерно сходящейся 
последовательности {Xm(t,1), Ym(t,1)} , члены которой определяются рекуррентными соот
ношениями (12), (13) и удовлетворяют условиям (2), (3).

Доказательство. Сначала исследуем сходимость и скорость сходимости последовательности 
{Xm(t, 1), Ym(t, 1)}“ . Следуя известному приему (см., например [8, 9]), вместо этой последователь
ности рассмотрим матричные функциональные ряды

X  (t)+ (X  (t) -  X . (t))+ •••+( x t (t) -  Xt_1(t))+ . .. , (14)

Y(t) + ( )  -% ( /) )+ ... + (  -Yk-1(t)) + .  (15)
Равномерную сходимость этих рядов установим на основе построения соответствующих мажо
рантных числовых рядов. Из (12) имеем

X k+1 -  X k = А( X k, Yk) -  A( X k _ 1, Yk _ 1) =

JU(^ )®-1 J Jk d(r ,s)AHk_1(i,l )KV(s,r )ds W V (<p)dq>, k = 1,2,.

где Kt  (т, s) = U (r )U -\ s ), Kv (s, т) = V - ‘(s )V (r ),

AH k - s  ,1) ^ [АД s) (X k (s ,1) -  X k - s  ,1) ) + (X k (s ,1) -  X t _1( - ,1)) ( s ) +

+A2(s)(Yk(s,1 ) -  Yk_t(s,1 )) + (Yk(s,1 ) -  Yk_t(s,1 )) 2(s)] . 

Выполнив оценки по норме в (16), получим последовательно 
||x  k+1 -  X k|| = I |L1( X k, Yk) -  A ( X k _ 1, Yk _ 1)1 <

-  jj|u (p )®_1 ^jj^jK j (^,s)AHk_1(s,l )KV (s,r )dsj dr  V(^ )| d@<

< JllU(p )| | Ф"1 f j f j Ku(r ,s)AHk_1(s,A)Kv(s,r )ds V |  I|V(p )||dV <

II U(^)»| |V(^ ) || j® 1! j | Kd(r ,s)AHk_1(s,l )KV(s,r )ds ldJ d^<

< r^u^v j  Л | Ku(r ,s)AHk_1(s,A)KV (s, r)ds
0 V 0IU

t ю V
<y!uK JJ J ||Ku (r,s)AHk.1(s, 1 )Kv (s, r)|| d

dqn

dxdp <
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< A A  Ш И  Ku (T,s)||| |АН -1(s,Ä)|| Kv (s,T
T

І ®  Ф

■ r A A  J J ^ |AHk-1(s,A)|| d

dTdp <

dzdq).

Поскольку
||AH k- (s,A)|| = |A  A,(s) (Xk (s,A) -  X k- (s,A) ) + (Xk (s,A) -  Xk- (s,A) )B,(s) +

+A2(s)(Yk(s, A) -  Yt_,(s,A)) + (Yt (s,A) -  Yk_Дs,A))B2(s)|| <

< s (|| A1( s) (X k (s ,A) -  X t _ t(s ,A) |  + ||(Y ((s ,A) -  X k _ ,(s ,A) )B1( s )|| +

+ | A2 (s) (Yk - (s,A) -  Yk  (s,A)|  + ||(Yk (s,A) -  Ŷ s A ) ! ^  +<

< s ((A, (s)|| + 1B  (s)||+Xk(s, A) -  Xk_, (s, A)|| + ( A2 (s)|| + 1|B2(s)||+ (s, A) -  Yk_, (s, A)|| + < 

< E ((a 1 + ß  +X k (s ,A) -  X k -.(s ,A)|| + («2 + ß2 +Yk (s, A) -  Yk _.(s ,A)||+

< 4 «  + ß  +Xk -  Xt_Jc + ̂ («2 + ß2 +Yk -  Yj | c , 
то продолжая оценки в (17), получим

||Xk+I -  Xj  = I|L1(Xk, Yk) -  L(Xk- , Yk̂ H <

®  ®  Ф

< rA2A2 I  dv \  dTj  + ß1 BXk -  Xk-1II:  + 4 («2 + ß2 BYk -  Yk-1І1:  )ds B
0 0 t

< £TA A  ( ( «1 + ß  BX k -  X  k -  J : + ( «2 + ß2 BY k -  Y k -  J :  ) I  d^ J |̂  -  T  d T <
0 0

< ~2 YAJAJ ((«1 + ß1 BX ( -  X k - 1І Ic + («2 + ß2 BYk -  Yk - J  C ) J (?’2 + (® -^ )2 )B  
2 0

3

< І  A jAj ((«  + ß  BXk -  Xk-II:  + («2 + ß2 BYk -  Yk-II:  B <

Отсюда следует оценка
< s || Xk -  Xk-||:  + S || Yk -  Yk-||: .

||Xk +1 -  Xk  II:  < sa  IIXk -  Xk-1 II:  + s  ||Yk  -  Yk-1 II

Аналогичные оценки выполним на основе (13). Из (13) имеем 
Yk +1 -  Yk  = A (Xk , Yk ) -  4 (Xk -1, Yk-1) =

= U(t)Ф-1 II JK D (x,s)AHM(s,A)KV (s,r )dsj dr j V(t). 

Производя оценки по норме в (20), получим с использованием (18)

II Yk+1 -  Y  ̂I = I |LJ (Xk, Yk) -  Lj(Xk -1, Yk _ j | | <

<| |u(t )  Ф"1 KD (f ,s)AHj_1(s,A)KV (s,r )ds jdr llV(t)lh

<Aj Av | | ® - ^  |  jk D (x,s)AHM (s,A)Kv (s,x)ds U <

(17)

(18)

(19)

(20)
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< 1 1 J J KU(т^ )АИk-1(s,1)KV (%,т̂  Ст <
0 т

ю  t

< /Л Л  J J ||Kü (т,s)AHi-1(s. 1)Kv (S т)|| ds с 
0 т

ю  t

< Ц  J J  Kü M l  I AH k-1А Д)||| Kv (s, т)
0 т

<  sy1X  ( ( « 1  +  ß1 + |X k -  X k . 1 l|c +  ( «2  +  ß2 + Y  -  Yk_1||c ) J |+ -  т + т  +

Ст <

Ст <

< -у -71212 ((«1 + A )||Xk -  Xk _1| C + («2 + ß 2 )Yk -  Yk J  c )  

<ss \ Xk -  Xk-11C + ^*21 Yk -  Yk-11C.
Из следует оценка

II Yk+1 -  Yk|C < S 1 Xk -  Xk . J  c + Bb2\\Yk -  Yk . J  c .

Рекуррентные оценки (19), (22) запишем в матричном виде
Zk = EKZt-1 ,

где Z = colon(||х ,+ 1  - x ,||c , ||Y, + 1  - x ||C ), i = 0,1,2,....

На основе имеем явную оценку

Z„ =(sK )m Z0,
с помощью которой получим оценку области локализации решения задачи (1)-(3)

(2 1 )

(2 2 )

(23)

(24)

Z < Z* + (Е - Ж )-1 Z 0,
где Z*0 = colon (llX„llC J  Y„IIC).

Используя условие (9), можно установить с помощью [10, с. 370], что характеристические числа 
положительной матрицы s K  расположена: внутри круга единичного радиуса с центром в начале ко
ординат, при этом матрица E -  еК положительно обратима. Стало быть на множестве G  имеют место 
соотношения (19), (22), являющиеся условием модификации [11, гл. 3] обобщенного принципа [12, 
с. 94] сжимающих отображений применительно к системе интегральных уравнений (10), (11). 
На основании этого заключаем, что ряды (14), (15) сходятся равномерно по t є [0, ю] к решению 
X(t,1), Y(t,1) системы уравнений (10), (11). Единственность решения очевидна, поскольку опе

раторы ^ , 4 , а значит и С 1, С 2 , удовлетворяют условию обобщенного сжатия на основании (9). 
Теорема полностью доказана.

Используя (24), получим оценку погрешности приближенного решения Xm(t,1), Ym(t, 1):

Zm = ( K ) m (E - eK + 1 Z0, (25)

где Zm = colon (||X -  Xm ||C  ,  11Y -  Y„  ||C  ) .

Замечание 2. Равномерную сходимость последовательности {{ Y„О,Щ 1 к решению 
системы (10), (11) можно доказать другим известным способом. Из систем (7), (8), (10), (11) 
получим последовательно

Xm+1 -  X + X = M + Püv + 4 ( X m, Ym) -  4 ( X, Y) + 4 ( X, Y),

Ym+1 -  Y + Y = Quv + 4 (Xm, Ym) -  4 (X, Y) + 4 (X, Y),
X -  M -  Püv -  4 (X, Y) = X -  X„+1 + 4 (X„, Y„) -  4 (X, Y),

Y -  Quv -  4  (X, Y) = Y -  Y„+1 + 4  (X„, Y„) -  4  (X, Y). 
Выполнив оценки по норме в (26), (27) получим

||Х -  M -  Pu v  -  4 (Х Y)|| = |Х -  Xm+1 + С, (Xm, Ym) -  4 (Х, Y)|| < I|х  -  Xm+J  +

(26)
(27)

+ | |4  ( X „ , Y„ ) -  h  ( X, Y )|| <| |X -  X „ - s^ «  -  Ym

CO
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IIY -  Quv -  £ (X, Y)|| = 11Y -  Ym+! + ̂ (X, , Y„ ) -  ̂ (X, Y)|| < |1Y -  Ym+J| + 

+ 1 £,(X„, Y,) - £ (X, Y)|| < | Y -  Y„+1|| c + ^Ö2 IIX -  X„||c + S J Y -  Y,||c , 

или в матричном виде:

|X- M - Puv - 4 (X, Y) 
|Y -  Quv -  A (X Y)||

||X -  X, 
IIY -  Y„_

+ eK
||X -  X, 

IIY -  Y_

Отсюда следует оценка

< s m+1(E - s K  )-1 Km+1Z0 + eKem (E - eK)-1 Km Z0 = 

= 2(sK)m+1(E - sK)-1 Z0.

||X -  M -  Puv -  4 (X, Y)| 

IY -  Quv -  4 (X Y)||c
< 2(e K )“+1(E - eK)-1 Z0 (28)

Соотношение выполняется при m = 0, 1, 2,..., к . На основании условия (9) в пределе при 
к ^ а > имеем ||X -  M -  Puv -  L (X, Y)|| = 0, IY -  Quv -  L  (X, Y)|| = 0, то есть (X, Y) -  решение системы 
уравнений (12), (13).

Замечание 3. В качестве начального приближения можно принять произвольные непре
рывные матричные функции X0(t,1), Y0(t,1).

Для иллюстрации применения результатов рассмотрим модельную одномерную задачу

при граничных условиях

d2X dx „ N—-  = 1(2a---- + 3ax) + sin tdt2 dt

x(0,1 ) = 0, x—, 1 ) = 2, 1 , a є ]

(29)

(30)

Данная задача имеет точное решение в конечном виде, что позволяет достаточно полно вы
полнять анализ условий разрешимости задачи и алгоритмов построения его решений.

Имеем одномерный вариант задачи Валле-Пуссена (1)-(3). При этом:
F ( t ) = s in t , A (t) = 0, B (t ) = 0, Al (t ) = 3a , 1 (f) = 2 a , Bt(t ) = 0 (г = 1, 2), M  = 0, N  = 2,

(о = ж,а1= 3a, ß1 = 0, a 2 = 2a, ß2 = 0,1J = 1 ,1 = 1, у = 1/ — s  = |1 |, 

a  = — H ( a  + ß )  = 0.0987, b = у П Ц а  + ß2  = 0.0658,

— — 
a2 = —  /H a  + ß )  = 0.04712, b2 = —  r1(Л((a( + ß2) = 0.03142.

Для нахождения решения задачи воспользуемся изложенным методом.
Учитывая, что A (t) = 0, B (t) = 0 , сведем задачу (29), (30) к эквивалентной системе инте

гральных уравнений

x(t) = f  y(T )dT ,
0

2 —y(t) = — + f  q>(t, t ) [1(3o x (t) + 2ay(T)) + sin t  jdT,
(31)

где

V(t,T) =
—, 0 < t<  t < — 
—

---- 1, 0 < t <t <— .
—

\
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Решение x(t), y(t) системні будем называть системным решением. Используя изложенный 
алгоритм, приближенное системное решение получим в виде

где
(32)

xm (t,1 ) = x0 (t) + 1 x1 (t) +... + 1 kxm (t),

ym (t, 1  = y0(t)+1 Уі (Ў) + . . . + 1 lym (t)

2 t
y>(t) = П ~ C0S t, x0(t) = J У»(т)Ст,

yt (t) = J ̂ (t, ̂ 3^ ^ )+ 2—Ум (т))Ст  k = 1, 2,...
0

В данном случае имеем
2 2t

y0 (t) = -----cos t, x0 (t) = ------sin t,

y1 (t) = —(3t2 + 4t + 3ncos t -  2nsin t - П  -  2n + 4), 
n

x1 (t) = —(t3 + 2t2 - n 2t + (4 -  2n)t + 2ncost + 3nsin t -  2n). 
n

Рассмотрим приближенное системное решение рассматриваемой задачи 
x(t) ~ ^  (t) = x0 (t) + 1x1(t), y(t) “ y1 (t) = y0(t) + 1У1 (t).

Далее найдем точное решение задачи (29), (30) при 1 = 1, — є ( -^  -3) U(0, +м ):

( )  2a cos t -  (3— +1) sin t (26—2 +14— + 2)(ek2 -  ek'‘) + 2—(ek2+kn -  ek',+h’ )
x() = 13a2 + 6a + 1 + (13a2 + 6a + 1)(ekn-  ekn) ,

где k1 = a - ^ a(a + 3), k2 = a + ̂ /a(a + 3) .

Заметим, что при k1 = k2, (a = 0, a = -3) точное решение задачи представимо в виде

3 3f 97e3n -  3 з, 2 . 3 , „x(t) = — e +----------------------------------------------- te +-------sin t ------- cos t (a = -3),
50 50n 25 50

2tx(t) = -sin t (a = 0).
n

Приближенное » (t) и точное решения в узлах tt = 0.3;' (i = 0 ,1 ,. „ ,10 ) и при t = п  сведем 
в таблицу 1 .

Таблица 1 -  Значения в узлах tt = 0.3; (i = 0,1,2,...,10) приближенного и точного решений при 
a = 0 .0 1 ; сравнение их

t x(t) x1(t) x(t) -  x1 (t)
0 0.000000 0.000000 0.000000

0.3 -0.107249 -0.107508 0.000260
0.6 -0.188963 -0.189455 0.000493
0.9 -0.221091 -0.221775 0.000685
1.2 -0.183821 -0.184640 0.000819
1.5 -0.063304 -0.064184 0.000880
1.8 0.147157 0.146299 0.000858
2 .1 0.446559 0.445810 0.000749
2.4 0.826335 0.825772 0.000563
2.7 1.271178 1.270850 0.000328
3 1.760453 1.760362 0.000091
п 2.000000 2.000000 0.000000

Запишем относительную погрешность
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x(tt) -  x i (tt )
x(ti)

100% = 1.39%,

при этом оценка максимальной абсолютной погрешности, полученная путем непосредственного 
оценивания по таблице приближенного и точного решений, характеризуется неравенством

x(t) -  Xi(t) < 0.00088 .

Заметим, что соответствующая теоретическая оценка, полученная на основе (25), более грубая, 
а именно:

x(t) -Xi(t) < 0.036.

А налогично вычислим приближ енное и точное значения yt(t) и y (t) . В узлах 
t  = 0.3i (i = 0,1, ...,10) результаты сведем в таблицу 2:

Таблица 2 -  Значения в узлах t = 0.3i (i = 0, 1, к  , 10) приближенных и точной производной при 
а = 0 .0 1 ; сравнение их

ст = max

t y(t) y1(t) -)
X

0 -0.371169 -0.372064 0.000895
0.3 -0.329143 -0.329971 0.000829
0.6 -0.202138 -0.202855 0.000717
0.9 -0.000945 -0.001498 0.000553
1.2 0.257172 0.256838 0.000334
1.5 0.550025 0.549956 0.000069
1.8 0.852483 0.852703 0.000221
2.1 1.138722 1.139223 0.000501
2.4 1.384538 1.385261 0.000723
2.7 1.569510 1.570330 0.000820
3 1.678834 1.679547 0.000714

Запишем относительную погрешность для производной:

y(ti) -  y1(ti)ö = max
y(ti )

100% = 0.355%

при этом оценка максимальной абсолютной погрешности по таблице приближенного и точной 
производной дается соотношением

max y(t) -  y,(t) < 0.0009.0<ti <n

Соответствующая теоретическая оценка имеет вид

y ( t) -  y ^ t) < 0.017

Замечание 4. Теоретические оценки (22) в^іведен^і для общего случая, поэтому естественно, 
что они грубее оценок, полученных для конкретной задачи.

Замечание 5. При Л = 1 соответствующая однородная задача со спектральным параметром 
а для уравнений (29), (30) имеет вид

(33)

x(0) = x(n) = 0 (34)
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Значения параметра a в рассматриваемых алгоритмах построения (при 1  = 1) решения 
неоднородной задачи (29), (30) в виде рядов по степеням параметра a подчинены оценке 
0< —і< Щ , где a 1 -  первый ненулевой корень уравнения єІ1П - ellK = 0: a1 = (-3  + V5)/ 2; это первое 
собственное значение задачи (33), (34). Задача для уравнения (33), (34) имеет нулевое решение 
при всех значениях a , за исключением собственных значений a12 = (-3  ± V5)/ 2, которым соот
ветствуют решения

x 1(t) = cle‘at sin t, x2 (t) = c2e—‘t sin t , 
где c1, c2 -  произвольные постоянные.

Заключение
Результаты работы заключаются в следующем:
-  предложен способ редукции рассмотренной задачи Валле-Пуссена к эквивалентной системе 

интегральных уравнений;
-  получены конструктивные достаточные условия однозначной разрешимости и алгоритм 

построения решения задачи;
-  выведена оценка области локализации решения;
-  дана иллюстрация применения полученных результатов.
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Kashpar A. ON THE CONSTRUCTION OF SOLUTION OF DE LA VALLEE POUSSIN 
BOUNDARY VALUE PROBLEM  FOR THE LYAPUNOV LINEAR MATRIX OF SECOND 
ORDER.

The iterative algorithm fo r  constructing the solution o f  a two-point boundary value problem fo r  a 
second-order matrix equation is developed, which is a generalization o f  the classical Lyapunov equation.
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The questions o f  its convergence, the rate o f  convergence are studied and the estimate o f the domain o f  
the solution localization is derived.

Keywords: matrix differential equation, boundary value problem, algorithm for constructing a 
solution.


