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Введение
Рассмотрим краевую задачу

^  = A. (t) X + XB. (t) + X (S. (t) X + S2 (t )Y  ) + )  (t). (i)

d -  = A2 (t )Y + YB2 (t) + Y ( (t) X + P2 (t )Y ) + )  (t). (2)

X(0) = X(ra). (3)

Y (0) = Y (и ) . (4)
где t є [0. и]. X  (t). Y (t) є R"x" . матрицы A  (t) . Bt (t) . St (t) . p  (t) . Ft (t) (  = 1.2) определены и 
непрерывны на промежутке [0. и ] ; и > 0 .

Матричные дифференциальные уравнения относятся к многомерным системам специального 
вида. включая уравнения Ляпунова. Риккати. играющие важную роль в теории и приложениях 
дифференциальных уравнений [ 1 - 10].

Задачи типа (1)-(4) рассмотрены в [2. 11]. В случае. когда коэффициенты в (1). (2) постоян
ные. получим систему типа [9] теории дифференциальных игр.

Основная часть
В данной работе задача (1)-(4) изучается с помощью метода [10. гл. 3]. Примем следующие 

обозначения:
D = {t. X . Y ): 0 < t <и. ||X || < р.. ||Y|| < p2}. }  (и) = J “Bt (x)dт . % = |\B -  ( и )  .

а ,=  m(ax|| Ai (t )|| . ß,=  m(ax|B  (t1 . 8,=  max||S, (t)|| . ц =  max||p  (t)|| . h  = max||F  (t)|| . \\T\C = max||Г(

Pi. = Yi i  ß. (а. + ß. + 28.р. + 82р2 )и 2 + (а. + 28.р. + 82р2 )и

P2i = Y2ЦіР2и [ 2 ß2и + 1

P21 = Y 2Н1Р 2и f 1  Р2и + .

P22 Y 2 2 ß2 (а 2 + ß2 + Hipi + 2ц2р2 )и + (а 2 + Нірі + 2ц2р2 )и
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где t є [ 0, ю], 0 <р1, р2 < а>, j - 1| -  подходящая норма матриц, например, одна из таких норм, при
веденных в [1 2 , с. 2 1 ].

Сначала изучим вопрос разрешимости задачи (1)-(4).
Теорема. Пусть выполнены следующие условия:
1 ) detД (ю) * 0  (  = 1, 2 ), (5 )

2) Y { 2  ß1 [(a 1 + ß1) Р1 + 81Р2 + б2р1р2 + h  ]ю2 +

+ [а 1р1 + 81Pi2 + 82р1р2 + h1 ]ю}^ Рр (6)

У2 {2 ß2 [ (а 2 + ß2 ) Р2 + Ц2Р2 + № Р2 + h2 ]ю" +

+ [а 2р2 + Ц2Р2 + № Р2 + h2 ]ю} ^ P2,

3) Р11 < 1, det (E  -  P  )> 0, (7)

где E  = diag (1,1), P  = (py). Тогда задача (1)-(4) однозначно разрешима в области D .
Доказательство. Используя условие (5), сначала выведем систему матричных интегральных 

уравнений, эквивалентную задаче (1)-(4).
Из уравнения (1) на основании условия (3) имеем

ю ю

J X (t)B 1 (x)dt = - J [ A  ( t)X ( t)  + X ( t ) (  ( t)X (t)  + S2 (t)Y (t)) + )  (x)] dx .
0 0

Воспользуемся тождеством типа [10, с. 47]

JX (t)B 1 (x)dT = X (t)JB1 (x)dT- J (dX (t))I J B1 (a)dg
0 0 0 V 0

ю f ю '
+J(dX(t))I JB1 (a )d a j . (8)

Тогда на основе (8) в силу (1) получим последовательно

X (t )B1 H  = J [ A1 (T)X (T) + X (T)B1 (T) +

X ( t ) (  ( t)X  (t) + S2 (t)Y (t)) + F1 (t)]VJ B1 (g) d gJ d T-

ю

- J [  A ( t)X  (t) + X (t)B 1 (t)  +
t

X  ( t ) (  (t)  X (t) + S2 (t)Y (t)) + F1 ( t ) ] 'J  B1 (G)d gJ d T-

ю

- J [A  ( t)X ( t)  + X ( t) (S1 ( t)X ( t)  + S2(t)Y (t)) + F1 (t)]dT . (9)
0

Так как, согласно (5), detB1 (ю) * 0 , то уравнение (9) можно привести к виду 

X (t ) = U  [ A ( t)X  (t) + X ( t)B  (t) +

X ( t ) (S1 ( t)X  (t) + S2 (t)Y (t)) + F1 (тЩ  B1 (g) d g |  d t -

ю

- J [  A1 ( t)X  (t) + X (t)B1 (t) +
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X  ( t ) P  ( t)X  (t) + S2 (t)Y (t)) + )  (x)]^J B  (o)d oJ d t -

- j [  A ( t)X  (t) + X ( t) ((  (t) X (t)  + S2 (t)Y (t)) + )  (t)] d t |  B -  (ю)
0 J

Аналогично получим уравнение

Y (t ) = f j  [ A2 ( t ) Y (t) + Y ( t ) B2 (t) +

(10)

Y (T) P  (T)X (T) + P2 (T)Y (T)) + F2 (T)] |J  B2 (0 )d 0 Id T-

Ю

- J [ A  (t)Y(t) + Y(t)B2 (t) +
t

Y (T){P1 (T)X (T) + P2 (T)Y (T)) + F2 (T) ] | j  B2 (0 )d0 Id T-

I
- J [  A  (t)Y (t) + Y ( t) ((  ( t)X  (t) + P2 (t)Y (t)) + )  (t)] d t [  B2-1 (ю (11)

Верно и обратное: всякое непрерывное решение системы матричных интегральных уравнений 
(10), (11) является решением задачи (1)-(4). Это можно показать с помощью несложных выкладок.

Исследуем разрешимость системы уравнений (10), (11). Эту систему запишем в операторной 
форме:

X = A (X,Y), (12)

Y = L  ( x , y )  (13)
где через L Р = 1,2) обозначены соответствующие интегральные операторы в (10), (11). Эти опе
раторы действуют на множестве C(I, R"x" х R"х").

П о к а ж е м , что  и з у с л о в и й  ( 6 ) - ( 7 )  с л е д у е т  в ы п о л н е н и е  о б о б щ е н и я
[10, § 3.4] типа [13, с. 94] принципа Банаха -  Каччиопполи [14, с. 605] сжимающих отображений
на множестве D = { P р ),Yр )) :||X ||c <pt, ||Y||c <p2} .

Сначала покажем, что p ( X ,Y ),C1 ( X ,Y))є  d  , если (x ,Y )є  D . Выполнив оценки по норме 
в (12), (13), имеем последовательно

t
ІІ4  (X ,Y )  < 1|Д - 1 (ю)|| j [4 (t)X (t) + X (t)B^ t) +

0

+ X (t)(S1(t)X(t) + S2(t)Y(t)) + Fl(T)]^j Bl P d^  dT-

ю

- j [  4 (t) X (t) + X (t)B1(t) +
t

X (t)(S1(t)X (t) + S2(t)Y(t)) + ) T)]| j B1 P ) 0 ) dт -

ю

- j[A 1 ( t)X (t)  + X (t)(S1(t)X(t) + S2(t)Y(t)) + F1(t)]dT <
0

< %1 J j | |4 (t)X (t) + X(t)B,(t) + X ( t ) ( ( t ) X ( t )  + S2(t)Y(t)) +

+X (t) p (T ) X (t) + S2(t)Y (t))+ d(T)|| j  B,(o)d о d t  +
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d t  +

ю 

+ f

+X (t)(S1(t)X (t) + S2(t)Y(t)) + ) ( t ) || JB1 (g) dс 

A  ( t)X  (t) + X (t) (а д  X (t) + S2(t)Y (t) ) + F1(t)|| d t  і
0 J

<Y {J f j l |B1 ( g )  dc j [ | A1(T)||| |X (t)|| + |X (t)||| |B1( t) | + | |X (t)||| ІадІН |X (t)|| +

ю'  ю '
+ 1X «III IS2(t)||| Y  (T)l + 1 M  ] d T + J^ J || B 1 ( g )  dG j  [I ДМЦ |X (t)|| +

+ 1X (t)||| |B1(t)| + | X (T)||| |О Д ||| |X (t)|| + | X (t)||| |S2( t |  |Y (t)|| + 1 F1(T)|| ] dT +

+J[|| Â f  |x  (t)|| + | |X (t)||| |З Д ||| |X (t)|| + || X (t)||| |S2(t^||Y (t)|| + | |В Д || ] ]  tJ<

-  Y1 j  J ß1T [ (a 1 + ß1) P1 + 81p12 + 82p1p2 + h  ] dT +

ю
+Jß1 (ю -т )[(а 1 + ß1 )р1 + 81р12 + 82р1р2 + h1 ] d T +

t

+ J [а 1р1 + 81р12 + 82р1р2 + h1] dT [ =
0 J

= Ї 1 {-2 ß1 [(а 1 + ß1 )р1 + 81p12 + 82p1p2 + h1 ] [ t2 + (ю - t )2 ] +

+ [ а 1р1 + 81p12 + 82p1p2 + h1] ю} <

-  Y {"2 ß1 [(а 1 + ß1 )  + 81P12 + 82P1P2 + h1] ю2 +

+ [ а 1р1 + 81P12 + 82P1P2 + h1 ] ю} , (14)

Аналогичные оценки выполним для оператора Сг :

НА (X , Y )  < У г {^ ß2 [(а г + ß2 )рг + ̂ гРг2 + Н1Р1Р2 + h2 ] ю2 +

+ [ а гРг + ̂ гРг2 + ̂ А Рг + h2 ] ю} . (15)

Из (14), (15) на основании условия (6) следуют соотношения

||4  (X,Y)  < Р1 , (16)

НА  (X,Y )  - Рг . (17)

Далее из ( 1 2 ) имеем для произвольных ( х , Y) ,(Xt ,Y ) є D :

а ( х  ,Y) - г ДХ ,Y ) = J j  I" a 1 {X  -  X )+(xt -  X  )b 1 + (x s 1X  -  X s 1 X )+

+(Xs2Y -  Xs2Y ) J  B d  c j  d T- 

-J [ A1 (XX -  X  )+{X  -  X ) в  + (( X  -  X s 1 X ) + ( X s2Y -  Xs2Y )] I J j  g J d t  -
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-  j [  A1 (p  -  X d+ (p X  -  XXs 1 X )+(X s 2Y  -  X s 2Y )] d t  I B -  (ю).
0 J

Преобразуем следующие выражения:
X s x  -  X s 1 XX = ( X  -  X s x  )+ ( XsJX -  XXs1XX ) =

= X%S1 {X  -  XX )+{X  -  XX )s 1XX 

X s2Y -  XXs2Y = (Xs2Y -  X s y  )+ ( X s2Y -  XXs2Y ) =

= XXs2 (y  -  Y )+ ( x  -  XX )s 2Y ,
а затем оценим их по норме

Цх ^ х  -  Х^хЦ < 28^  || XX -  x || 

I jxs2YX -  Xs2f || < s2p21| X -  X  + s2p1 IIх -  Yj | .

Используя эти оценки, получим далее

||l  {XX, Y) -  L  (XX, YS < j [ A1 (XX -  XXs + (XX-  XX)b 1 + (p X  -  XXs1 XX) + 

+(Xs2Y -  p Y )] | j  B1d o j d T- 

- j [  A1 (XX -  XX )+ ( x  -  XX )b 1 + (Xs1X -  XXs1 XX ) + (p Y  -  Xs2Y )] | )  B1d o j d t -

- j [A1 (p -  XXS+(xXs 1XX -  XXslXX) + (Xs2Y-  X s 2Y )] dt ЦВ-1 [ю)|| <

||a 1 (p  -  XX )|| + ||(p  -  Xi  )s |̂ + | XXsl (XX -  XX )|+ ||(p  -  Xi  )d1 p || + 

+ | XXs2 p  -  Y s + ||(̂ X -  Xi  )s 2 i j| |j |  |b J| d oJ d t + j  I a  (XX -  XX )||+ ||(p  -  Xi  )s ^|+ 

+ | XXs1 (X -  XX d + ||(X -  XX )d1 p || + | X s 2 (y  -  Y )||+ 

+ ||(X -  X )d2Y  I I ||B|||dо I dT +

< Yi

<Xi

Ai (X -  X )||+ || p  (X -  X d + || 

+ |XS2(p - г)|| + ||(Х - х ) 2Y\  dT}:

—ß; (a ; + ß; + 261p1 + 62p2 )ю2 + (a ; + 261p1 + б2р2 )ю

62pi“ | 2  ßi“  + i l l Y -  Y

\X  -  X \\ +

Отсюда следует оценка

IK  {X  ,Y ) - l p  ,Y s c < 2 ß1 (a i + ß1 + 2®1p1 +^2p2 )“ 2 +

+ (ai + 2Sipi + 62P2 )ю]|| X -  X|| + 

Аналогично из (13) имеем следующую оценку:

2  ßi62Pi“  +б2рію Y -  Y (18)
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IL ( x , f ) - £ ( x , f ) | |  <y2j ^ p2w^1ß2w + 1 | | ^ - X  +

2 ß2 (a 2 + ß2 + Ц1Р1 + 2^2p2 ) “ 2 + («-2 + Ц1Р1 + 2H"2p2 ) ° Y -  Y\\

Запишем (18), (19) в матричном виде

где

K =

K < PK 

| l 1 {X  ,Y ) -  £1 (X , Y }

Ik  {X  ,Y ) -  £2 (X ,y)|

(19)

(20)

/и ~ II \
X  - Х

=K - lie
||Y -  y ||

ч II lie у

Используя условие (7), можно показать на основании [15, с. 370], что характеристические 
числа положительной матрицы P  расположены внутри единичного круга с центром в начале 
координат. Таким образом, на множестве D имеют место соотношения (16)—(19), являющиеся 
условием обобщения [10, с. 172] типа [13, с. 94] принципа Банаха -  Каччиопполи [14, с. 605] 
сжимающих отображений применительно к системе уравнений (12), (13). На основании этого 
заключаем, что решение X = X (t}, Y = Y (t} этой системы на множестве D существует и един
ственно. В конечном счете это означает, что задача (1)-(4) однозначно разрешима в области D . 
Теорема полностью доказана.

Замечание 1. Вместо условия (7) можно принять условие ||Р || < 1, более удобное для при
менения.

Для построения решения системы матричных интегральных уравнений (10), (11) восполь
зуемся классическим методом последовательных приближений (см., например, [14, с. 605])

Xi (t) = -j Я  A (x)Xi-1 (т} + Хм  (т}Д (т} +
10

+Х (-1 (т}(^1 (т)Х(-1 (т) + S 2 (t )Y(-1 (т}) + )  (T}]|j B 1 (G}d dт -

W
- J [  A  (т} X(-1 (т} + X(-1 (т}В1 (т} +

t

+X(-1 ("}((  (т} x (-1 (t ) + S2 (t }Y(-1 (t )) + )  (T}] |j  B1 (G}d d т -

W
- J [ A1 (t)x (-1 (т}+

0

+X(-1 (T}(S1 (Т)Х(-1 (Т) + S2 (Т) Y(-1 ("О) + }  (T)] dT }BB1-1 (W} ,

Y( (t} = { j [ A2 (t)Y(-1 (т} + Y(-1 (т}Д2 (т} + 
L 0

+Y(-1 (T)(P1 (T)X(-1 (т} + P2 (T)Y(-1 (т}) + F2 ("}]({B2 (G)d^ dT-

W
- J [  A2 (t)Y(-1 (t} + Y(-1 (t}B2 (t} +

t

+Y(-1 ("}(P1 (T)X(-1 ("} + P2 (T}Y(-1 ("}) + F2 M ] [ f  B2 (G}d^ dT-

W
- J [ A2 (t}Y(-1 (t) +

(21)
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+Yt - i ( t ) (P ( t )X t - i( t)  + P2(T)Yt - i(t)) + F2(t)]dT}B2- 1 (ю), k = 1, 2,..., (2 2 )

где X0(t) , Y0 (t) -  произвольные матричные функции класса C[0,ю], принадлежащие множеству D .
Используя условия (6), нетрудно показать, что все приближенные решения, полученные по 

алгоритму (2 1 ), (2 2 ), принадлежат множеству ї х .
Изучим вопрос о сходимости полученной последовательности. Следуя известному приему 

(см., например, [16]), этот вопрос заменим эквивалентным вопросом о сходимости рядов
Y0  + X i  -  Y0 ) + ... +  (  -  Yk-1) + ..., (23)

Y0 + (Pi -  Y0) +... + (Pk -  Yk- i) +... (24)

Докажем равномерную по t є [0,ю] сходимость рядов (23), (24). Для этого построим специ
альный сходящийся матричный степенной ряд, который мажорирует на [0, ю] указанные матричные 
функциональные ряды. Из (21), (22) имеем соответственно

Xk+1 -  Xk = jj[A l (Xk -  Xk-1) + (Xk -  Xk-1 )Si + (XkSiXk -  Xk-1 SiXk-1) + 

+ (XkS2Yk -  Xk-iS2Yk-i)]jj Bido^dT-j[A l (Xk -  XM ) + (Xk - Xk-i )S1 + 

+ (xkSiXk - Xk-iSiXk-1 ) + (XkS2Yk - Xk-iSYk-i)  j Bido j dT-

ю
- 1 [ Al (Xk -  Xk-1) + (XkSiXk -  Xk-1S1 Xk-1) +

0

+ k XkSYk -  Xk-iSYk-1 )] dT} B - {ю) ,

Yk+1 -  Yk = j j [ A2 (Sk -  Y-i) + kSk -  Yk-1 )S 2 + {SkPiXk -  Yk-1 PXk-1) +
1 0

+ {SkP2Yk -  Yk-iP2Yk-1 )] ̂  j B2do j dt  -  j [A2 (Sk -  Yk-i) + {Sk -  Yk-i )S 2 + 

+{SkPiXk -  Yt-iPiXk-1 ) + (SkP2Yk -  Yk-iPY k-i)  jB 2do j d t -

ю
-  j  [ A2 (Sk -  Yk-1) + (Sk P,X t -  Yk-1P1 Xk-1) +

0

+ {SkPiY, -  Yk-PYk- 1 S  dt} Bl-1 {ю) , k = U , к  

Выполнив оценки по норме в (25), (26), получим оценки типа (18), (19):

IXk+i -  Xk|l < ? i< — ßi (a i + ßi + 2Sipi + §2p2 ) CO2 +

+ (a i + 2Sipi + §2p2 ) ю] IIX k -  X k-11|c + +б2р1ю Yk -  Yk- 1 II,

||Yk+1 -  Yk||c < Y2 -І № ю| 2 ß2Ю+ 1 IllX k -  Xk-l||C +

(25)

(26)

(27)

2 ß2 (a 2 + ß2 + Hlp1 + 2H-2p2 )ю + (a 2 + Hlp1 + 2^2p2 )° Y -  Y\ k Yk-l\\c

Запишем оценки (27), (28) в матричной форме

(28)
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(  = 1,2,..., (  = 1,2,. (29)
где

Z( =
X ,+ , -  X ,( Ile

Далее на основании рекуррентной оценки (29) имеем явную оценку

Z  < P(Z  , (  = 1, 2,... (30)

Поскольку характеристические числа матрицы P  расположены внутри единичного круга, 
то, используя оценку (30) и соответствующие мажоранты для рядов (23), (24), можно установить, 
что на основании [12, 14] последовательность { (t}, Y (t)}  сходится равномерно по t є [0, w] к 
решению системы интегральных уравнений ( 10 ), ( 1 1 ), при этом имеет место оценка

Z  < (E - P}-1 P‘Z0, i = 0,1,2,. (31)
где

Z  =
||х  -  Xi|
IIY -  KU,

Используя оценку (30), нетрудно получить оценку области локализации решения задачи 
(1)-(4), определяемую алгоритмом (21), (22):

V IY  Ile  )
где

IIx L j  „ ПІХ0ІІ

(32)

Z  = z  0 =

Замечание 2. Используя условия (6), (7), аналогичную оценку можно получить, исходя из 
системы интегральных уравнений (10 ), (1 1 ).

В самом деле, выполнив оценки по норме в тождествах (10), (11), получим

где G = colon ( 1, g2};
Z < PZ + G ,

g1 = ЎЛ га| 2  ß^  + 1j , g 2 = Y 2h2Ŵ -2 ß2W+ 1

(33)

Используя положительную обратимость матрицы E  -  P , из (33) получим оценку
Z < (E  -  P}- 1 G . (34)

Как видно, оценка (34) является коэффициентной. Чтобы воспользоваться оценкой (32), 
следует получить оценки для Z0, Z0, т. е. эта оценка менее удобная для применения, чем оценка 
(34). Однако в случае Х0 = 0 , Y0 = 0 имеем Z0 < G , то есть (32), (34) дают одинаковые оценки. 

Оценка (34), очевидно, будет эффективной, если (E  -  P } 1G < R  = colon (р1, р2}.
Замечание 3. Отметим, что если в соответствии с замечанием 1 принять ||p || < 1 , то оценка 

области локализации решения может быть получена в виде ||z || < ||g ||/(1 - 1|p ||). И эта оценка будет 

эффективной, если G l/(1 - 1P f} < I|R||. При этом вместо множества D  следует принять множество 
D* = (t},Y(t)) :||Z I < ||R| 1} . Здесь принята следующая норма: ||z || = ||Х ^  + ||y ||c .

Аналогичная оценка имеет место для ^  :
IIP IІ IZ0I'

1 -  И
i = 0,1, 2,...

Замечание 4. Приближенные решения, построенные по алгоритму (21), (22), не обязаны 
удовлетворять краевым условиям (3), (4). В связи с этим следует получить соответствующие 
оценки для ||х (+1 (w )- X(+1 (0)  , ||y(+1 (w )- Y(+1 (0)  . На основании (21) имеем

[ A (т) Х( (т) + X( (т)В  (т} +

+Х((т)(( 1 (т}Х((т} + S2(t}Y( (т}) + F1 (т)]dт = dX(+1 (т}. (35)
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Отсюда

[ A1 kT)Xt kT)+ Xk kT)(S 1 kT)Xk kT) + S 2 (T)Yk kT)) + S  (T)]dT =

= dXk+i(t) - X k(t)Bi [T)dt . (36)

Подставляя (35), (36) в правую часть (21) и выполнив затем интегрирование по частям, 
получим

Xk+1 (ю) -  Xk+1 (0) = - j (Xk+1 (t) -  Xk ( t))Bi (t) dt  . (37)
0

Аналогично на основании (22) получим следующее соотношение:
ю

Yk+i (ю )- Yk+i (0) = -  j (Yk+i ( t ) -  Yk ( t ) )  (T)dt . (38)
0

Выполнив оценки по норме в (37), (38), получим

||Xk+i (ю )-Xk+i (0)11 < H I Xk+i - Xk||c ,

||Yk+1 (ю )- Yk+i (0)|| < ß2ю|Yk+1 -  YklC . (39)
Из (39) на основании (29), (30) имеем

Ak+; <QPkZ 0 , k = 0,1,2,к  , (40)

где Ak+i = colonS Xk+i(ю) - Xk+i(0) |, ||Yk+i(ю) - Yk+i(0S|) , Ü = d 'ag (|3ію̂ 2ю).

Соотношение (40) представляет собой оценку погрешностей в условиях (3), (4) для при
ближенных решений, определяемых согласно алгоритму (2 1 ), (2 2 ).

Заключение
Результаты данной работы заключаются в следующем:
-  развита конструктивная методика получения эквивалентной системы интегральных уравне

ний для исследуемой краевой задачи в невырожденном случае с правосторонней регуляризацией;
-  получены коэффициентные достаточные условия однозначной разрешимости указанной 

системы;
-  исследован алгоритм построения решения задачи, основанный на классической вычис

лительной схеме;
-  выведены коэффициентные оценки области локализации решения.
Перечисленные результаты составляют основу конструктивного метода анализа задачи

(1)-(4) в рассмотренном случае. Они могут быть использованы при решении соответствующих 
задач теории управления.
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Rogolev D. ON THE ANALYSIS OF PERIODIC BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR 
THE SYSTEM OF RICCATI MATRIX DIFFERENTIAL EQUATIONS.

eoefficient sufficient conditions o f one-valued solvability o f the periodic boundary value problem for  
the system o f Riccati matrix differential equations are obtained. The algorithm o f  solution construction 
is given.
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