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Для изучения CCR-модели предложен переход к эквивалентной форме записи зада­
чи линейного программирования. При оценке относительной эффективности функци­
онирования объектов заданного множества существенно используется построение 
выпуклой оболочки системы данных. Возможность практического применения пред­
ложенного в рамках данной статьи подхода проиллюстрирована на примере решения 
конкретной экономической задачи.
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к ОВведение
Линейное программирование как раздел математики переживало пик по­

пулярности в середине XX в., когда на его основе был разработан симплексный 
метод и различные его модификации. Этот подход позволял получать решение 
простейших оптимизационных задач. Однако со временем возникла необходи­
мость в использовании более сложных с точки зрения математики форм зави­
симости между переменными в прикладных задачах, и линейное программи­
рование отошло на второй план. Вместе с тем, в настоящее время оно остается 
востребованным для решения определенного класса оптимизационных задач и 
успешно применяется на практике. Одним из примеров такого приложения яв­
ляется задача о нахождении сравнительной эффективности данного объекта в 
рамках заданного конечного множества объектов.

С точки зрения концепции системного подхода всякая открытая система 
функционирует следующим образом: имеется множество входных потоков 
(обычно они представлены различными видами ресурсов), которые в соответ­
ствии с определенным набором правил (алгоритмом) преобразуются в выход­
ные потоки. Для оценки эффективности функционирования системы рассмат­
ривается соотношение между совокупностью выходных и входных потоков.

Обозначим через х = ( х , х п) вектор входа (ресурсы, используемые объек­
том Р для достижения своих целей), а через у  = ( у х,. . . ,у т) -  вектор выхода чел (результирующие показатели деятельности объекта Р). Пусть 60 есть мера от­
носительной эффективности рассматриваемого объекта Р  В отличие от абсо­
лютной эффективности относительная определяется на основе сравнения дан­
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ного объекта с другими аналогичными из заранее заданного конечного множе­
ства однородных объектов. Под однородными объектами здесь понимаются 
объекты, которые имеют схожие цели функционирования и характеризуются 
единообразием используемых ресурсов и выходных параметров. Один из спо­
собов сопоставления эффективности функционирования аналогичных объек­
тов был предложен в 1978 г. в рамках модели Чарнса-Купера-Родса (Charnes- 
Cooper-Rhodes) [1], или CCR-модели, хотя эти ученые отталкивались от статьи 
М. Фаррелла, опубликованной еще в 1957 г. [2].

Основная часть
Смысл математической постановки задачи состоит в том, что эффектив­

ность рассматривается с традиционной для современной науки точки зрения 
как отношение полученного эффекта к затратам на его достижение. Оптимиза­
ционная задача для множества, состоящего из iV объектов, в соответствии с CCR- 
моделью будет иметь следующий вид:

е0 = а д 0 + -  + и. ^ - , т а х ,
Vl*10+- + VC„o 

щУмс+-  + итУтк k = \ , N - \ ,  ( 1)
V1 x u + - + vnx nk

щ> 0,  i = \,m,

V/ -  0 ’ )  = u .

.< 7 Л
Здесь и = {их,...,ит), V = (v,,.,.,vn) -  векторы весовых коэффициентов, кото­

рые выступают в роли переменных задачи.
Для решения задачи оценки относительной эффективности функциони­

рования объектов во второй половине XX в. была предложена методология 
анализа оболочки данных (Data Envelopment Analysis). Остановимся более 
подробно на этом подходе. Основная его идея в некотором смысле пере­
кликается с симплекс-методом и заключается в построении выпуклой обо­
лочки некоторого массива исходных данных. Необходимость привлечения 
анализа оболочки данных связана с тем, что при формулировке задачи в 
виде (1) максимально возможное значение относительной эффективности 
равно 1, и это значение соответствует объекту, который наиболее рацио­
нальным образом использует имеющиеся в его распоряжении ресурсы. Все 
такие объекты расположены в /7-мерном пространстве на границе выпук­
лой оболочки.

-ч

тором все точки отрезка, ограниченного любыми двумя точками данного мно­
жества, также принадлежат данному множеству.

Создаваемая выпуклая оболочка наблюдаемых значений должна обладать 
следующим свойствам:

Если z' є Q и z" є Q , то z = Xz + (1 -  X)z" є  Q, где X є  [0;1].
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На основании этого свойства можно получить следующее утверждение:
S ...

если z , , , . . , z s є  Q , то z = a]zl +... + anzs є  Q , причем X а / = ^ a , - 0 ,  j  = 1,5.
j=

Буцем говорить, что х' > х ”, если х' > X , і = 1, п и  при этом существует хотя 
бы один индекс к  такой, что х ’к > х " .

Введем отношение частичного порядка z' >- z " , которое означает выполне­
ние одного из следующих условий:

1) х ' < х "  и у ' = у ” (тот же результат достигается при использовании мень­
шего объема ресурсов);

2) х' = х" и у  > у ” (при использовании того же самого объема ресурсов 
достигается больший результат).

Пусть критерий оптимальности, выбранный исходя из практического со­
держания задачи, представляет собой функцию (p{z). Тогда, если z* є  Q* -  оп­
тимальный план, то это означает, что не существует z0 є  Q такого, что 
ф(г ) < ф(z0), ТО есть, что имеет место отношение Z0 -< Z* ■

Если состояние некоторой системы таково, что значение каждого частного 
показателя, характеризующего систему, не может быть улучшено без ухудше­
ния других, то такое состояние называется оптимальным по Парето (при этом
0О = 1). Если же в0 < 1, то состояние системы (объекта) является неоптималь­
ным по Парето. Последнее интерпретируется как наличие резервов повышения 
эффективности [3]. То есть, если объект оказался внутри выпуклой оболочки, 
то для определения его относительной эффективности нужно определить на­
правления такого его перемещения в и-мерном пространстве, при котором он 
гарантированно и за минимальное количество шагов окажется на границе вы­
пуклой оболочки. Именно направление перемещения на каждом шаге (т. е. по 
каждому ресурсу и по каждому результативному показателю) определяют, в ко­
нечном счете, переменные и и V задачи (1).

Для получения численного решения задачу (1) удобно из дробно-линейной 
формы записи преобразовать в стандартную линейную:

, >

,<у

>(«•'о = МіУю + -  + МтУто -> max, 
у,х10 + ... + уихи0 =1,

МіУік + -  + МтУтк ^  vixm + -  + vjXjk (k = U -, N - 1). (2)

Мі -  0, i = \,m, 

v; >0,  y = l , и.

Ö  1Докажем, что формы записи задачи (1) и (2) эквивалентны.
Так как значения весовых коэффициентов Vj не могут одновременно рав­

няться нулю, то при условии положительности всех элементов матрицы 
*  = | Ы  знаменатель ограничений задачи (1) положителен для любого 
j  = \,...,п. Поэтому можно домножить обе части каждого из этих ограничений 
на знаменатель. Заметив, что значение целевой функции дробно-линейной за­



20 ВЕСНІК МДУ імя А. А. КУЛЯШОВА № 1 (49) •  2017 •

дачи (1) не изменится при умножении числителя и знаменателя на одно и то же 
ненулевое число, введем новое ограничение в виде равенства v,x]0 +... + vnxnQ = 1.

Пусть оптимальное решение задачи (2) имеет вид (v = v \  // = / / ) ,  при этом 
значение целевой функции равно в*. Тогда решение (v = v \  /л = /л*) является 
оптимальным и для задачи (1), поскольку описанные выше преобразования яв­
ляются обратимыми. Значит, у задач (1) и (2) одинаковое оптимальное значение 
целевых функций в*. Более того, легко показать, что единицы, в которых изме­
ряются значения обеих целевых функций, совпадают [4].

Для последующего решения задачи (2) удобнее использовать сокращен­
ную запись в векторной форме:

................ N rjuy0 —> max, 

vx0 = 1, 
juY < vX,

/л > О, V > 0.

&Здесь Y = \\yjk\\,i = l ,m ,k  = \ , N - I .
В таком виде задачу можно легко решить, например, с помощью инстру­

мента “Поиск решения” Ms Excel, но гораздо эффективнее в качестве инстру­
ментального средства решения задачи использовать версию специализирован­
ного программного продукта DEAP, разработанную Т. Коэлли в 1996 г.

Далее остановимся более подробно на анализе объектов, которые являют­
ся в рамках данного множества неэффективными по Парето.

Рассмотрим задачу, которая является двойственной к задаче (3). Она имеет 
следующий вид:

В таблице 1 предс

« г\  mm,

0хо -  X X  > 0, 

У Я > Уо, 
Х>0.

(4)

ственной задач [51.

. -

ставлено соответствие между элементами прямой и двои-

<г>

Прямая задача Двойственная задача
ограничения переменные ограничения переменные

^  VX0 =1 V > 0 в х 0 -  X X  > 0 в

- v X  + juY < 0 /л>0 Y A > y 0 Х>0

Введем следующие переменные:

s~ = вх0 -  X X  > 0 , s+ = Y X -  у 0•
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Они имеют реальный экономический смысл: первая переменная выра-жает 
превышение расхода каждого ресурса данным неэффективным по Парето объек­
том над оптимальным уровнем, а вторая выражает разницу между оптималь­
ным значением результирующего показателя данного объекта и его фактичес­
ким значением. Таким образом, эти переменные отвечают за резервы снижения 
расхода ресурсов и резервы роста результативных показателей.

Чтобы оценить величину указанных резервов, необходимо сначала найти 
решение двойственной задачи, а затем, уже с использованием полученного ре­
шения, приступить к следующей задаче линейного программирования:

марных резервов повышения абсолютной эффективности (возможной эконо­
мии ресурсов и потенциального прироста выходных показателей). В этой связи 
в научной литературе обычно принято выделять два типа анализа оболочки дан­
ных: ориентированный на ресурсы (input-oriented DEA), ориентированный на 
выпуск (output-oriented DEA). Первый позволяет как можно больше сократить 
количество потребляемых ресурсов, сохраняя выпуск на прежнем уровне; це­
лью второго является максимизация выходных показателей при сохранении по­
требления ресурсов на прежнем уровне.

Таким образом, решение задачи (5) позволяет максимизировать резервы 
повышения эффективности при сохранении самой эффективности на уже най­
денном на предыдущем шаге уровне.

Рассмотрим пример практического применения методологии анализа обо­
лочки данных для решения задачи нахождения относительной эффективности 
эксплуатации машинно-тракторного парка (МТП) сельскохозяйственных пред­
приятий. В таблице 2 представлен перечень входных и выходных параметров 
системы функционирования МТП.

о ) - es + es+ —> max, 

s~ = вх0 -  X X  > О, 

s+ = YA - у 0,

A>0 .

Здесь e -  единичный вектор, обладающий тем свойством, что es = Х А  »

~ ^ h sj . Значение целевой функции со интерпретируется как оценка сум-
./=) к \
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Таблица 2 -  Исходные данные для оценки относительной эффективности ис­
пользования МТП в полеводстве

Входные параметры (ресурсы) Выходные параметры (эффект)
XI -  Стоимость топлива (дизельного и бензи­
на) и ГСМ, затраченных на выполнение ком­
плекса механизированных работ в полеводст­
ве, млн руб.
Х2 -  Стоимость активной части основных 
средств, непосредственно задействованных на 
выполнении комплекса работ, млн. руб.
ХЗ -  Стоимость техники, полученной по до­
говорам лизинга за предыдущий год, млн руб.
Х4 -  Средства, потраченные на ремонт и тех­
ническое обслуживание МТП, млн руб.
Х5 -  Фонд оплаты труда механизаторов и 
водителей, занятых на выполнении комплекса 
работ механизированных работ в полеводст­
ве, млн руб.

Y -  Валовой сбор зерна, скоррек­
тированный на балльность сель­
скохозяйственных угодий, т/балл

________

е л

Исходные данные по 11 сельскохозяйственным предприятиям М огилев­
ского района представлены в таблице 3.

Таблица 3 -  Значения показателей предприятий выборки, используемые для DEA

№ Y XI Х2 ХЗ Х4 Х5

1 116,4095 3899,4 ^  59734 2446 2463 1205
2 590,5202 10676,2 198030 0 5955 5758

3 235,5159 6772,5 86897 510 12008 3902
4 274,825 3850,3 48839 457 5343 2122
5 117,2167 .У 2537,1 33657 7992 2729 1616
6 257,5133 7844,6 41625 548 5026 3357
7 241,4626 5336,2 26285 2731 788 850
8 153,0973 5508,4 58672 0 1944 1652

145,747 4306,5 66939 1208 2415 3002
10 556,603 21038 368228 0 6450 7030

:  11 279,92 5931,6 41854 2423 4437 4682

Результаты решения оптимизационных задач (3) и (5) для каждого из 11 
предприятий представлены в таблице 4. В данном случае был проведен анализ,
ориентированный на ресурсы.
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Таблица 4 -  Результаты анализа DEA

№
Сравнительная
эффективность

Резервы снижения расходов на
топливо 
и ГСМ

машины
лизинг

техники
ремонт и 

ТО
оплату
труда

1 0,539 0 15611 558 21 0
2 1 0 0 0 0 0
3 0,585 426 0 0 2966 346
4 1 0 0 0 0 0
5 0,708 0 0 5422 0 228
6 1 0 0 0 0 о N
7 1 0 0 0 0 0
8 0,902 2205 1707 0 207 0
9 0,616 0 0 469 0 v \ s 98
10 0,942 9765 160406 0 466 k 1199
11 0,898 0 0 24 1384 2783

В таблице 5 представлены краткие выводы по анализу оболочки данных по 
группе предприятий Могилевского района. Акцент сделан на наиболее вероят­
ных причинах неэффективности предприятий, оказавшихся внутри выпуклой 
оболочки, образованной предприятиями-лидерами.

,ч КТаблица 5 -  Экономическая интерпретация результатов

<&

№
предприятия

Краткий вывод об относительной эффективности 
. ̂  функционирования МТП

1 Неэффективное по причине наличия значительных излишков 
производственным мощностей

2 Эффективное по Парето

3 Неэффективное по причине больших затрат на ремонт и перерас­
хода фонда оплаты труда механизаторов

4 Эффективное по Парето
5 Малоэффективное по причине больших затрат на лизинг техники

6 Эффективное по Парето

1 ^ Эффективное по Парето
8 ” Среднеэффективное. Проблема в перерасходе топлива и ГСМ

4 ? ’

Неэффективное по причине значительных трат на лизинг и пере­
расхода фонда оплаты труда механизаторов

Я  . .
Среднеэффективное. Проблема в наличии излишков производст­
венных мощностей

11 Среднеэффективное. Проблема в перерасходе ФЗП механизато­
ров и больших затратах на ремонт
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Заключение
Следует отметить, что в настоящее время проблема эффективного исполь­

зования ресурсов является одной из наиболее актуальных, в том числе, на мик­
роуровне [6]. К набору самых современных методов оценки критериев эффек­
тивности можно отнести анализ оболочки данных. Этот подход позволяет не 
только рассчитать относительную эффективность, например, эксплуатации ма­
шинно-тракторного парка сельскохозяйственного предприятия, но и дать коли­
чественную оценку резервов экономии по каждому виду ресурсов.

Таким образом, предприятия №№ 2,4,  6, 7 являются лидерами среди сель­
скохозяйственных организаций Могилевского района по направлению эффек­
тивного использования МТП. Они могут быть выбраны в качестве ориентиров 
для других хозяйств анализируемой группы, которые могут перенять их полез­
ный опыт эксплуатации системы машин. Руководству предприятий, которые в 
таблице 5 обозначены как неэффективные, следует обратить внимание на вы­
явленные в ходе анализа проблемные аспекты и принять меры по оптимизации 
затрат ресурсов.

Полученные с помощью DEA результаты могут быть положены в основу 
разработки конкретных управленческих решений, направленных на повыше­
ние эффективности работы предприятия [7], в частности, за счет существенно­
го снижения себестоимости машинно-тракторных работ в полеводстве.
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Efremov A.A. ON THE APPLICATION OF DATA ENVELOPMENT ANALYSIS 
FO R  CALCULATION OF RELATIVE EFFICIENCY OF OBJECT OPERATION.

To study CCR-model the transfer to the equivalent notation o f the linear programming 
problem is proposed. While assessing relative efficiency o f object operation the construction ««, 
o f  the convex envelope o f the data system is used to a large extent. The possibility o f imple­
mentation o f the presented in the given article approach is demonstrated on the example o f 
solution o f a concrete economic problem.
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