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На основе метрической теоремы о совместной аппроксимации нуля значениями цело­
численных полиномов, реализующих теорему Минковского о линейных формах, и их произ­
водных в поле действительных чисел построена регулярная система действительных чисел 
и получены оценки сверху и снизу размерности Хаусдорфа множества действительных чи­
сел с заданным порядком аппроксимации алгебраическими числами а степени не более п, для 
каждого из которых существует целочисленный многочлен Р(х), степени не выше п, корнем 
которого является аи такой, что | Р'(а) | < H(P)1~Y~E, где є > 0, 0 < у  < 1.
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Первые работы, которые позволили с единых позиций взглянуть на полу­
чение оценок снизу размерности Хаусдорфа, множеств нулевой меры Лебега 
в метрической теории диофантовых приближений принадлежат А. Бейкеру и
В. Шмидту [1]. Они ввели понятие регулярной системы точек и показали, как 
с ее помощью на основе метрической теоремы строить оценки снизу размер­
ности Хаусдорфа. При этом оказалось возможным исследовать диофантовы 
приближения как зависимых так и независимых величин в n-мерном евкли­
довом пространстве. Центр тяжести перемещался на конструирование регу­
лярной системы точек, но затем оценка снизу получается во всех задачах еди­
нообразно. >  _  .................................

После доказательства В.Г. Спринджуком гипотезы Малера [2] в [1] была 
выдвинута следующая гипотеза. Пусть Ln(w) множество действительных чисел 
ju таких, что существует бесконечно много алгебраических чисел а  степени не 
более п, удовлетворяющих неравенству \ju-a\ < H(a)~w, где Н(а) высота алгеб­
раического числа а. Тогда при w > n+ 1 для размерности Хаусдорфа множества 
Ln{w) справедливо неравенство

dimLn(w ) >

Гипотеза Бейкера-Шмидта была доказана в [3]. Так же в [3] было доказано, что

dim Ln(w ) <  — .
У W
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В [4] доказана метрическая теорема о совместной аппроксимации нуля зна­
чениями целочисленных многочленов, реализующих теорему Минковского о 
линейных формах и их производных.

Теорема 1. Пусть juLn(w) мера Лебега множествах є R, для которых систе­
ма неравенств

( I Р (х ) I <  H~n+Y 
[ I Р'(х ) I <  Я 1_у_£

где 0 < у < 1 при любом є > 0 имеет бесконечное число решений в полиномах 
Р(х) є Z[x]. Тогда juLJw) = 0.

В данной работе на основе теоремы 1 получены оценки для размерности 
Хаусдорфа множества действительных чисел при приближении их алгебра­
ическими числами специального вида.

Пусть Г множество действительных алгебраических чисел а  степени не бо­
лее п, для каждого из которых существует целочисленный многочлен Р(х), степе­
ни не выше п, корнем которого является а  и такой, что | Р'(а) \ < Н(РУ ^е, где 
є> 0,0 < у< 1. Через BJw) обозначим множество действительных чисел //таких, 
что существует бесконечно много чисел а  є Г, удовлетворяющих неравенству

\ ц -  а\ < H(a)~w . (1)
Теорема. При w > п + 1 — 2 у имеем

п  + 1  — 2у 71+1 — у
---------------<  dimBn(w) < min { 1,-------------- }• (2)

w  w

Доказательство начнем с оценки снизу размерности Хаусдорфа множества 
Bn(w). Приведем вначале вспомогательные леммы и докажем предложение. Для 
этого введем некоторые обозначения. Обозначим через J  конечное объедине­
ние интервалов и для любого натурального п пусть Rj (п, Н), обозначает множе­
ство ju є  J, для которых существуют числа а  є Г, с условием

\/л- с\<  Н(а)~п~ х + 2у + є. (3)

Пусть /jRj {п, Н), f jJ обозначает меру Лебега множеств RJn, Н) и «/соответ­
ственно. Назовем счетное множество G действительных чисел вместе с поло­
жительнозначной функцией N, определенной на G регулярной системой (G, N), 
если для любого интервала/существует положительное число K  = K(J) такое, 
что для любого Т> К  найдутся элементы ух, у2, ... , из G такие, что для любых 
j * k \ ,  < j , k < t  имеем у. є J, N(J) < Т, І у - у к I > 7м, t > cxT f J , где с, = с, (G, N).

Для любой регулярной системы (G, N) и любой положительнозначной функ­
ции/*), определенной при X > 0, будем обозначать (G, N, f )  множество действи­
тельных чисел /л, для которых существует бесконечно много СГЄ G, таких, что

li^ -o t< A (N (< 7 ))-

Далее, для любого S a  R n  любой положительнозначной функцией g(x), опре­
деленной при X > 0, введем отношение S  ~ g, если для любых т > 0, 8 > 0 
S можно покрыть некоторым счетным множеством интервалов IJ^t, g) с условиями:
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Ij Є Is(T,g),  j =  1,2, <  T ,£ £ i  < 5.
Лемма 1. Пусть Дх) и g(x) положительные функции, определенные при X > О,

1 X
такие, что fix )  убывает и fix) < у  для больших х, g(x) и ——  возрастают и

Lx 9 (*)

стремятся к нулю при X —> 0, а х(д  00 • Тогда для регулярной систе­

мы (G, N) имеем (G, N , j ) ~  g[x).
Лемма 1 доказана в [1].
В частности, 4ункцииДл:) = х~а, g{x) = xp, при 0 < р<  сг-1 < 1 удовлетворяют 

условиям леммы и можно сделать вывод, что множество действительных чисел ц, 
для которых существует бесконечно много а  є  Г с условием \/л -  d\ < N{a) rJ

1
имеет размерность Хаусдорфа по крайней мере —.

Лемма 2. juRj (гг, 77) —» fjJ  при 77—» оо.
Доказательство. Пусть /л -  трансцендентное число, принадлежащее J , но 

не принадлежащее R p i ,  77). По теореме Минковского о линейных формах су­
ществует полином Р(х)=апхп+ап х хп~1 + ... + ах х + а0 с целыми коэффициентами, 
degPix) < п, Н(Р) < 77 такой, что

О < РО) «  7Рп + г, \Р'(/л)\ «  В-у.

Если \Р'(/л)\ «  771 ~7~ \  > 0, sx < є, то в [4] доказано, что /л принадлежит
множеству, мера которого стремиться к нулю при 77—> оо. Осталось предполо­
жить, что \Р'(/л)\ »  771 ~r~£i. Тогда ближайший к /л корень а  полинома Р(х) удов­
летворяет неравенству

\/л~а\ « 7 7 '" _1 + 2г+£і.

Следовательно, если 77 велико, то /л є RJji, 77), что противоречит предположе­
нию, сделанному вначале. Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть А = А(п, 77, tx, t2, ... tn) обозначает множество целочислен­
ных полиномов Р(х) степени п, высоты 77, удовлетворяющих условиям:

1. Множество 1(F) не пусто, где 7(Р) = {х є  R : \х -  к\ < min($, (в. ^ )0,5), 
cp = min \кх -  к\, в  = 2" |Р'(£.) I-1 Hrß, j = \ , 2 , ... п , , к х, к2, ... , к -  корни полинома
P(x),ß>  0. 1 , 1  "

п
2. |Р '(* ,) |> Я 1 _ з .
3  2 - t j - i  <  j =  2, ...n, S  = +  t2 H-1- tn .

Тогда если IA | количество элементов в А, то

\ А \ « [ н п 2 - 5, Н >  2s 
|Л |< < ІН”- ‘, Н <  2s .

Лемма 3 доказана в [5].
Предложение. Множество Г с функцией N(a) = Н(а)п+1 ~2у~е образует регу­

лярную систему.

*
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Доказательство. При достаточно больших Н  из леммы 2 следует, что 
juRj(n, Н) > 0,5/л/. Обозначим а х, а 2, ... , a t максимальную систему элементов из 
Г с условием //(«.) < Н и  \ а — ак\ > К х для j  Ф к, где К=  Н" + :2у~£. Для любого 
а  є Г, Н{а) < Н, существует а ,  1 < і < t, такое, что |а -  а\ < К-1. Поэтому 
объединение интервалов ( а - К г 1; а  + К~х), взятое по всем а  е Г имеет меру не

1
более 4tK~\ Из неравенства 0,5fjJ  < juRJn, Н) < 4tK~1 получаем t > -  /jJK. Регу­

лярная система построена.
IV п + 1 — 2у — Е

Тогда, полагая/*) = х п +1 - 2у - є , g(x) = х и/ и используя лемму 1,
71+1 — 2у — £ ^ _____________________

получим dim ^(w) > ------------------- . В силу произвольности є имеем

# Ті -+- I — /Л/
dimi?n(w) > п+1~2у

W

а (2).Перейдем теперь к доказательству правого неравенства (2). Положим 
п + 1 — 2у

Р = “  £ . При фиксированном а, принадлежащем Г, неравенство (1)

выполняется для некоторого интервала 1а, /л1а < 2H(a)~w. Объединение интерва­
лов 1а, взятое по всем а  из Г , образует покрытие множества Bn(w). Поскольку 
при фиксированном Н  число алгебраических чисел из Г, имеющих высоту Д  
по лемме 3 не превосходит сН17 то

оо

— X  Y j  (М'аУ  - X ”  (2ИУ'"Рс(п ')И’" Г «
аєГ Н=1 Н(а)=Н Н_1

Z OO ,u o

H - WP + n - Y  <  \  H - l - e w  <  00< 
H= 1 *—4 i = 1

< S  , ,  n + l - y  dim?  ' - 4 ^Тогда заключаем, что dimBn(w) < --------------h є, и в силу произвольности є  имеем
W

чгос

, 72 + 1 — у
dl77lBn(w) <

W
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Borbat V.N. THE EVALUATION OF THE HAUSDORFF DIMENSION OF THE 
SET OF REAL NUMBERS WITH A GIVEN ORDER OF APPROXIMATION BY 
ALGEBRAIC NUMBERS.

On the basis of the metric theorem of the joint approximation of zero by the values of 
integer polynomials that implement the Minkowski theorem on linear forms and their deriva­
tives in the field of real numbers a regular system of real numbers is built and the estimates are 
obtained above and below the Hausdorff dimension of the set of real numbers with a given 
order of approximation by algebraic numbers a  of degree not more that n for each of which 
there is an integer polynomial P(x) of the degree not greater that n with the root a that is 
\P\a)\ < Н(РУ~Г~ £, where s> 0, 0 < y< 1.

Key words: diophantine approximation, Lebesque measure, regular system, Hausdorff 
dimension.


