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В статье изучаются т-нейтрапьные последовательности элементов п-арной груп­
пы, где п = к(т -  1) + 1, к > 1. Каждую 2-нейтральную последовательность можно 
отождествить с единицей п-арной группы, определение которой дал В. Дёрнте, 
а п-нейтральные последовательности совпадают с нейтральными последовательнос­
тями, которые были определены Э. Постом.
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/ А1. Введение
Одним из самых широких полиадических обобщений единицы группы яв­

ляются w-нейтральные последовательности, которые при т = п совпадают с 
нейтральными последовательностями, а при т = 2 отождествляются с едини­
цей /2-арной группы. Именно /w-нейтральные последовательности являются 
основным объектом изучения в данной статье.

Согласно В. Дёрнте [1], элемент е  /2-арной группы < А, [ ]  > называется 
е д и н и ц е й  этой w-арной группы, если для любого X є А и любого і = 1,2, ..., п  
верно

[х е . . .е ]  = [ехе . . .е ]  = ... = [е ...ехе] = [ е . . .е х ]= х .
п -1  п - 2  п - 2 л - 1

Еще одним w-арным обобщением единицы группы является понятие нейт­
ральной последовательности.

Согласно Э. Посту [2], последовательность ех ... es(n ]), где s > 1, элементов 
/г-арной группы < А , [ ] >  называется нейтральной, если

1>1 ■ ■ ■ V o -* ]= • • • V i J  = *
для любого X є А.

Замечание 1.1. Можно показать, что:
1) для того чтобы элемент е п-арной группы < А , [ ] >  являлся ее единицей, 

достаточно выполнения для любого х є А равенств

[хе ... е] = [ехе . . .е ]= х ;
п -1  п - 2
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2) для того чтобы последовательность е{ ... е  ̂ являлась нейтральной 
в п-арной группе < А, [ ] >, достаточно выполнения для любого х є А одного из 
следующих равенств

I«. = *> К -  v . ) ]  = x
Последовательность ß элементов и-арной группы < А , [ ] >  называется [2] 

обратной к последовательности а  элементов этой же и-арной группы, если 
последовательности aß  и ß a  являются нейтральными.

Пусть < А , [ ] >  и-арная группа, FА -  свободная полугруппа над алфавитом
А, 0  ̂-  отношение эквивалентности Поста [2], определенное на FА по правилу 
(a, ß) є 0  ̂тогда и только тогда, когда существуют последовательности у и 5 из 
FА такие, что [уаб] = [yßS]. Легко проверяется, что 0  ̂ -  конгруэнция на полу­
группе Fa, а полугруппа А* = FÄ / 0  ̂является группой, которую называют уни­
версальной обертывающей группой для и-арной группы <А, [ ] > .  Единицей этой 
w-арной группы является класс 0^(є), где є -  любая нейтральная последователь­
ность, а обратным элементом для класса 0А(ос) является класс 0^(ß), где ß — 
любая обратная последовательность для последовательности а.

Далее для сокращения записей вместо символа 0  ̂будем использовать сим­
вол 0 без нижнего индекса.

Для всякого і -  1, п -  I определим множество

A(i) = {0(a) є A* I 1(a) = s(n -  1 ) + i ,s >  0},
где 0(a) -  класс конгруэнции 0, содержащий последовательность а; /(а) -  дли­
на последовательности а.

Ясно, что А(0 = {0(a) є А* | 1(a) = /}. В частности, Л' = {0(a) | а є  А}.
Если зафиксировать элементы ах, ..., а є А, то

А(0 = {6(аа1 ... ам ) | а є А} = {©(^ ... а. }а) | а є А}.
Для сокращения записей множество А^^ часто обозначают распространен­

ным в литературе по л-арным группам символом А , то есть полагают А(”~1) = А .
Замечание 1.2. Если п = к(т — 1) + 1, где и > 3, m > 2, то легко проверяет­

ся, что множество А(т~1) является (к + 1)-арной группой относительно (к+  1)-арной 
операции

- О  [Є(а,)Є(сд ... 9(aw )]w = 9(а,а2 ... aw ).
Если т = 2, то к = п — 1 и получаем и-арную операцию

[0(flrj)0(flr2) ... 0(яи)]и = 0(а,я2 ... ап) = Щ аха2 ... a j ) ,  а{, а2, . . . ,а п еА .
Если т = п, то к = 1 и получаем бинарную операцию 

[Є(аЛ " , а _ |)0(*|і,2 . . . ^ . ) ] 2 =
= 0(a,a2 ... а ^ Ь £ г ... *„.,) = 0([a,a2 ... я _ Д ]* 2 ...

Г Д Є а \ ’ а 2’  • ■ • ’ a n-V  ^ І ’ ^ 2 ’ • • • ’ V i  Є

Иную необходимую информацию о я-арных группах можно найти в кни­
гах [3, 4].

2. /и-Нейтральные последовательности
Понятия нейтральной последовательности и единицы я-арной группы мож­

но объединить следующим определением из [4].
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Определение 2.1. Если < А, [ ] > -и-арная группа, где п = к(т -  1) + 1, к > 1, 
то последовательность а  = ех ... et(n_l)+m l элементов из А, где t > 0, называется 
т-нейтральной, если для любого х є А и любого j  = 1, ..., к + 1 верно равен­
ство

[ а ... а х а ... а ]  =х.
j - 1 k -j+ l

Ясно, что «-нейтральные последовательности элементов я-арной группы -  
это в точности ее нейтральные последовательности. Понятно также, что в 
/z-арной группе любая единица является 2-нейтральной последовательностью, 
а любая 2-нейтральная последовательность ... е/(|1_1)+1 либо является (t = 0) еди­
ницей, либо отождествляется (t > 1) с единицей [е} ... е _])+]].

Справедливость следующего критерия устанавливается простой проверкой.
Предложение 2.1. Если < А, [ ] > -  п-арная группа, п = к(т -  1) + 1 ,то пос­

ледовательность а  ее элементов является т-нейтралъной тогда и только 
тогда, когда выполняются следующие условия:

1) для любого X е А последовательности ах и ха эквивалентны, что рав­
носильно равенству 0(а)0(х) = 0(х)0(а);

2 ) п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  а . . .  а  я в л я е т с я  н е й т р а л ь н о й .

Теорема 2.1. Пусть а  -  т-нейтральная последовательность п-арной 
группы < А , [ ] > ,  у -  любая обратная для а последовательность, ß -  любая 
последовательность элементов из А. Тогда:

1) п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  aß  и  ß a э к в и в а л е н т н ы ,
2) последовательности yß и ßy эквивалентны.
3) для любого j  = 1, ..., k + 1 верны равенства

0 ( a . . . a ß a . . . a )  = 0(ß), 0(Y -.. у ß у . . . у )  = 0(ß). 
j - 1 к - j +1 j - 1 k-j+ 1

Доказательство. 1) Вытекает из утверждения 1) предложения 2.1.
2) Пусть 5 -  любая обратная последовательность для последовательности ß. 

Согласно утверждению 1), 0(а)0(5) = 0(8)0(а), откуда последовательно полу­
чаем

(0(а)0(6)Г = (0(5)0(а)Г, (0(5))-1(0(а))-1 = (0(a))-1 (0(5))-', 
0(ß)0(y)=0(y)0(ß), 0(ßy) = 0(yß).

3) Пусть ß = x, ... хг, гдеxp ..., xr є  A ,r>  1. Тогда, используя 1) и определе­
ние /w-нейтральной последовательности, получим
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-  0( а  ... а  xja)0(x2 ... xa)Q( a . . . a )  = 0 ( a . . . a  x1a)0(oa:2 ... x)0( a ... a ) = 
J~l k - j - 1 ^~k^H

= 0 ( a ... aX jaa)0(x2 ... * ) 0 ( a ... a ) =
У-I <~ k ^ H

= 0 ( a . . . a * 1a . . . a ) 0 ( * 2 ... xr) = 0(^)0(x2 ... xr) = 0(* * ... jc) = 0(ß).
ve>j - l  k - j - 1

<C*Следовательно, верно первое равенство из 3).
Из этого равенства следует

Ö(y —y ) 0 ( a . . . a ß a . . . a ) 0 ( y  . . .  y )  = Ö(y. . .y)0(ß)0(y . . .  у), 

y_1 j~i k~j+i j ~i 

0 ( y . . . y a . . . a ß a . . . a y . . . y )  = 0 ( y . . . y ß y . . . y ) ,

J~l J~ l k - j+ l J~ l ^~k~j+\

откуда, используя взаимную обратность последовательностей а  и у, получаем 
второе равенство из 3). Теорема доказана.

Следствие 2.1. Если а -  т-нейтралъная последовательность п-арной груп­
пы < А, [ ] >, у — любая обратная для нее последовательность, то для любого

X є А и любогоj  = 1 1 верно равенство [у ...ул :У  . . .  у] =jc.

j - 1 k - j+ l

Теорема 2 .2 .Д ля  любых т-нейтральных последовательностей  
oCj, a 2, ..., а ж  п-арной группы < А , [ ] >  последовательность а  = 0 t[0 c2 ... ocw 
также является т-нейтральной.

Доказательство. Пусть /(от) = tp i - \ )  + т — 1 — длина последовательнос­
ти a  (J = 1, к + 1). Тогда /(a) = t(n — \ ) + т — 1 — длина последовательности 
ос, где

t = (/, + ... + tk+l + 1)0  -  1) + т -  1.

Кроме того, для любого X є А и любого j  = 1, к + 1, используя утверждение 1) 
теоремы 2.1 и определение m-нейтральной последовательности, получим

[ а ... а х а ... а ]  =
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-  [а к+і •••а к+і ••• [ а 2---а2х а 2 •••а 2 ] ••• а к+1. . .а к+і ] = ••• 
j - 1 j - l  k - j+ l k - j+ l

... — [ оск+1... а к+1 X otK+1... otK+1 ] — X,
V----------- v_______ / V_______  ________j

j - l  k - j+ l

то есть [ а . . . а х а . . . а ] = х  Следовательно, a  -  w-нейтральная последова-
j - 1 k - j+ l

тельность. Теорема доказана. Л
Замечание 2.1. Полагая в теореме 2.2 соответственно т = 2 и т = п, полу­

чим известные результаты:
1) множество Е (А) всех единиц п-арной группы < А , [ ] >  замкнуто отно­

сительно п-арной операции [ ], то есть < Е (А), [ ] > — п-арная подполугруппа в 
<Л, [] >;

2) если a u ß -  нейтральные последовательности п-арной группы <А, [ ] > ,  
то последовательность aß  также нейтральна в <А, [ ]>.

Обозначим через N(^4, т) множество всех w-нейтральных последователь­
ностей «-арной группы < А, [ ] > .  Ясно, что множество N(J, 2) включает в себя 
множество Е (А) всех единиц этой я-арной группы, то есть Е (А) с  N(,4, 2), 
а множество N(^4, п) совпадает с множеством всех ее нейтральных последова­
тельностей. Равенство Е (А) — N (А, 2) имеет место только в случае отсутствия 
единиц в /2-арной группе <А, [ ] > .  Если же множество ЩА) не пусто, то множе­
ство N(^4, 2) содержит не только каждую единицу е, но и любую эквивалентную 
ей последовательность ех ... е,(и_1)+1 длины tin -  1) + 15 которая при t > 1 не при­
надлежит Е(^4).

В {k+ 1 )-арной группе <А (т-у\  [ ] > выделим подмножество

N (J('”"1)) = {0(a) І а  є ЇЧ(Л, т)}.
Так как для любого элемента 0(a) непустого множества N(/4(M“1)) в качестве 

последовательности а  можно выбрать последовательность длины т — 1, то
N ^ - » )  = {0(a) І а  є ЩА, т), /(a) = w -  1}.

В частности, N (J') = {0(a) | а є Е(Л)}.
Предложение 2.2. Пусть < А, [ ] >  — п-арная группа,

U є ЩАМ ), V є А(т~'\
Тогда для любогоj  = 1, ..., к + 1 справедливы следующие равенства

IU...UVU...U]M = V,[U-'...V-' vu~l ...u~l\ n = v,
J - 1 k - j+ l j - l  k - j+ l

где U~x — обратный для U в универсальной обертывающей группе А*.
Доказательство. Положим U=  0(a), V= 0(ß). Так как последовательность 

a  -  w-нейтральная, то, в силу утверждения 1) теоремы 2.1 0(a)0(ß) = 0(ß)0(a), 
а согласно утверждению 2) предложения 2.1, последовательность ос... а  явля­
ется нейтральной. Поэтому ' £ '
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[ U ... U  V U ... U  ]ж = [ 0 ( a ) ... 0 (a ) 0(ß) 0 ( a ) ... 0 (a ) ]ж  =
j - l  k - j+ l j - l  k - j+ l

= 0 ( a ) ... 0 (a ) 0(ß) 0 ( a ) ... 0 (a ) =
---------v--------/ *--------v--------/

j - l  k - j+ l

= 0 ( a ) ... 0 (a ) 0(ß) = 0( a ... a  )0(ß) = 0(ß) = V, 
к к 

то есть верно первое равенство из формулировки предложения.
Второе равенство из его формулировки является следствием первого. Пред­

ложение доказано.
Замечание 2.2. Предложение 2.2 может быть получено как следствие ут­

верждения 3) теоремы 2.1 и определения w-нейтральной последовательности.
Первое равенство из предложения 2.2 позволяет сформулировать предло­

жение, устанавливающее связь между w-нейтральными последовательностями 
w-арной группы < А, [ ] > и единицами (к + 1)-арной группы < А(т~1), [ ]к+х >.

Предложение 2.3. Если последовательность а  элементов п-арной группы 
< А , [ ] >  является т-нейтралъной, то класс 0(a) -  единица (к + \)-арной груп­
пы < А(т~х\  [ ]ж  > и верно включение N(^(,n-1)) с: Е (А{т~х)).

Возникает естественный вопрос: верно ли обратное включение?
Следствием положительного ответа на этот вопрос было бы равенство

N(yi(w“1)) = Е (^ (",-1)).

В следующем разделе будет приведен пример, показывающий, что суще­
ствуют полиадические группы, для которых ответ на сформулированный выше 
вопрос является отрицательным. Следовательно, указанное равенство в таких 
полиадических группах невозможно.

Покажем, что при любом гомоморфизме одной /2-арной группы на другую 
/2-арную группу образ w-нейтральной последовательности является w-нейтраль­
ной последовательностью.

Предложение 2.4. Пусть a  = ех ... e (n_1)+m_, -  m-нейтральная последователь­
ность п-арной группы < А, [ ] >, ср -  гомоморфизм этой арной группы на п-ар-

ную группу < В, { } >. Тогда а ф = е \  ... е^п_^+т_̂  — т-нейтральная последова­

тельность п-арной группы < В, { } >.
Доказательство. Пусть у  -  произвольный элемент из В ,х -  такой элемент 

из А, что = у. Тогда, для любого j =  1, k + 1, используя w-нейтральность 
последовательности а, получим
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[ß j . . .  ^ t{n -\)+ m -\ • • • e t(n -l)+ m -l Х Є 1 • • * e t(n-l)+ m -l '"" Є\ e t(n -l)+ m -l ]Ф ~4 - V---------------------- ' 4----------------  ---- у----------------------- '
y-1 k - j+ l

= [ a . . . a x a . . . a ] >p = x? =y,
j - l  k - j+ l

то есть

{ а ф . . . а ф,уаф . . . а ф } -  y.
' ~fi ’ / &

Следовательно, последовательность а ф является w-нейтральной в и-арной группе
< В, { } >. Предложение доказано.

При п = 2 (п = т) предложение 2.4 включает в себя соответствующие ре­
зультаты о единицах (нейтральных последовательностях) w-арных групп.

Предложение 2.5. Пусть <А, [ ] > — п-арная группа, U є N (J(w_1)), V є А(т~х\  
Ф -  автоморфизм (к + 1 )-арной группы < А ^ \  [ ]к+1 >. Тогда для любого 
j  = 1, к + 1 справедливо равенство

[І7Ф...С /Ф КС/ф ... С/ф ]k+l = V 
' 7л * К~~к^м~'

и верно включение N<P(J (/”_1)) с  Е(А((т~1)).

Доказательство. Так как V(p є А{т~х\  то по предложению 2.2 

[U . . . U V * '  и  . . . и ] ы  = у ч - ' ,
7-І k-j+l

откуда последовательно получаем

( [ U . . . U  Кф_1 U . . . U ] My =  (Гф"1)ф,
^  у-1 *-у+1

4 X U *  . . . U v (Кф"' у  u v . . . и *  ]M = V>

[£/ф...£/ф V U * . . . U *  ], , = К
'----- V--------------------------- ' '----------V--------- ' k X

п  *~'+' -Последнее равенство означает, что £/ф — единица (к + 1)-арной группы
< А (т~1\  [ ]ж  >. Следовательно, верно включение из формулировки предложе­
ния. Предложение доказано.

Теорема 2.3. Пусть а  -т-нейтральная последовательность п-арной груп­
пы < А , [ ] >  с непустым центром, ф — автоморфизм (к+  1)-арной группы 
<A(m~l), [ ]k+l>, U = 0(a), U* = 0(5). Тогда8 -т-нейтральная последовательность 
п-арной группы < А , [ ] > .
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Доказат ельст во. Пусть х -  произвольный элемент из А, с х, ... ,  ст_2 -  фик­
сированные элементы из центра и-арной группы < А, [ ] > и полож им
Г=6(хс, ... cm_2).

Так как U = 6(a) є ГЧ(/Г" V  є  /Гт ’, то, согласно предложению 2.5, имеем

[С/ф VW ...и* ]w = v.
4---------V---------' 4--------- V----------- '

j - l  k - j+ l

Тогда, учитывая принадлежность элементов с х, ст_2 центру и-арной группы
< А, [ ] >, последовательно получаем

[0(8)...Є(5)9(дгс, ... ст 2) 6(5)... 6(8) ]ж = 9(лгс, ... с ^ 2),
4------V------J 4___ „ ^

./-> k-j+l

6 ( 6 ...бхс, ... сл1_26 . . .5 )  = 9(хс1 . . . ся_2),
^  ^7-1 k-j+l

0 ( 5 . . .5 x 5 . . .5 сх ... ст 2) = 0(xcj ... си_2),
7-І *-у+1

0 ( 5 . . .5 x 5 . . .5 )0(Cj ... ст_2) = 0(x)0(Cj ... ст_2),
j-l k-j+l

0 ( 5 . . .5 x 5 . . .5) = 0(х), 0 ( [5 . . .5 х 5 . . .5 ] )  = 0(х), [ 5 . . . 5 x 5 ...5 ]  =х. 
j-l k-j+l j-l k-j+l j-l k-j+l 

Следовательно, 5 -  w-нейтральная последовательность и-арной группы < А, [ \ > .  
Теорема доказана.

3. Примеры
Замечание 3.1. Пусть < А , [ ] > -  и-арная группа, производная от группы А. 

Для того, чтобы отличать последовательность аха2 ... а., составленную из эле­
ментов множества А, от произведения тех же элементов в группе А, будем для 
этого произведения использовать запись ах • а2 • ... • а., отождествляя жирную 
точку с операцией в группе А. Ясно, что последовательности аха2 ... а. и 
ЬХЪ2 ... bk(nX)+. эквивалентны в и-арной группе < А, [ ]>  тогда и только тогда, когда 
соответствующие произведения совпадают:

«1 * «2 * - = Й1 • Ö2 • "  • V i * "
Пример 3.1. Пусть В3 = {(12), (13), (23)} -  множество всех нечетных под­

становок множества {1, 2, 3}, < В3, [ ] > -  7-арная группа с 7-арной операцией, 
производной от операции в симметрической группе S3.
Равенство 7 = 3(3 -  1) + 1 показывает, что в < В3, [ ] > можно рассматривать
3-нейтральные последовательности. Кроме того, согласно замечанию 1.2, су­
ществует 4-арная группа < В ^ , [ ]4 >.

Так как любая последовательность длины 2, составленная из элементов 
7-арной группы < В3, [ ] >, эквивалентна одной из последовательностей 

X = (12X12), ц = (12)(13), V = (12X23), 
то В<2) = {в(Х), 6(ц), 6(v)}.
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Найдем множество Е( ) всех единиц 4-арной группы <
1) Так как последовательности /. = (] 2)( 12) соответствует тождественная 

подстановка (12) • (12), то легко проверяется, что класс 0(7.) является единицей 
4-арной группы < , [ ]4 >.

2) Так как

[0W 0(p)0(p)0(p)]4 = [0(( 12)(12))0(( 12)( 13))0(( 12)( 13))0(( 12)( 13))]4 =
= Є ((12)[( 12)( 12)( 13)(12)( 13)( 12)( 13)]) = 0(( 12Х X 2)) = 0(Я), 

[0(ц)0(Х)0(ц)0(ц)]4 = [0(( 12)( 13))0(( 12)( 12))6((12)( 13))0(( 12)(13))]4 =
= 0(( 12)[( 13)( 12)( 12)( 12)( 13)(12)( 13)]) = 0((12)(12)) = 0(Х.),

[0(Я.)0(ц)0(р)0(ц)]4 = [0(р)0(Х.)0(р)0(ц)]4 = Є(Я).
Аналогично, так как

[0(у)0(ц)0(ц)0(ц)]4 = [0(( 12)(23))0(( 12)( 13))0(( 12)( 13»0(( 12)( 13))]4 =
= 0(( 12)[(23)( 12)( 13)( 12)( 13)( 12)( 13)]) = 0((12)(23)) = 0(v), 

[Є(Ц)0(у)Є(р)0(ц)]4 = [0(( 12)( 13))0((12)(23))0(( 12)( 13))0(( 12)( 13))]4 =
= Є(( 12)[(13)( 12)(23)( 12)( 13)(12)( 13)]) = 0((12)(23)) = 0(v),

ТО

то
[0(v)0(p)0(p)0(p)]4 = [0(ц)0(у)0(ц)0(ц)]4 = 0(v).

ю 1.Таким образом, согласно замечанию 1.1, класс 0(ц) является единицей
4-арной группы < ВІ2), [ ]. >.

3) Так как

[0(X)0(v)0(v)0(v)]4 = [0(( 12)( 12))0(( 12)(23))0(( 12)(23))0(( 12)(23))], 
= 0((12)[(12)(12)(23)(12)(23)(12)(23)]) = 0((12)(12)) = 0(Х.), 

[0(v)0 W 0(v)0(v)]4 = [0(( 12)(23»0(( 12)( 12))0(( 12)(23))0(( 12)(23))], 
= 0(( 12)[(23)( 12)( 12)(12)(23)( 12)(23)]) = 6((12)(12)) = 0(Х),

ТО
[0(V)0(v)0(v)0(v)]4 = [0(v)0(^)0(v)0(v)]4 = 0(Х).

Аналогично, так как

[0(p)0(v)0(v)0(v)]4 = [0(( 12)( 13))0(( 12)(23))0(( 12)(23))0(( 12)(23))]4 =
= 0(( 12)[( 13)( 12)(23)(12)(23)( 12)(23)]) = 0((12)(13)) = 0(р), 

[0(v)0(p)0(v)0(v)]4 = [0(( 12)(23))0(( 12)(13))0(( 12)(23))0(( 12)(23))]4 =
= 0(( 12)[(23)( 12)( 13)( 12)(23)(12)(23)]) = 0(( 12)(13)) = 0(ц),

[0(p)0(v)6(v)6(v)]4 = [0(v)0(p)0(v)0(v)]4 = 0(ц).
Таким образом, согласно замечанию 1.1, класс 0(v) является единицей

4-арной группы < Вз2), [ ]4 >.
Мы показали, что в 4-арной группе < , [ ]4 > все элементы являются

единицами, то есть Е ( В^2)) = В^2).
Так как

[(12)^41] = [(12)(12)(13)(12)(13)(12)(13)] = (12),
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М12)щі] = [(12)( 13)( 12)( 12)( 13)( 12)( 13)] = (13), 
то [(12)|і|і(д,] ф  [|і(12)(д,(д,]. Следовательно, последовательность не является 
3-нейтральной.

Так как
[(12)vvv] = [(12)( 12)(23X12)(23)( 12)(23)] = (12),
[v(12)vv] = [(12)(23)( 12)( 12)(23)( 12)(23)] = (23),

то [(12)vvv] Ф [v(12)vv]. Следовательно, последовательность v не является 
3-нейтральной.

Ясно, что последовательность X является 3-нейтральной. Л
Таким образом, < N (B (32))= { 0 (^ )} ,[]4> -одноэлементная 4-арная подгруп­

па 4-арной группы < Вз2), [ ]4 >, отличная от множества Е(Вз2)) = В(32)всех ее 
единиц, то есть N( В^2)) Ф Е( В^2)).

Покажем, что для и-арной группы равенство N(^(w_1)) =
все же возможно.

Пример 3.2. Пусть < В3, [ ] > -  та же 7-арная группа, что и в примере 3.1.
Равенство 7 = 2(4 -  1) + 1 показывает, что в < В3, [ ] > можно рассматри­

вать 4-нейтральные последовательности. Кроме того, согласно замечанию 1.2, 
существует тернарная группа < Вз3), [ ]3 >.

Покажем, что множества Е( ВІ3)) и N( ВІ3)) -  пустые, то есть совпадают.
Так как любая последовательность длины 3, составленная из элементов 

7-арной группы < В3, [ ] >, эквивалентна одной из последовательностей

А = (12X12X12), ц = (12X12X13), V = (12X12X23), 
то В<3) = {0(Х), 6(ц), 0 (v )} . < д г

Найдем множество Е( В ^ ) всех единиц тернарной группы < в ?  , [} ,>■
Так как

[Є(Х)Є(ц)Є(Я)]3 = [Є (12)( 12)( 12 )Є(( 12)( 12)( 13 )Є( 12)( 12)( 12)] 3 =
= 0((12)(13)(12)) = 0(( 12)( 12)(23)) *  0(h), 

то класс 0(/.) не является единицей в < В33' , [ ], >.
Так как

[0(ц)0(Х)0(ц)]3 = [0( 12)( 12)( 13 )0(( 12)( 12)( 12)0( 12)( 12)( 13)] 3 =
ф  = Є((13Х12)(13)) = 0(( 12)( 12)(23)) *  Є(Х.), 

то класс 0(ц) не является единицей в < Вз3), [ ]3 >.
Так как

[0(v)0(A,)0(v)]3 = [0(12)( 12)(23 )0((12)( 12)( 12)0(12)( 12)(23)]3 =
= 0((23)(12)(23)) = 0(( 12)( 12)( 13)) * 0(А.), 

то класс 0(v) не является единицей в < в ^ , [ ] 3>.
Sr Таким образом, в тернарной группе < Вз3\  [ ]3 > нет единиц.

Заметим, что при этом для любых последовательностей а , ß є {А,, \х, v} спра­
ведливы равенства

[0(ß)0(a)0(a)]3 = [0(a)0(a)0(ß)]3 = 0(ß), 
так как последовательности XX, jlijll и w  являются нейтральными в 7-арной 
группе < В3, [ ] >.
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Так как множество Е( Вз3)) всех единиц тернарной группы < В̂ 3), [ ]3 > пусто, 
то по предложению 2.3 тернарная группа < В̂ 3), [ ]3 > не обладает 4-нейтраль- 
ными последовательностями, то есть множество N( В^3)) )  также пусто.

Покажем это непосредственно, не используя предложение 2.3. Так как

[А(13)А] = [(12)(12)(12)(13)(12)(12)(12)] = (12)(12)(23) ф (13),
[ц(12)ц] = [(12)(12)(13)(12)(12)(12)(13)] = (12)(12)(23) ф (12),
[v(12)v] = [(12X12X23X12X12X12X23)] = (12X12X13) * (12), 

то последовательности X, ц и v не являются 4-нейтральными.
Таким образом, N( В(33)) = Е( В^3)) = 0 .
Приведем еще один пример, показывающий, что равенство N(^(w l)) = Е(А(т~1}) 

возможно и для непустых множеств N(y4(M-1)) и Е(А(т~1}).
Пример 3.3. Пусть В3 — то же множество, что и в примере 3.1

5-арная группа с 5-арной операцией, производной от операции в симметричес­
кой группе S3.

Равенство 5 = 2(3 -  1) + 1 показывает, что в < В3, [ ] > можно рассматривать 
3-нейтральные последовательности. Кроме того, согласно замечанию 1.2, 
существует тернарная группа <Вд2), [ ]3 >.

Так как любая последовательность длины 2, составленная из элементов
5-арной группы < В3, [ ] >, эквивалентна одной из последовательностей

к = (12)(12), ц = (12)(13), V = (12)(23),
) = /АП'к АЛЛто В® = {0(Х.), 0(ц), 0(v)}

Найдем множество Е( В ^ ) всех единиц тернарной группы < В^2), [ ] 3 >• 
Так как последовательности X — (12)(12) соответствует тождественная под­

становка (12) • (12), то легко проверяется, что класс 0(A) является единицей 
тернарной группы < В̂ 2), [ ]3 >.

Так как
[0(А)0(ц)0(ц)]3 = [0(( 12)( 12))0(( 12)( 13))0(( 12)( 13))]3 =

= 0((12)[(12)(12)(13)(12)(13)]) = 0((12)(23)) * 0(A),
то класс 0(ц) не является единицей тернарной группы < В^2), [ ]3 >.

Так как

[0(A)0(v)0(v)]3 = [0(( 12)( 12))0(( 12)(23 ))0(( 12)(23))]3 =
^  = 0(( 12)[( 12)( 12)(23)( 12)(23)]) = 0((12)(13)) * 0(Х.), 

то, класс 0(v) не является единицей тернарной группы <
Таким образом, множество Е (В ^ )  = {0(A)} является одноэлементным. 
Ясно, что последовательность А является 3-нейтральной. А так как 0(A) -  

единственный элемент множества Е(Вз2̂ ), то по предложению 2.3
N (B ^)={0(Ä .)}.

Покажем это непосредственно, не используя предложение 2.3. Так как

[(12)цц] = [(12)(12)(13)(12)(13)] = (23) * (12),
[(12)vv] = [(12)( 12)(23)( 12)(23)] = (13) * (12), 

то последовательности ц и v не являются 3-нейтральными.
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Таким образом, N( В̂ 2)) = Е( B|j2)) = {0(A)}.
Заметим, что в каждом из трех приведенных примеров центр рассматрива­

емой тернарной группы пустой.
Пример 3.1 показывает, что для класса 0(a), являющегося единицей 

(к+  1)-арной группы < А(т~х\  [ ] >, последовательность а  может не быть
га-нейтральной. Однако, имеет место

Предложение 3.1. Пусть п = к{т -  1) + 1, < А, [ ] >  — п-арная группа, 
0(a) -  единица (к + \)-арной группы < А{т~1), [ ]ж  >. Тогда последовательность

a  ... а  является нейтральной.
- г  &

Доказательство. Если 0(a) -  единица (k + 1 )-арной группы < А(т 1 
X -  произвольный, xv ..., xt{n_x )+т_2 -  фиксированные элементы из А, ß = хх ... Х1(п1 ̂ т_2х,
то

[0(ß) 0 ( a ) ... 0 (a) ]ш -  0(ß),
к

откуда последовательно получаем

9( ß a ... a ) = 0(ß),

е(*і -  “ ) = е (*,

e (*. ■■•Уі>ш-2Ж * а - :- д ) = Є(Л| 
к

0(хa . . . a ) = 0(дг), [ x a . . . a ] = x .
к

« г
Следовательно, последовательность a ... а  является нейтральной в и-арной

а #
*

0

группе Предложение доказано
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Galmak A. М. т-NEUTRAL SEQUENCIES IN n-ARY GROUPS.
The article deals with m-neutral sequences of the elements of и-агу group where 

n = k(m -  1) + 1, к > 1. Every 2-neutral sequence can be identified with the unity of и-агу 
group defined by W. Domte and «-neutral sequences coincide with neutral sequences defined 
by E. Post.

Key words: n-ary group, identity, neutral sequence.


