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В известной лемме А.О. Гельфонда утверждается, что если в трансцендентной точ
ке X целочисленный многочлен Р(х) степени п и высоты Я  (максимум модулей всех

коэффициентов) удовлетворяет неравенству |-Р(х)| < Н  “ , w >  6п ,  то существует его 

делитель t(x), равный степени неприводимого многочлена, который удовлетворяет не

равенству  к (х ) | < с, {п) Н  " 6л. В работе эта лемма усиливается: w > 2 ,5 n  и

Клю чевы е слова: приводимый полином, неприводимый делитель, приближения 
нуля значениями полиномов, лемма Гельфонда, диофантовы приближения.

Пусть Р(х)  = anx" + ö„_,x" 1 + .. .  + ахх  + а0 є  Z[x] -  целочисленный поли-
J

ном степени degP = w и высоты Н  = ш ах0а.й1 |а; |. В любой точке х е  SR для 

каждого Q  є  N >t всегда можно найти многочлен Р(х), Н ( Р )  < Q,  такой, что

( 1)
Это следует из теоремы Минковского о линейных формах [1], и может быть 
доказано, используя принцип ящиков Дирихле. Неравенство (1) неулучшаемо.

р ( пІ 2 > с 2 (п ) Н  " для любого полинома P(x), deg Р < п , аТак, например,

для которых выполняется неравенство H ( P ) < Q ,  хотя бы для

при показателе степени w  вместо n n ( l ) n w >  п мера Лебега множества х є
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одного Дх), мала, и может быть сделана меньше любого є > 0 при Q > Q0(e)  
[2]. Здесь и далее все величины с. = с.(п) зависят только от п. В [3] получено 
точное значение для размерности Хаусдорфа множества тех х є  R , для кото

рых неравенство |-Р(*)| < H~v\  w > п, имеет бесконечное число решений в

Р(х)  є  Z[x] , равное (п + ] )!(w + 1). В доказательстве утверждений такого типа 
важную роль играет приводимость и неприводимость полиномов Р(х) в (1) на, 
кольцом целых чисел. В теории трансцендентных чисел и теории диофантовых 
приближений [4-6] вопросы приводимости и неприводимости Р(х) также игра
ют большую роль. Приведем одну лемму Гельфонда.

Лемма 1. (Гельфонд [7], стр. 183). Пусть х, -  трансцендентное число, и
т леп /> (*)е Цх] .  d e g Р< п.у0оелет еоРпет „еРаеепсте у ^

q f "  (2)
Тогда при v > 6 п существует делитель d(x) полинома Pix), degd < n .  
H( d)  < c3Q , представляющий степень неприводимого над кольцом целых чи
сел полинома, удовлетворяющий неравенству

\ d ( x l ) \ < c 4 ( n ) Q ^ in. (3)

Лемма Гельфонда была усилена и обобщена в работе [3]. Неравенство (2) в [3] 
рассматривалось уже для точекх] из некоторого интервала 1 с  К , величина показате
ля степени у в (2) уменьшена до v > З п , а неравенство (3) заменено на неравенство

\d{xx) \<c5(n)Q~v+2n. (4)

Недостатками обоих результатов, не позволяющими доказать ряд извест
ных предположений [2; 6], являются слишком большие значения v, при кото
рых они выполняются. Ниже мы предложим метод, который позволяет умень
шить V до v > 2 , 5 n  — 1. Возможно, метод позволит довести границу до 
v > 2 n - 2 ,  однако это требует весьма сложных и длинных вычислений.

Теорема 1. Пусть п > 2 -  Существует делитель полинома Р(х), Н(Р)  < Q,

в (2) полином d(x), deg d  < п , H (d ) < c6Q , представляющий степень неприво
димого многочлена, который при V > 2 ,5/7 -1  удовлетворяет неравенству

^  \ d ( x ) \ < c 7( n ) Q - ’^ ' - ' .  (5)

іа

4 .
[X

Вначале приведем несколько вспомогательных лемм

3
Лемма 2. Пусть полиномы Pt (х) є  Z [x ], і = 1, 2, не имеют общих корней и

в трансцендентной точке х, є  М удовлетворяют неравенствам

V, > 0 , H{Pt) < Q ’\ A e %P , =k ,  

Р2( х , ) |< С Г \  v 2 > 0. И(Р2) < Q^ . degP}  = т.
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Тогда при любом S  > 0 и Q > Q0 (£)

АА, +тЯі + ö  > min(v], v.,). (7)
Доказательство леммы 2 аналогично доказательству леммы Гельфонда [7].

Лемма 3. Пусть Р(х)  = /, (х)/,(х) -разложение приводимого многочлена
на множители. Тогда

с8Я (/,(х ))Я (/2(х)) < Н(Р(х))  < с9Я (ґ1(х))Я(Г2(х)).
Лемма 3 -  известная лемма о почти мультипликативности высоты много 

члена. Доказательство ее можно найти в [2; 7]. Заметим, что правое неравен 
ство доказывается просто. Трудность при доказательстве левого неравенства 
состоит в нахождении неулучшаемого значения сг  

Лемма 4. В области

*

D = {(А,, и,) :  0 < А, < 1 ;1 < л, < п - 1}
справедливо неравенство

/ ( Д , ,  / 7 , )  =  Я ,  ( / 7  ~  / 7 ,  )  +  ( 1  ~  Я ,  ) « !  < И - 1

при п > 2 .
Доказательство. В области D лежит точка экстремума функции /(А ,, и ,). 

Это точка (А, = 1 / 2 ,пх = п /2 ) ,  в которой / (Л , , я ,) = и / 2. На границе А, = О 

или А| = 1 , и и, = 1 или «, = « — 1 находим две точки максимума 

(А, = 0,/7, = и —1) и (А, =1 ,« , = 1) при п > 2 , в которых f ( Ä ],nl ) = n - \ .

Лемма 5. Пусть полином Р (х ) = tx {x)ty (х ) , где tt(x) и 12{х) -  неприводимые 
полиномы, или степени неприводимых полиномов. Тогда при выполнении

Р  (х)| < Q \  Н (Р ) < Q и v > 2 n - 2  один из полиномов 1{х) удовлетворяет 

неравенству

К ( ^ ) |  c c , 0 ( « ) ß — ( 8)

Доказательство леммы 5. Лемма 5 -  это частный случай теоремы 1, когда 
количество сомножителей у Р(х) равно двум. В этом случае условие для v и

неравенство (8) сильнее чем в теореме 1. Предположим (х)| < \t2 (х)| и

|̂ , (*)| = Q , i = 1, 2. Тогда при выполнении |-Р(*)| < Q  имеем

V, > v2 = v - v , ,  V, > v /2 . (9)

Если v7 > п — 1, то в (7)

xmn{vx,v2) > v 2 > n - \ .  (10)
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Из леммы 3 имеем deg ̂  + deg t2 = n ,  deg tx = n] и А, + Л2 = 1. Перепишем
левую часть неравенства (7) в новых обозначениях:

(1-А ,)« , + Л1( п - п 1) + ö > m in(v,,v2) > п - 1 .
Левая часть этого неравенства по лемме 4 не превосходит п -  \ + S  и, значит, 
оно противоречиво для любого S < є , где m in(v,,v2) = п — \ + є  и є > 0. По
этому должно выполняться неравенство v2 < п -1  и

|(, (*)[ < cuQ- " - ' . (11

Неравенство (11) и доказывает лемму 5.
Доказательство теоремы 1.

V *

>

Пусть

Р(х)  = tx (x)t2 (х) • • • tj (х) • • • ts (х), ( 12)

где s > 3, так как при $ = 2 теорема 1 доказана. В (12) все полиномы t.(x) -  
степени неприводимых многочленов. Будем считать, что полиномы л(х) упоря-

дочены по величине вточкех = х1:

ш л ш

|/, (х, )| < \t2 (х, )| < • • • < \tj (х, )| < • ■■ • < Its (х, ) | . (13)

В [5] доказано, что в таком случае в (12) существует j  < s / 2 ,  что

l̂ i ( xi ) " '  tj (xj )| < |^ +і ( х, ) " '  К ( хі )| • (15)

Обозначим tx(x)---tM (x) = kx( x ) , tJ+x(x )• • • ts(x) = k2{ x ) . Если |К  (x,)| < Q-n+\

і іИЛИ |̂ 1 (Xj )| < 2 ""+l, то как в лемме 5 придем к противоречию. Поэтому

I*: W|  ̂в-"", I*, О ф е -* '«

- e r k-(X)| <С12 (И)0‘
v+2n-2 (16)

Но показатель степени в (16) должен быть меньше -п  + 1, что приводит к нера
венству v > 3 n - 3 ,  что при больших п хуже, чем в теореме 1. Поэтому предпо
ложим, что
* 0

\k] (xx)\ = Q ' Ul, \k2 (x1)\ = Q ^ - , п/ 2 ^Щ < п - \ ,  У 2 < и 2 < п - \ .  (17) 

Введем обозначения

&щкл = п х, deg(kxk2) = l, d eg к2 - 1 - г ц ,

H(k, )  = Q ' \  Я (*,42) - Є \  Н (*г) « 0 ^ .  

Dx = { 2 < l < n - \ , 0 < Ä < \ } .

(18)
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Оценка 1 >2  следует из того, что / -  это степень произведения двух много
членов. Определим функцию

ў і (ЛІ,п і ) = Лі( 1 - п і) + ( Л - А 1)п1.

Ее максимальное значение равно

m a x / (А,, л,) = Д (/ - 1 )  < / -1 .
°i

Пусть и2 > и х. Тогда

min(M,,w,) > и,,

и если м, > / - 1 ,  то как в лемме 5 получаем противоречие. Поэтому далее по (17)

л /2  + 1<1 + «, < /. (19)
Из неравенств

/>(дг) < Q - ,  \к, (*)| > cnQ-"+\ |* ,(х ) | > c „ Q -"  

при v >  2,5л —1 получаем

I ' ,  W |  <  . ( 2 0 )

Сейчас рассмотрим три результанта

R\ = R\(kx,k2), R2 = R2{kx, i f), Ri = R3(k2,tJ).
Каждый из них не равен нулю, и поэтому по модулю не меньше 1. Запишем 

для всех трех пар многочленов неравенства, аналогичные (7), (10) в обозначе
ниях (18). Получим, учитывая (17) и (20),

m in(щ,и2) < Д ,( /-п ,)  + (Я -Д 1)/7, = / ( Я , ,  л,), (21)

т іп (и 1,и /2  + 1 )< Л 1( и - / )  + ( 1 - Я )«1 = / 2(Д1,я ,), (22)

т іп (м 2, я / 2  + 1) < { X - X t) { n - l ) Jr { l - X ) { l - n x) = /3(Я,, ) .  (23)
Покажем, что хотя бы одно из неравенств (21)—(23) противоречиво. Из (17)

*

,что
и (20) следует, что левые части всех неравенств (21)—(23) не менее nil. Макси

мальное значение функции ў  = / ( Д 1,«1) при фиксированных Я и / по лемме

4 равно А(/ — 1). Получаем

п / 2 <  А (/-1 ). (24)

Так как Д < 1, / - 1 < л - 2 ,то и з  (24) имеем

Я > ---- ^ =  1  + , > « + 1. (25)
2( я - 2) 2 л - 2  2

Пусть .Д, = і/2  + іД л  — 2^ < X < 1, л /2  +1 < / < я — 1 j . Убе

димся, что хотя бы одно из неравенств (22), (23) при выполнении условий (25)



22 ВЕСНІК МДУ імя А. А. КУЛЯШОВА № 2 (46) •  2015 •

противоречиво. Если они выполняются оба, то сложим (22) и (23). Учитывая, 
что левые части неравенств (22)-{23) не менее и/2, имеем

п < Л(п-1)  + 1 ( \ - А )  = / 4(Д,/). (26)

Максимальное значение функции / 4 = f 4(Ä,l)  в области Д, равно п/2 -

-  2/(п -  2) при п > 4 и 1 при и = 3. Так как Р(х) разлагается на произведение 
трех многочленов, то п > 3 и правая часть неравенства (26) не более 
/? /2 -2 /(и -2)при  п >  4 и не более 1 прип = 3. Неравенство (26) противоречиво, 
а вместе с ним противоречиво и хотя бы одно из неравенств (22), (23). Это озна

чает, что пара чисел (uv ii2) не может удовлетворять (17). Пусть тогда, напри

мер, и, < п / 2 .  Тогда из | - Р ) |  < Q~ ', |кх (x j j  > cllQ~n'2 , | (xj)|  < cn Q~n+x

*

получаем

М Хі)|<С20 0^+3”/24,
что завершает доказательство теоремы 1.

Настоящая работа частично финансировалась фондом РФФИ (грант 14-01
90002 Бел.) и фондом БРФФИ (грант Ф14Р-034).
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