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Рассматриваем линейную систему Пфаффа

x e R " ,  t — (tx, t2, . . . , lm) € R™, / = l,m, (1)

O 'с ограниченными непрерывно дифференцируемыми в R'” = и  є  Rm 11 > О} мат­

рицами коэффициентов Д.(0 > удовлетворяющими в ней условию полной ин­
тегрируемости [1, с. 14-24; 2, с. 16-26]

dA,(i) dAAt) , .
 д( + A;(t)Aj(0 =  — + Aj (04(1), i , j  e{l,...,m}, t є  R",
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Характеристический [1, с. 83; 3] Л[х] — А и нижний характеристический [4]

р [х \ = р  векторы нетривиального решения x\R™ —> R" \ {о} системы ( 1) бу­
дем определять условиями

4, (Я) = lim " » М 1....—.= О, Z, (А - £ £ ,)>  О У є  > О, i =/—>00 Ы

; Д р ) .Ц ш 1п|ДГ(О11: ( Р ,< ) - 0 ,  / , ( „  + « , ) <  О V£ > 0 , ^
/->оо Л

где е, = (0,...,0, 1, 0,...,0) є  і?"', -  орт.

Под нижним характеристическим множеством [4] Рх нетривиального ре­

шения X; R!” ->  R" \ {о} системы (1) понимают объединение всех нижних ха­

рактеристических векторов Рх = U / ’M  этого решения. Множество [4] 

Р (А )  =  ( JP  называют нижним характеристическим множеством системы (1).
ХФО

Определение 1. Множество D cz R m будем называть ограниченным сверху 

(снизу), если существует такое г є  R m, что d < r  ( d > r ) для всех d  € D

( d  < г  <=> dj < r n j -  1, m , )•

Введем аналог понятий точной верхней и точной нижней границ одномер­

ного множества для ограниченного сверху множества D  с  R"':

Определение 2. Множество supD с  Rm, inf D cz Rm являющееся пере­

сечением множеств S  cz D, таких, что для всякого d  є  D  существует s e S ,  
s > d  A s  < d )  будем называть точной верхней (точной нижней) границей огра­

ниченного сверху (снизу) множества D e i? " 1.

Определение 3. Множество D с  R m назовем замкнутым сверху (снизу), 
если оно содержит свою точную верхнюю (нижнюю) границу.

В работах [5, 6] было установлено, что почти все решения системы 
X = A(t)x, X є  R n, t є  [0,-но), с кусочно-непрерывными и ограниченными ко­
эффициентами, начинающиеся на произвольном Ä-мерном подпространстве 
R k, к є  { 1 , пространства R", имеют нижние показатели, равные точной 
верхней границе нижних показателей этих решений. В работе [7] установлено, 
что почти все (в смысле &-меры Лебега) решения линейной вполне интегрируе­
мой системы Пфаффа (1) с двумерным временем / = (tx,t2) є  R^, и ограничен­
ными непрерывно дифференцируемыми коэффициентами, начинающиеся при 
t  = tQ на произвольном ^-мерном подпространстве R k, к є  {1 простран­
ства R", имеют нижние характеристические множества, совпадающие с точ­
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ной верхней границей всего множества нижних характеристических векторов 
этих решений. В настояшей работе этот результат обобщен для w-мерного слу­
чая (і є  R"').

Для ограниченного сверху множества/) пространства R m, справедлива

Лемма 1. Если множество D  cz Rm ограничено сверху, то оно имеет и точ­
ную верхнюю грань sup D.

Доказательство. В пространстве R m, всякой точке г = ( )  поставим 

в соответствие множество К (г) = {р  є  Rm : р >  г}, которое назовем верхним

і

,

<&=«}прямым/и-гранным углом с вершиной в точке/: Пусть S D = є  R m : D П К  ( 

есть множество вершин всех тех верхних прямых m-гранных углов К (г), каж-
-

дый из которых имеет с множеством D  единственную общую точку -  вершину 
этого угла. Очевидно, это множество S n не пусто в силу ограниченности сверху 
множества D.

Доказав, что построенное таким образом множество S D : 1) содержится во 
всяком множестве S из определения точной верхней грани ограниченного сверху 
множества D e  Rm; 2) само является одним из таких множеств, -  мы тем са­
мым докажем существование у D точной верхней грани sup D = S n.

Предположим, что для некоторого S  є I) существует л0 є SD cz Д  л0 £ S. 

Тогда, по определению множества S  для точки d  = л0 є Г) найдется такое д- є  .S', 

что выполняются неравенства s > s 0 и s Ф s0, из которых вытекает принадлеж­

ность точки S <=D множеству K (s0) \ { s 0}, что противоречит построению S n, 
Следовательно, наше предположение неверно и SD с  S.

Пусть d - произвольная точка множества D. В силу ограниченности и зам­

кнутости одномерного множества ||с?' -  d\ е R : d' е K(d) f | ß |  существует по 

крайней мере одна точка sd eD , удовлетворяющ ая условию 

1 1 ^ -4 =  sup I Id' -  rf||}. То есть верхний прямой угол К  ( Sj ) имеет с мно-
d 'zK (d )V \D

ЖЄСТВОМ D  единственную общую точку, СВОЮ вершину Sj. Поэтому для всяко­

го d  є  D  существует sd є  SD, scl > d. Это означает, что S D является одним из 
множеств S из определения множества supD. Лемма 1 доказана.

Замечание 1. Из леммы 1 непосредственно следует, что всякое замкнутое 
ограниченное сверху множество D e  Rm замкнуто сверху.

Доказательство основного результата данной работы опирается на два ни­
жеследующих утверждения.
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Обобщим для характеристических и нижних характеристических векто­
ров решений линейной системы Пфаффа (1) доказанное в работе [7] для случая 
т = 2 утверждение, аналогичное лемме H.A. Изобова [5], согласно которому, в 
частности, характеристический показатель Ляпунова и нижний показатель Пер­
рона всех нетривиальных решений линейной системы обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений могут быть реализованы по некоторой арифметичес­
кой временной последовательности {tk} с  [0,+со).

Будем рассматривать систему уравнений

д х / dt'= Ft(t,x), x s R " ,  / = є  Я"', г = 1 ,т , (2)
удовлетворяющую условиям теоремы существования и единственности реше­
ний и условию

0 < 77 < 1, x e R " ,  t e R ”, (3)

атакже последовательность {/(У)}, р (7)|| “ >+<Х) при у - * 00, являющуюся дос­

таточно плотной на R'": для любой точки / є  R'", р]| > Т0, существует такая точ 

ка t ( j t) є {t ( j )}, что выполнено неравенство

,

-г >о,Ik — ̂ (л)||^ІкіГ 1 -7 7 -£ > 0 , £ > 0 . (4)
В частности, таким свойством обладает последовательность, определяемая

по правилу: точка (ixT,...,imT)eR™, iv . є {0}UAr, T = const > 0, является 

точкой последовательности {t(J)} (нумерация по ребрам «г-мерного куба с про­

тивоположными вершинами в начале координат и точке (/иТ,...,/лТ), где

/л = max{/,,...,/m}).
Лемма 2. Любое предельное значение

, ч 1п||х(/'(*))||-(/>У(*))
а *(р) = 1 т ------ [ПТТТТЙ---------- .*-+» ||/ (л)|

в котором р  = и .. Рт) ~~ произвольный фиксированный вектор плоскости 

Rm, ||f'(£)| —>+00 при к со, для любого нетривиального решения x(t) систе­

мы (2) реализуется по некоторой подпоследовательности { t ( jk)}, |kC4 )|| +0°

при к —>ао, последовательности {/(/)} с  Rm.

Доказательство. Построим такую последовательность {t(jk)}c. {t ( j )} ,  для 
которой было бы выполнено равенство

kJ
0)х(р) -  lim |р(л)||

Существование такой последовательности и доказывает лемму.



8 ВЕСНІК МДУ імя А. А. КУЛЯШОВА № 2 (46) •  2015

В силу нетривиальности решения х(/) справедлива следующая оценка

ї ї !  і
|5||x||/ö/,| = |||3x/3/,,||cos(x,3x/ö/()| <||3x/9f(|| < ^Ц/Ц̂ ЦхЦ, (5) 

а тем самым и оценка
і і -і w
|31п||х||/с^| = ||х|| ЗЦхЦ/З/, < c>||/jf < S(ti +... + im)v .

Из нее при фиксированных j = \ и t2,...,lm, проинтегрировав последнее не­
равенство по получим оценку

In < S(ri + 1)-1 + ( „ г  + , у " ] .  V *

к 'Интегрируя то же неравенство по t2 при фиксированных / = 2, /, = 0, и

||x(/i,.. »ollo' ••.oll

получим оценку-

ln
||х(0,г2,. •=о||

||х(0,0,/,, •••»oll
<  5( Л  + 1)"11 ( / ,  + . . .  +  tmf +x -  ( L  + . . .  +  / J y/+i1

Продолжив интегрирование ДО переменной tm п р и  t{ =  ... =  tm., = 0 , полу­
чим оценку

In
||х(0,„ А О ІІ

||х(0, ...,0)|fi
< s ( n + \ y lc l.

Сложив полученные неравенства, буцем иметь

Ikollln 7
х(0)

Таким образом, справедливо неравенство

N O |H |* (0)||exp
/7 + 1 (6)

Последовательность {t{jk)} будем строить по последовательности \t'{k)\ 

следующим образом. В силу (4) для всякой точки t\k ) ,  |k'(^)|| ^  Тй > 21/s'?+i), су­

ществует точка /( /',.) такая, что
j|l - t j-Є

1 — /7 — £■ > 0» к > к0. (7)

Сравним теперь значения функции vx( t ,p) == [ln||x(f)|| — (jo,^)]/lk||> t є R!”, 

в точках t'(k) и t ( jk). Для этого предварительно сравним ее значения в некото­

рых произвольных точках т' = ’ ) и г" = (г",...,г") множества R'”.
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Зафиксируем =г", tm = г" иприменим кфункции vt ((/■,,г г ",),/?)

как функции параметра на промежутке А, = [min{r,', г,"},тах{г1',т 1"}] теорему
о среднем. Получим следующее неравенство

dvx( t ,p)
Эл

1 fК - г ,  |< dVxit’P)

=(sV2,-,C)

где І ,  Є А,. Оценим теперь | dvx( t , p ) / d t x | при t = (%х,т”_,...,г " ) :

dvx(t,p) d\\x(t)\\/dtx ln||x(0 ||.
dtx IMMkll iki3

<

= №
ш-1 f , 1|ПИ 0)1 , *

| |< Г  >7 + 1

г И " , 11п И °>11 г  ((,+ ...+ > ,г  , ф | _
И  iwf rj+ 1

Таким образом, при достаточно удаленных от начала координат г ' и г", будем 
иметь неравенство1 I V- И VII V 3

|v* ( « » г"» )»/») — v, 2̂ »—»■*■»)» .р)| ^  ^  1(^1»г ' , )|Г'  Цг' -  гЦ, (8)
где К  = const > 0. Аналогично можно показать справедливость неравенства

К- (« V •••> . <>•••> С  ) ,р )  -  V, ( ( < <+1,..., г" ), р)| <

< ^ ||(г , ', .. .,С 1̂ „г,'1Р ...,г:)Г  1 ||г" -  г'||, (9)

где І, є  A, =[m in{r',r;"},max{rl',T,"}].
Из (8) и (9) вытекает неравенство

гд

+V, ((г[, г '',..., г" ), р) -  vx ( (г ; , т'2 т" ), р)  + ... +

+ v, ( « ,  •■•> C l >̂ ), р ) -  v , ((г ,\ . . . ,< ,) ,  р)\ < m K \\T ,f~ l \\т" -  г ' |

г, -

точки: ||г,|| = mm fir'll,Цг

(1 0 )

де т, -  та из двух точек г и г . у которой норма не превосходит нормы другой

Вернемся теперь к значениям функции vx(t,p)  в точках t'(k) и t ( jk). На 

основании (10) и (7) при ||/'(^)|| -  1Кл)|| имеем оценку
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k (  r ( jk), P) ~ v X t \ k ) , p )  I < mK  ||/'(/:)|Г ||/(y*) "  'W |  <

< mK\\t'(A)|f4 \ \ t ' (k) f ^c = wA'||/'(Ä)||"c . (11)

Аналогичная оценка (с постоянной 2l~n m K ) будет иметь место и втом слу­

чае, когда Ц/'С̂ОЦ > Ж л ) |’ |№ | |> Г 0. Покажем это. Оценим |к(Л)|| снизу через 

||f'(*)||- Из очевидных неравенств

и и і (7) і і- -
!*'(*)!=|*(л )+[*'(*) -*(л)]|| ̂  |к(л)||+1к(Л)-/(л)|| ̂  1Ил)1ЫИ*>1 "tе ’

неравенства 2У(п+£) < Т0 имеем требуемую оценку

||/(Л)|| £ ||/W||[l- \ \ П к ) \ Г е ] ä |И*)|| / 2, (12)
в силу того, что при \\tXk)\\ > Т0 справедливы неравенства

\\tXk)(n~e < Т~п-С < 2"’.

В силу (10), (7) и (12) (для случая |к'(^)|| Н И л )! )  получим оценку

К  ( t ' (k),p) -  vx {l(jk ),р)\< mK\\t(jk )|f4 1 l'(k) -  t ( j k )|| <

< 2^nmK\ \ t ' ( k ) f l І\ Г { к ) р "  -  2 ^ m K \ t ' { k ) V  , (13)
і ісправедливую и в случае р'ШЦ ^ |К л ) | •

Переходя в неравенствах(11) и (13) к пределу при к -> со, получим реали­
зуемость величины сох(р)  по подпоследовательности {t{jk)} с  {/(/)}. Лемма 2 
доказана.

Следствие 1. Для любого нетривиального решения x( t ) системы (1) вели­

чины Lx( p ) и К І Р ) ’ г^ е P = (Pi’-"’Pm) -  произвольный фиксированный век­

тор плоскости Rm, реализуются по последовательностям { t ( j t (k))},

||*(у, (* ))!-> -к» при к —> оо, и {t(j , (k))},  W )|| +00 пР и к —> оо, являю­
щимся некоторыми подпоследовательност ями последоват ельност и

к / ) }  н е ­
справедлива следующая 

j Лемма 3. Пусть для некоторого k e N  заданы множество {г0 ( /)} cz R дей-

у  ™ _ Ш ) с *■ ч о } Н » - ъ І Л . . . Л т  
у  t

k-мерного пространства R k, где j  = j, є  {0} IJ N. Тогда множе­

ство A(q), q e N ,  составленное из всех тех точек а  = (« ,,.. . ,ак) є  Rk, для

каждой из которых существует такая последовательность { j (h)} ,  h є  N , 
что справедливы неравенства
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I r0( j )  + ( r ( j ) ,  ос) I ^  се4Л!ч' с = с ( а )  =  со т (  > ^  ' ( ! 4)

max{kfO’)|}
\йі<к

имеет нулевую к-меру Лебега: meskA(q) = 0.
каждого і е к} построим множество

J, = 7 є  l / W )  : m a x { h 0 ‘)|} = k ,0 ‘)
1 <1йк

которое, вообще говоря, может оказаться пустым. Введем обозначение *

у (or, j )  = — -j— { r0(У) + ^ « ;r; O') 1.
r ,U A  Ш J

■до вате;Будем считать, что а  е  /1(с/), если существует бесконечная последователь­
ность {у(й5)} с ./ , для которой выполняются неравенства (14), то есть

|a 1-v ,(a ,./) |< c e ‘M/,' s j  є .

Зафиксируем некоторое р  є  jV и введем вспомогательные множества

= {а  є  4 (g) : |а , |<р , / #  /},

М  (j)  = { a e R k : la ,— v, («, /)| <се~^/ч, \а,\< р, ІФі),  j e J ^ R " ' .к і  * р .

Объем Vp(j )  тела M p(j)  равен

p P vi(_a,j) + ce~Ul4 p p
Vp( j )=  Jc/a,... Jc/aM d a t ^daM ... ^da,K=2k р к̂ с е ^ !Ч.

~ p  - p  Vi{ a J ) - c e ~ ^ ' l 4 ~ p  ~ p

Совокупность множеств M p(j)  для всех j e J jf ||y j|> //eN , обозначим

символом N  (ju)= [ J  M p( j).  Множество Bp будет принадлежать множеству
WjW

N p(ju) при любом / j>2q.  Поэтому мера множества Вр не больше, чем мера 

множества N p(j).  Оценим эту величину

meskN p(J) = X  meskM p( j )  ~  X  Vp U )  =

= X  2*р к~ХсеЛАІЧ < 2кр к~хс Y^eMlci < 2к р к~ 'с^Г К (з)е^ \
s=n

У
где K (s) <

т Л
\ - т  2

V /
(s +1 )* -  число точек j  -  (_/,,..., j m) є  R™ с целочисленны­

ми координатами, обладающих свойством s<  1/1 < 5  + 1. Последнее неравен-
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ство справедливо в силу того, что непрерывная положительная функция 
g(t )  = T-e~t,q убывает на промежутке [2q,+co). Итак, получили неравенство

mes N p( j ) < c ip k 'Y / e ~ si4 ^ c lp k ’^ g ( j ) ,  Cy= const, p > 2  q- (15)

Ряд ^ g ( s )  сходится по интегральному признаку сходимости рядов, так

+00

как сходится интеграл ^r2e~r!qd т = д(т2 + 2дт + 2д2)е~т!д | _? =1 Ое~*дъ. Рассмат- >
2 q

ривая ряд 2 j?(-y) как остаток сходящегося ряда ^g(s) ,  можем записать
.-и

lim ̂ g ( s ) = Отсюда, в силу произвола выбора р, из (15) вытекает справедли­

вость равенства meskB  =0, выполнимого при любом p e N .  Последнее озна­

чает, что £-мера множества А1 (<?)= равна ак мера объединения счет­

ного числа множеств нулевой £-меры.

Таким образом, meskA(q):=mesk[ jAj(q) z:zO. Лемма 3 доказана.

Теорема 1. Почти все (в смысле к-меры Лебега) решения линейной вполне 
интегрируемой системы Пфаффа (1) с ограниченными непрерывно-дифферен­
цируемыми матрицами коэффициентов начинающиеся при t = ta на про­
извольном подпространстве П* = R k, k е {1, пространства R ”, имеют 
нижние характеристические множества, совпадающие с точной верхней гра­
ницей всего множества нижних характеристических векторов этих решений.

Доказательство (использующее элементы рассуждений работы [5]). Без 
ограничения общности можно считать /{0) = 0. Поэтому последовательность

Ш )}> t ( j )  = j  = Ü v - > j mX 7/ e {°}UiV, i = l,...,m , является последовательно­
стью леммы 1. Запишем уравнение ^-мерного подпространства П* простран­

ства R" в параметрической форме
О ч  .

' П ~~п \--7--ftj --/7 '
/=1

x f  = a f + ( a , a h) = a f }+ Y ja,a\l), a f  e R , ah e R k, h = \,...,n,

где а  = (ax,...,ak) є  Rk -  параметр.

Пусть X(t )  = [x<u(0,-.-,x<n)(0] ~ фундаментальная система решений систе­
мы (1), нормированная в точке t = 0, то есть Х(0) = Е, где Е  -  единичная матри-
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ца; x ih)( l ) - ( л ’,<Л)(/),■•■,л';(,Л)(/)) - h -ьт столбец-решение матрицы X(t).  Тогда ре­

шение x(t ,x0) системы ( 1) представимо в виде

x(t ,x0) = x ( t ) x 0 = f ^ f 4 o 4 0>- - - E x«;,>( 0 4 0>
/7=1

А в обозначениях ГлЧО = (/), / є  {0,...Д}, h є  {1, имеет вид *

где a,y,(t)  e R k, а (а,;к;(0 ) ~ скалярное произведение этих векторов. V

Выберем в плоскости произвольным вектор р  = (рх,---,рт) и зафикси­
руем его. Введем обозначения

Q P( « ) s  4(vv0(a),(р) = ІІШр ( j I n  Х[Г/(0)(j)  + (а,У<О'))]2 -  (Р, j )J

и покажем, что для почти всех a e R k выполнены неравенства Q p(ß)  ^  Q p((x), 

V ß e R k.
гвоИз представлений (16) получим равенство

х(/, х0(/?)) = ( { ß - a , y x (/)),...,(/? -  а , уп (0 )) + *(*, *о(а)),
а отсюда неравенство

Л Є > '

И / ,  *о (/?))! ^  k n \ ß  -  «1 \YHJj i \ j )  + IN  Л  *о(«))|! (17)

где \у,Уп (у) -  шах Wh \ j ) \ \ -  Пусть предел £ L (a ) реализуется по последо-
1 1 \< h < n ,\< i< k  и 4

вательности {/(.у)}, |/(.v)||..> +да при .у-» со. Без ограничения общности, эту

последовательность можно считать такой, что выполнены условия: i(j(s)) = /' 

и h( j (s )) = j  -  фиксированные, одинаковые для всех .у є  N числа, y\‘\ j ( s ) )  і10. 
Тогда из (17) получим неравенство

n p( ß ) < Q p(a) + d,

где
х >

d = 1 і пт і
1 ln 1 +

k n l ß - a i y j p U i s ) ) (18)
I j(s)\\ ||xO'(s),x0(a))||

Очевидно, что существование бесконечной последовательности 

{Д5;)} с  {j(s)},  для которой все yl^i j is, ))  = 0, / є  N,  обеспечило бы выполни­
мость необходимого равенства d — 0.
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Для любого q є  N  и каждой пары h e { l , . . . , n }  и z є  { 1 , введем в 

рассмотрение множества A ^ s(q) d  R k . Будем считать, что а  є  A'^'i q), ес;|И

существует такая бесконечная последовательность {j(s,)} С  {„/(s)}, / Є N , 
что выполняются неравенства

,(*v ,• ^  = \ г Г ( Л + ( а , п Ш \ < ^-Ы/ч 
I Гн]и)

где с = с ( а ) = const > 0, j s  {j(s,)}.  Согласно лемме 3 meskA{‘\q )  = 0, а, следо-
, ,  .

вательно, мера множества А = U U U 4 ? Ч?) равна нулю как мера объединения
?=i /=1 )=\

счетного числа множеств нулевой меры.
Покажем теперь, что при a  g А величина d, определяемая формулой (18), 

равна 0. Действительно, при а  € А в силу (19) для каждого q e N  найдется 
такое s{a,q),  что для любых h є  {1, . . . ,п}, іє {1,...,к) и всех s>s (a , q)  выпол­

няются неравенства p ^ ]( j (s) ,a)  > ce^Jls)̂ 9. Поэтому в этом случае справедли­
вы оценки

*

И,"ОХ*)) „  И/Чл*))] л  і „ , , (S )N
_ ! -----------------------1 _ _  <   ...................... .!-----------------------!----------------------=  — ----------------------- <  с е «- 'I ' 4

|И Ж и 0(«)|| |r f0 '(5 ) )  + («,r,,0'(5))) Ph}U(s) ,a)

для всех И є  {1,..,,я}, і є  {1,...,£} и д > s (a ,q ) . На основании последних оценок 
получаем неравенство Ж

l + k m \\ß -a \\e lÄ^ 4т
d < lim 1 q є  N.

\\Лщ ч
Отсюда, в силу произвола выбора q, получаем требуемое равенство d=  0. 

В итоге мы доказали, что для любых ß  є Rk и а  є Rk \ A, meskA = 0, выполня­
ется неравенство

Q /y S )< Q p(a), VpeR" ' ,  ссе A.  (20)
Аналогично, исходя из ß,  можно показать, что при ß  g А выполняется не­

равенство Q.p( a ) < Q p(ß),  являющееся обратным для неравенства (20).

Таким образом, для любых a , ß  e R k \ А  и произвольного фиксированного

р  пространства Rm выполнено равенство

n p(a) = n p(ß),  V p ^ R 2. (21)

Рассмотрим решения х,(0 = x(t ,x0(a))  и x2(t) = x(t ,x0(/?)), где a , ß&A.  

Пусть р  = (рх,...,рт) является нижним характеристическим вектором решения х, (t),
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d e f  (2 1 )

тогда выполняется следующая цепочка равенств 0 = 1Х (р ) = Q p(a)  = Q p(ß)  = /ч (р)- 

То есть выполняется равенство 1х̂ (р) = 0, а тем самым и неравенства

/ (р + єе і )< 0, V f > 0, і = 1,/??. Следовательно, векторр  по определению ниж­

него характеристического вектора принадлежит нижнему характеристическо­
му множеству Рх решения x2(t), и, значит, верно включение Р с  Рц . Обрат­

ное включение Р с  Р доказывается аналогично. Итак, все решения 

x(t ,x0(a)), а  <£ Acz Rk, х0(а)  є  П*, системы (1) имеют одинаковые нижние ха­

рактеристические множества Pr( v (а)) = Рк. S r
Для завершения доказательства теоремы осталось показать, что

*

J oРк =sup Рх{ х г Предположим противное. Пусть для некоторой точки
А  " ^

р ' є Р к существует решение x(t) = x(t ,x0( ß ) \  х0(/?)еП ^, ß  е Rk, с нижним 

характеристическим вектором p\x{t)\ =р є  R"' таким, что р, > р], р 1ф, > р'м , 

i,l є { 1 , Тогда найдется решение x'(t) = x(t ,x0(a)), х0(а) є  Ц ., а е Л ,  для 
которого р'  является нижним характеристическим вектором. Для последова­

тельности {t'(k)}, по которой реализуется предел 1Х,(р ' + set.), справедливы сле­
дующие рассуждения:

О >Іх,(р + £е,) = ІШ1— ------Ü-------- у ------------------- >

I—>00 ||/|| А->о0 \\t

^ ! ш —  О -------  + (Р, -  Рі -  Є)У, + I j P ;  -  Pi )Yi *  О,
( f i x И  /*

где 0 < s  < Pi — р ',  у, = lim ^(Т)/||?'(£)|| ^  0- Полученное противоречие уста-
к~>оо

навливает, что множество Рк есть точная верхняя грань множества всех ниж­
них характеристических векторов решений линейной системы Пфаффа (1), на­

чинающихся при t = t0 на подпространстве П 4 с  R". Теорема доказана.

Следствие 2. Пусть непрерывная поверхность G пространства R!" явля­
ется множеством нижних характеристических векторов каждого из реше­

ний системы (1), образующих при t -  t0 подмножество П 0 с П 4 с  R", поло­
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жительной к-меры Лебега. Тогда G является точной верхней границей нижне­
го характеристического множества всех решений, начинающихся на подпрос­
транстве П 4 при t = tn.

Следствие 3. Нижнее характеристическое множество Р(А) cz R"1 линей­
ной вполне интегрируемой системы Пфаффа (I) с ограниченными непрерыв­
но-дифференцируемыми матрицами коэффициентов Д (/)  замкнуто сверху.

Следствие 4. Почти все (в смысле п-меры) решения x ( t) линейной вполне 
интегрируемой системы Пфаффа (1) имеют нижние характеристические мно­
жества, совпадающие с точной верхней границей нижнего характеристичес­
кого множества Р( А) этой сиситемы.
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The authors establish the feasib ility  o f  m -dimensional characteristics and lower 
characteristic vectors fo r  the m-dimensional analogue o f  the arithmetic time sequence. It is 
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