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Исследовано условие сохранения свойства положительной определенности 4-мер­
ного вектора Стокса под действием преобразований с помощью матриц Мюллера про­
извольного вида. Решена в общем виде задача о приведении квадратичной формы Мюлле­
ра к диагональному виду. Это позволяет анализировать условие положительной опреде­
ленности 4-мерного вектора Стокса, и тем самым исследовать условие применимости 
каждого отдельного преобразования на принадлежность его к мюллеровскому типу.

В в е д е н и е
Для аналитического описания состояния поляризации света используются 

четыре параметра Стокса [1]. При любом линейном оптическом процессе пара­
метры Стокса падающего пучка линейно преобразуются в параметры Стокса 
вышедшего пучка с помощью матриц Мюллера [2]. Поляризация света может 
описываться также в рамках формализма Джонса [3-6]; при этом состояние по­
ляризации света задается 2-мерным комплексным вектором, линейные опти­
ческие элементы описываются 2-мерными матрицами Джонса. Стоит отметить, 
что 2-мерный формализм Джонса пригоден только для описания полностью 
поляризованного света, в то время как формализм Стокса применим также и 
для описания частично поляризованного света.

В Беларуси теория матриц Мюллера недеполяризующих оптических сис­
тем развивалась в работах П.И. Ламекина [7-14]. В частности, были описаны 
собственные поляризации всех типов недеполяризующих оптических систем; 
в рамках формализма матриц Мюллера построена общая классификация неде­
поляризующих оптических систем; построены полярные формы матриц Мюл­
лера недеполяризующих систем.

В настоящей работе основное внимание уделяется другим аспектам теории 
матриц Мюллера. Известно, что при описании полностью или частично поля­
ризованного света существенную роль может играть группа псевдоортогональ- 
ных преобразований, изоморфная группе Лоренца. Это означает, что техника 
оперирования с преобразованиями Лоренца, хорошо развитая в релятивистской 
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физике [15-17], может сыграть существенную эвристическую роль при анали­
зе вопросов оптики поляризованного света. A.A. Богушем и др. были иниции­
рованы исследования теории матриц Мюллера с акцентом на их групповой струк­
туре, в частности, на группе псевдоортогональных преобразований, изоморф­
ных группе Лоренца [18-30]. При этом была описана общая факторизованная 
структура возможных матриц Мюллера, показана эффективность применения 
параметризации Федорова в теории матриц Мюллера лоренцевского типа, най­
ден способ построения 4-мерных спиноров Джонса для частично поляризован­
ного света, выполнен теоретико-групповой анализ задачи восстановления мат­
риц Мюллера оптического элемента из результатов поляризационных измере­
ний, построена классификация возможных вырожденных матриц Мюллера с 
нулевым определителем.

В настоящей работе исследуется условие сохранения свойства положитель­
ной определенности 4-мерного вектора Стокса. С использованием простран­
ства 3-мерных векторов поляризации решена в общем виде задача о приведе­
нии квадратичной формы Мюллера к диагональному виду, что позволяет, в прин­
ципе, относительно легко анализировать условие положительной определен­
ности квадратичной формы Мюллера F  , и тем самым исследовать условие 
применимости каждого отдельного преобразования, на предмет принадлежно­
сти его к мюллеровскому типу.

1. Д и а г о н а л и з а ц и я  к в а д р а т и ч н ы х  ф о р м . Пусть МаЬ обозначает матрицу 
Мюллера, связывающую два 4-мерных вектора Стокса

S ' а =  M abS b = >  S '  о  =  M W S ,  +  М 0 Д  ,  S ' j  =  M j0 s „  +  М уД  ; ( 1 )

в терминах компонент 3-мерного вектора поляризации это преобразование выг­
лядит как проективное преобразование в трехмерном пространстве (это откры­
вает возможности применения методов проективной геометрии в поляризаци­
онной оптике)

-Л -  +  М  ..Л. м  „ +  м  п
(2)M jqS0 + M JlS l _  M jQ + M JiPi 

M 00S0 + M QiS i M Q0 + M Qip i

Ограничения на преобразования мюллеровского типа имеют вид следующих 
неравенств:

О 4  s 0 >  О ,  S „ > 0 ,  P j P j <  1 ,  p ' j p ' j <  1 ,

М о Л + М о Д  > 0  => М 00 + М 01р 1 > 0 ;

(,MJ0 + MJtp ll)(MJ0 + MJlp l) < ( M w + M0kp k)(Mm + M lllPi). (3) 

Квадратичное неравенство в (3) представимо так:

А \ Р \  - ^ п Р г  -^ззРз ~t~2A12P i P 2  ~ і~ 2 Л із Р іР з

+2А13р 1р 3 + 2A[p l + 2Ä2p2 + 2А3р 3 + А1)> 0 ,  (4)
где используются обозначения
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A\\ — M 0,M0, — MjjM,, — M 21M 21 — M 31M 31 , 

^22 = M 02M 02 — M 12M 12 — M 22M 22 — M 32M32, 
^зз = M 03M 03 — M 13M 13 — M 23M 23 — M 33M 33, 
Д 2 = M 01M 02 — M nM 12 — M 21M 22 — M 31M 32, 
Аз = M 01M 03 — M nM 13 — M 21M 23 — M 31M 33, 
vl23 = M 02M 03 — M 12M 13 — M 22M 23 — M 32M 33, 

Д  = MqqMqj — M 10M n — M 20M 21 — M 30M 31, 
^ 2  = M 00M 02 — M 10M 12 — M 20M 22 — M 30M 32, 
УІ3 = M 00M 03 — M 10M 13 — M 20M 23 — M 30M 33,

f r

Д) — M 00 m 10m 10 m 20m 20 m 30m ;30

Цель работы -  решить в общем виде задачу о приведении мюллеровских 
квадратичных форм из (4) к диагональному виду с помощью 3-мерных ортого­
нальных преобразований в сочетании с 3-мерными сдвигами. При решении этой 
задачи будем использовать параметризации матриц вращения согласно [16]

0(и„,п) =

1 -  2 ( « j  +  « 3 )  - 2п0п3 +  2 и , « 2 + 2п0п2 + 2 n ,n 3

+2л0и3+ 2и1и2 l^ w f+ w j2) -2 и 0и1+ 2 л 2и3

или в несколько ином виде:

/  = l - c o s 6

0  =

1 - ез ) -  sin 6ез + fe\&2 +sinbe2 +
+ sin 6е3 + Д е 2 1- /(^ з2+е12) 
- s in b e 2 + fe xe3 +s mbel+fe2e3

- s in

l- /W + ^ 2 2)

(5)

Вещественная „ р . , ™  F - p A jP , ^ A  —  T -

водиться к диагональному виду с помощью преобразования p i = р 'к + d t .

использованием индексной техники результат преобразования формы F  => F ' 
представляем в виде

+ 4 4 ö ^ + 2 40,* /> '*)+4 V ; + 2 4 4 + Л ;

отсюда, принимая во внимание свойство ортогональности 0 = О-1, получаем

4 ° , /  К  + V A 1 ( 4 А  + 4 )  + ( 4  V ;  + 2 М  + 4 . )  • (6)
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Квадратичная форма будет приведена к диагональному виду

F ' = ^ Р ^ + Ъ р Р + Ъ р ^  + А ’о, A l„ = d lAIJdJ + 2A ld l +A<t (7) 

в том случае, если, во-первых, решена задача о диагонализации 3 x 3  -матрицы

4 , ^2 Аз Л 0 0
О '1 Д 2 ^22 А з о  = 0 0

Дз А з А з 0 0 4

(8)

во-вторых, если затем решена неоднородная линейная система относительно

Ai d j -  Al 12
АL13

A i  А

A i  A.. 

А з  А

- 4
й?2 = - л

^3 - А

0dj: 

(9)

Отмечаем, что структура неравенства (7) позволяет относительно легко 
анализировать условие положительной определенности квадратичной формы
Мюллера F ' , и тем самым исследовать условие применимости каждого отдель­
ного преобразования, как принадлежащего к мюллеровскому типу.

Задача (8) приводит к однородным системам уравнений с одинаковой струк­
турой основной матрицы

(А \  4 ) ö n + A i® 21 ^  Аз®з\ ~  о ’
A ' f i w  ~ ^ ( ^ 2 2  ~  Л)̂ 21 ^  ^ 2 3 & 3 1  =  0 ,
А з^П  ^AsQl + (А з  “ 4)^31 = 0 >

( A l  ~  ̂ 2)^12 Л 2^22 A 3Q 2 = ^ >

^ 12^12 (^22 ~  ̂ 2 ) ^ 2 2  -А з@32 =  ^ ’

А з ®\2 ^23^22 (А з  ~  ̂ 2)^32 = ^ ’
(Аи ~Л3)0 13 + Ли 0 23 + А130 33 = 0 ,

A 2Q 3 + (Al2 ~  ^ 3)^23 + -Аз^зз = ^ »

A 3Q 3 ^  ^23^23 + (А з  ~^з)@33 = ^ • (10)

Условием существования решении является равенство нулю определителя ОС-

У "
< г г

овнои матрицы:

det

( А , - Я ) 42

42

43

А з

( A l  -̂ 23

2̂3 (А з~ ^ )

(11)

В явном виде кубическое уравнение для А, имеет вид:
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~ ( 4 і + Л г + А з)  л 2 

+(ЛпА22 + АпА33 + 2̂2-̂ 33 — ̂ 12 — Дз — Дгз) ^

"*”Д  1-^23 "*” '^22-^13 "*"-^33-^12 — Д і Д г Д з  ~  ^ Д г Д з Д з  — ^  • ( ^ )

Каждая из трех систем в (10) содержит только по два независимых уравнения:

(А22 ~ А)^21 -̂ 23̂ 31 = — ’

Д зО л (Дз — Л)^31 = —Дз^П » 

(Д і — ̂ 2 ) ^ 1 2  + ДзРз2 = — Дг^22 > 

Дз^12 (Д з ~ ̂ l)^32 = —Дз^22 ’ 

(Д і — ̂ з)^із A 2Q23 = — Дз^зз > 
Дг^із (^22 — ̂ з)^23 = —Дз^зз •

,< ?
е »

О *

V * *  
г

^  (13)
Очевидно, что каждая подсистема в (13) содержит по одному произвольно­

му параметру. Эти три пока произвольных параметра Оп, 0 22, 0 33 предстоит 
зафиксировать, требуя, чтобы строящаяся таким образом матрица О.. была ор­
тогональной. Для дальнейшего удобно упростить обозначения. Пусть

(А ц ,А 22,А 33) = (Д|,02»^з) > (Д з ’Д з’Д 2 ) — (^р^2’^з) ’ (14)
приведенное выше кубическое уравнения записывается как

Я3 -  (ах + а2 + а3) Я2 + (c/jfl̂  + + а2а3 -  b2 -  b2 -  Ь3) Я

+(яД2 + а2622 + а3Ь32 -  аха2а3 -  2bxb2b3) = 0, (15)
а решения уравнений в (13) представимы в виде (вводим сокращающие обозначения):

С
s S

S '

< $ •

c L = a

Ou>

Ь А  z M S i  - Л )
' 2 1  " П (а2- Л ) ( в 3- Л ) - * 1 2 ° 11'" 21’

О  - о  b 3b \ - b 2 (.a 2 - \ )  = Q  
31 11 /  о w  1 ч l 2  ^ 1 1 Ш 31

(a2 ЛХ^з Л ) і̂

n  - ( 9  __frA ^ ( fl3 4>)__= 0
12 ”  22 г - w 0 4 r 2 W22rril2

(#1 ^Х ^З  ^2 ) Ь2
О22

О32 ~ О22
ЬзЬ2 (flt Я2 ) _

(а1-Я2)(а3-Я 2) - ^ 22 32
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Ч з — ^зз

^23 — ^33

Ь А  ь2 (ß2 )
(öfj — Я3 )(ö3 — Д3 ) —63

b2b3- b l(al - Ä 3)

(«1-Лз)(«2-Лз)-& 32

= 0„ т3 3 " 4 3

= 0 ,,w33 23 • (16)

а33

Потребуем, чтобы строящаяся матрица О была ортогональной. Не диаго­

нальные элементы произведения матриц 0 0  должны обращаться в ноль:

0

О *

ъ

о „ ^22^12 0 33т,з З і 0\\т2\
0  = Опт21 ^22 ^33^23 , 0  = ^22т\2 о 22 ^22ГПЪ2

О* .Oum3l 2̂2̂ *32 ^33 , Ръът\ъ ^ъъЩ.ъ

12 2 1 .  Опш2 j  + 0 22щ 2 + 0 33т13т23

1 3 -3 1 : 0 121т 31 + 0 22шх 2Щ2 + 0 \3щ  3 = 0 , 
*2

22 12 32

\2
3 3 " 4 3  

2
23 32 . ^11^21^31 ^22тЪ2 ^33^23 — ^ ’ 

диагональные элементы произведения 0 0  должны равняться единице:

11: 0 2и +012т 2п +01ът 2и = \ ,

2 2 . Ол \ Wi2\ + 0 22 + 0 33т2Ъ = 1,

(17)

11 21

\2  2

'22 1 ^33"‘23
\2 2 , гл233. Oum3l + 0 22т32 + 0 33 — 1. (18)

Для решения задачи наиболее важными являются уравнения (18) -  они по­

зволяют найти явный вид трех величин 0 \х, 0 22, 0 22; уравнения (17) должны
при этом выполняться тождественно. Нужное решение задается формулами 
(достаточно использовать только положительные корни)

V 4

Оц -  + J —  > 0 22 -  +.1— , 0 „  -  + , /— (19)

А 1 iw *

А = т \ і 1 т23 — 1 + '1ш32шхзшУ2 m3lml3 wi\2m2\ wi23tn32,

w 32i 1
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1  т 1 2 п % з

д , = 1 1
т 2 3

1  т 22 1

1 1 т \ ъ

^ 2  =
т \ х 1 т 2 3

т з \
1 1

1 т 2п 1

А , = т 2 \
1 1

К К
1

= 1 + mj2m23 + mf2mj3 -  т32т23 -  т[ъ -  т{2 ,.2  .„ 2

— 1 + т21ти + ш23шъх т31щ 3 ш2Х ш23,2 __2 2 2

— 1 +  Ш 2\Ш32 +  М \2т з\ Я12\М\2 т Ъ\ ™32 '
.2  .„ 2

0

О *
ъ

Окончательная форма решения выглядит так:

Поскольку любая ортогональная матрица может быть параметризована как:

Оп = \ - М + е ] ) ,  On = - s a i b e 3+ f exe2 , Ol3 = + sinb е2+/е,е3 , 

0 21 = + s in b е3 + fexe2, 0 22 = 1 -  f { e \  + е 2), 0 23 = - s in 6  ех + fe2e.

(20)

’V 2’
0 3l = - s i n Ъ е2 + fexeз , 0 32 = +sin£ ех + fe2e3 , Оъъ = l - f ( e f  +е2) , 

то ее антисимметричная часть:

0 32 - 0 23 = 2 sinb e l9 Ol3 - 0 3l = 2 sinb е2 , 0 2l - Ol2 = 2 sinЪ е3 
позволяет найти выражения для sinZ? и единичного вектора е:

О

о

шяет н;

2 sinb = +^J(032 - 0 23)2 + (Ol3 ~ 0 31)2 + (021- 0 12)2 ,

ел = 032 023
у1(032 -023)2 +(013 -031)2 +(о21 -о12у

0 13 0 31

>1(0.32 ~ Q s ) 2 +  0^13 ~ Q l ) 2 + № l  ~  О п ) 2
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е3 = , ---------2 ? J = 2 l ---------------------- - (21)
V(О32 ~ @23 У + (Різ ~ Ql )2 + (Ql ~ 0\2 )2

В свою очередь след матрицы дает

Sp О = 3 -2 ( l-co s& ) => cos b = ^  ^ —- .  (2 2 )

Эти формулы дают общее решение задачи восстановления параметров ор­
тогонального преобразования, приводящего мюллеровскую квадратичную фор­
му к диагональному виду; уравнения (9) относительно вектора d. решается по 
известным формулам Крамера.

2 . С л у ч а й  в ы р о ж д е н н о й  к в а д р а т и ч н о й  ф о р м ы . Рассмотрим кратко спе­
циальный случай вырожденной квадратичной формы, его необходимо рассмат­
ривать отдельно. Кубическое уравнение (15) с использованием обозначений:

г = ~(ах + а 2+ а 3) , s = аха2 + аха3 + а2а3 - b\  -Ь 2 - Ь3 , 

t = axb2 + a2b2 + a3b3 -  axa2a3 -  2bxb2b3 
перепишем в виде

Ä3+ rÄ 2 +sÄ + t = ( Ä - Ä l) (Ä -A 7) (Ä -A 3 ) = 0 ; 

отмечаем тождества ........................ І'.....................................................

+ ?̂2 + Л3 — —Т , 4 ^ 2  ^ ^ 3  — ^ 4^2^3 — —̂ ‘ (23)
Поскольку определитель матрицы А., равен

і/= ~{axb\  + a2b2 + a3b3 -  аха2а3 -  2bxb2b3) = — t , (24)

<0 *

я, b3 b2

k  a2 bi
b2 bj et,L

det

то произведение трех корней равно

•О **  ^ ^ = d e t ( 4 ) .  (25)
В случае вырожденной квадратичной формы с det А = 0, кубическое уравнение 
упрощается

Я(/12 + гЯ + 5) = 0 ,  (26)
это означает, что, по крайней мере, один корень обращается в ноль.

Детализируем известную процедуру построения корней в общем случае.
Сделав замену переменной А = Я + г /3 , преобразуем уравнение к виду:

1 2 1
А 3 + р А  + q = 0 , p  = s - - r \  q = — r 3- - rs + t >

отметим два простых случая:



60 ВЕСНІК МДУ імя А. А. КУЛЯШОВА № 1 (45) •  2015 •

q = 0, Л3 + рА = 0, Ли з =0 ,± л /-р ;

р  = 0, A3 + q = О, Л,дз = (-? )ю . (28)
Для р и q имеем следующие явные выражения:

р = аха2 + аха3 +а2а3 - b 2 - b 2 - b 2 - ~ (ai + а 2 +азУ » 

д = - (а, + а2 + а,У + 1 (а, + аг + а3) (а,л2 + а,а3 + а2а3 -  6,2 -  if  -  6f) 0

» •

+ ( аД 2 + а2622 + а3Ь3 -  аха2а3 -  2ЬхЪ2Ъъ ],
J o

(29)

Для дискриминанта D:

выполняется тождество

D = (£y+ (3 -)2
3 2

V
(3°)

ел
D = —

4-27
(31)

Если все три корня вещественные, то Z) < 0. Если имеем пару комплексно 
сопряженных корней, то:

1 2 2 2 2 Л , = А  + іВ, Л2 = А - іВ, Я, = С , ü  = — Я2 [ ( а - С ) 2 + Я2]2 > 0 .
27

Приведем явное выражение для дискриминанта через параметры (г, j , 0 :

D = —  s3-----  — s2r2 + - r 3t -  — rst + —t2 .
2 7 ^ 4 - 2 1  27 6 4

(32)

Отмечаем существование трех простых случаев с отрицательным D:

і '

й в .

D = —  
21

s —  г
4

-3 1

< 0 ;

D = (̂-1— f) < 0 \
27 4

г = 0,
1 1 (33)D = —  s3+ - t 2 <0 .

27 4
случае нулевого определителя (det А = -t  =0) выражение (32) для D также 

0  упрощается
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здесь выделяются три простых варианта:

/  A3 = 0 , ,

л
d  = — —  (Я. -Я, )2г 2А } = —

4-27 2 7 .

Aj + Л2 — —т, AjAz = 5 ,

1 2s —  г 
4

< 0 , 

t = 0 ; (35)

I I Л3 — 0, Aj — А2 — А ,

D  =  - - j —  (А1-А 2)2А12А22 = —  
4-27  27

1 25 ---- Г
4

= 0 ,

2 А = - г

III

D  =
21

Л2 = s ,  t = 0 ;

^ з = Л = ^  = о ,

(36)

s -  — r 1 = 0

г = 0 , (37)

Заключение
В развитие формализма Мюллера в поляризационной оптике исследовано 

условие сохранения свойства положительной определенности 4-мерного век­
тора Стокса k<0S

s2o-s2* 0
м

под действием преобразований с помощью матриц Мюллера М  = МаЬ произ­
вольного вида. С использованием пространства 3-мерных векторов поляриза­
ции Pj = S J/So] эешена в общем виде задача о приведении квадратичной фор­
мы Мюллера к диагональному виду

EV _  1 „ '2 . 0 „ '2 . 1 „ '2
F ' ~ \ P \  + ^2Р2 + ̂ Р з  + ^ 'о ^ О .

Структура неравенства позволяет анализировать условие положительной 
определенности квадратичной формы Мюллера F ' , и тем самым исследовать 
условие применимости каждого отдельного преобразования, как принадлежа­
щего к мюллеровскому типу.
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Summary
The conditions o f preserving the positive definiteness of 4-dimensional Stokes vector 

under the action of the transformations of Mueller matrices of arbitrary form are studied. The 
problem ofreducing the quadratic form to a diagonal Muller form is solved in a general form. 
It permits us to analyze the condition ofpositive definiteness ofthe quadratic Muller form and 
thereby investigate the condition of applicability of each individual transformation as belonging 
to Mueller's type.
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