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Известны оценки для количества алгебраических чисел заданной степени и высо
ты, лежащих на интервале (0,1). В работе впервые получены оценки снизу для количе
ства алгебраических чисел на отрезке {к, £+1) при произвольном к.

В последние годы появилось много работ, в которых изучаются распреде
ления алгебраических чисел [1—4], их дискриминантов [5 , 6 ], результантов [7 ], 
а также расстояний между сопряженными алгебраическими числами [3 , 8 ]. 
В этих работах выяснено, что регулярные системы образуют не только алгебра
ические числа в М, С, Qp, но и системы векторов с алгебраическими координа

тами в пространстве М X С X Q p [9,10]. Это позволило получить оценки сни

зу для размерности Хаусдорфа множеств чисел с заданной аппроксимацией ал
гебраическими числами [11], а также установить аналоги теоремы Хинчина 
[13] в случае расходимости ряда [1 2 ].

В данной работе мы покажем, что количество действительных алгебраи
ческих чисел в интервалах единичной убывает с удалением центров этих ин
тервалов от начала координат.

Пусть

Р{%) =  апх п +  а ^ х 71' 1 +  — +  a t x + a 0 

— многочлен с целыми рациональными коэффициентами степени d e g P  =  л и

высоты Н  = Н(Р^ = max0<j<n cij . Определим класс полиномов

^„О ?) =  (Р  Є Z[z] : d e g P  <  п, Я ( Р ) < < ? } ( 1)
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для любого достаточно большого натурального числа Q >  Qo(ri). Далее

Ik — [fc — >  1  -  интервалы единичной длины и / 0  =  [—1 / 2 , 1 / 2 ).

Обозначим через M n(Q, к )  количество действительных алгебраических чисел 

а  Є 1к, являющихся корнями Р  Є Pn (Q).

Теорема 1. Для величины № n(jQ, fc) справедливы неравенства

М п (Q ,0 )> n ~ l 2“ " " 24 Qn+' (2 )

М „ { Q ,k ) ^ n~42~"~24k~2"Q"+', к > \  (3)
Доказательство.
Вначале докажем неравенство (2)

Пусть х  Є / 0  и Р  Є Pn(Q ) с условием 0 <  <  Q, 0 <  j  <  тг, откуда

]Р(х)\ = Iапхп + а ^ х * - 1 + ... + ахх + а0\ < <?(1 + 1 /2  + -  + 1 / ( 2 ”»  < 2Q. (4)
0Поделим интервал [-2Q, 2Q] на интервалы /  длины с ,0  v- Количество та

ких интервалов равно 4 с11(?1+г\  Возьмем полиномы Р Є Pn(Q )  с условием

0 <  a,j <  Q, 0 <  j  <  п. Количество полиномов Р равно (Q +  1)я+1.
Если

4 c ? Q 1+v <  Qn+1 <  №  +  1Г +1, (5)
то, по принципу Дирихле, найдется интервал J, на котором лежит по крайней 
мере две точки Рг (х ), Р2 (х). Очевидно, что

Р {х )  =  р2(х ) -  Рг (х )  Е ТпШ \ Р Ш  <  ClQ - \  (6)

Из неравенства (5) следует, что можно взять v  = п  и  сг =  4, откуда

< £  |Р (х) <  4 Q - ”. (7)
Пусть -  ближайший к х корень полинома Р.
Лемма 1. [5, 15] Справедливы неравенства:

| x - a r 1|< 4 j iß " /,|P '(x ) | \  Р ' ( х ) * 0 , (8 )

|х _ а '1| < 2п*'0~" |Р’(о'1)|~1, P'Cff,) ті 0. (9)

Из (8 ), (9) заключаем, что для существования корня а ± в окрестности точки х 

необходимо к неравенству (7) добавить оценку снизу для |jP/(x ) | —1 или

IР* (% )  I_1. Получить такие оценки при любых х задача очень сложная, однако 

для “большей части” х  Є / 0 это можно сделать на основании следующей лем

мы. Далее цА -  мера Лебега измеримого множества Л с  1 .
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Лемма 2. Обозначим через Ln (Q, <50) множество % Є 10, для которых сис
тема неравенств

\р (х)  |< 4ß -" ,

Р ' { х ) \ < 6 &  (10)

имеет хотя бы одно реш ение в полиномах Р  Є Тогда при ~ < У

ö0 < п  2 71 21 справедлива оценка

fiCn (.Q,ö0) <  1 /4 .  (11)

Доказательство леммы 2. Пусть а г -  ближайший к х корень Р.

Нетрудно доказать, что при |Р '( х ) | >  Q-1 справедливы неравенства

З Г 0 0 І / 4  <  |P '( « i ) l  <  4 |Р '0 Ö I/3 , Л ч  (12)

откуда можно получить, что fiCn (Q, 50)  содержится во множестве решений
системы неравенств

)1 <  4<S0 Q /3 . (13)
( I Р(> 
ІІР 'С«!

Определим интервалы (т(Р) и а ± (Р):

а ( Р )  i \ x - a ±\ <  243~1n<?“n |P , ( a i ) l _1, (14)

Р ) і \х — а х\ <  c2Q~1\Pt , с2 >  0 . (15)
Из (14) и (15) имеем

fjui(P) < 243~1n c2 1Q~n+1fia1(P). (16)

Составим вектор b  =  ( а п, . . . ,а 2). Класс многочленов с одним вектором Ъ обо

значим Pn [Q ,b^. Поделим интервалы ст{ (Р ) ,  Р є  Рп ( ö ^ ) ,  на существенные 

и несущественные. Интервал <7Х(Р ) будем называть существенным, если для 

любого 0 '1 (Р2 ) , І 2 є  Рп ( ö » ^ )»верно неравенство

/^(ffi(Pi) п а Д Р г ) )  <  (17)
Если же существует такой интервал, что

ж  м (о і№ )  п  ffjCPz)) >  2  V ^ i № ) .  ( i s)

то интервал 0 J ( i j )  будем называть несущественным.
Рассмотрим случай существенных интервалов. Из (17) имеем

V - , .

“ < 2 .  (19)
PETnCQ.b)
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Так как количество векторов b при Q > 2п не превосходит 

(2 Q +  I ) ” - 1  <  2n Qn~1, то из (16) и (19) получаем

Y  ^  (ю{Р)  <  2n+*nc;1Q-"+1+n- 1 =  n c j 12"+4 •£ 2~* (20)
В peP n (Q,B)

для с2 >  2п+8п.
В случае несущественных интервалов разложим Р(х)  и Р'(х)  на crt (Р ) в 

ряд Тэйлора и оценим \Р(х)\,  |Р '( х ) | сверху. При этом будем считать, что

<25 / 8 < | P 4 a i ) l < 4 5 0 <?/3. (2 1 )
Имеем:

«

Р М  = ^ т ^ Р ^ Ч а г Х х  -  ъ У ,  Л '

1=1 &  
\P'(a i ) ( x - a O \ < c 2Q \

|2 -1Р"(аі)Сж -  ttj)2! <  2- l n ( n - 1)(1 +  1 /2  +  ••• +  1 /(2 "-2))с |< Г 2<Г5/4

< с 2 < Г 7 ( п - 1 )  (22)
при <2 >  Q0 (n )  Оценка (22) будет справедлива и для остальных слагаемых в 
разложения Р, и поэтому

|Р (х ) | <  2сг0Гх, х Е а ±(Р).  (23)

Для Р' аналогично получим

P'(x)\<4S0Q, x€<Jt ( P) .  (24)

У многочленов Рх и Р2на пересечении <Ji(Pi) П G\Qz)  выполняются неравен

ства (23) и (24). Их разность R (x )  =  Р2 (х) — Р± (х) -  линейный многочлен 

R (x )  =  ах  +  Ь, для которого из (23) и (24) имеем:

^  \ах +  Ъ\ <  4с2<Г1, \а\ <  Sö0Q.
На всем интервале а г (Рх)  верны неравенства:

ІОХ +  Ы < 1 2 c2Q - \  |а | <  SS0Q. (25)
Оценим меру тех X, для которых справедлива система неравенств (25). Первое 
неравенство в (25) верно для х из интервала \х +  Ъ/а\ <  12c2Q~1d~1, длина 

которого не превосходит 2 5c2Q~1a~1. Просуммируем эту оценку по всем Ь,

при которых b/ а  принадлежит / 0. Их количество не более а  +  2 <  2а, а  >  2. 
Оценку для количества а возьмем из (25). Ясно, что можно считать а > 0. Имеем 
оценку
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<  29SqC2’ (26)
a b

Если |P f ( # i) l  <  Q5^6,то из [14] следует, что мера решений системы неравенств

с таким условием не превосходит 1 /8  д л я  Q >  Q0(n ). Выберем в (26)

50 =  2~13с ^  и с2 =  п2п+8, тогда ö0 =  n _12_n“21. Получили (11). Лемма 2 
доказана.

Из леммы 2  имеем, что на множестве = I0/ L n (Q ,ö0)  при 

ö0 = п ~ г 2~п~21 с мерой ц В 1 > 3 / 4  выполняется система неравенств

( \Р (х )\ <  4
1 |Р '(У )1 >  n " 12~n~21Q. ^

Воспользуемся леммой 1 и установим оценку

\х -  а, I < л2"+23 Ö“"“1. (28)

Около каждой точки х  Є Вг интервал (28) можно найти алгебраическое число.

Пусть t -  количество интервалов вида (28). Тогда tn 2 n + 2 3  Q _ n _ 1  >  3 /4 ,  откуда

t  >  тГ12~п~24 Qn+1, (29)
что и доказывает оценку (2 ) в теореме.

/ у к *
Докажем теперь неравенство (3)
Если % Є Ik , k >  1 ,то

\Р (х )\ < Q (k n +  к 11' 1 +  -  +  к  +  1 ) <  2n k nQ. (30)
Воспользуемся принципом Дирихле, как в (5)-(7), и получим из (30) в каждой 
точке X Є 1к оценку

\Р (х )\ <  4nfcnQ _n. (31)

Как и в (13) заменим оценку \Р '(х ) \ < S0Q на оценку |P '( « i ) l  <  4<50  Q /3 .

Лемма 3. Обозначим через Sn ([Q, Sq)  множество х  Є /^, для которых сис
тема неравенств

( | Р ' ( М < 4 5 0 (3 /3  С32)

имеет хотя бы одно реш ение в полиномах Р  Є Тогда при

öQ < n ~ 2k~n 2~n~z l справедлива оценка

S0)  ^  1 /4 .

Доказательство леммы 3. Определим интервалы о 2(Р) и <7 3 (Р ):

а2{Р) : \ х - а г \ <  2 3n 2k nQ -n \P, ( a 1)\~ 1, (33)
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(Р ) і ї х - а  ї ї  <  c3Q 1\Р'(а1) \ - 1, с 3 >  0, (34)

зафиксируем вектор Ъ =  ( а п, а 2) и класс Уп(ф ,Ь ). Поделим интервалы

<73 (Р ) на существенные и несущественные как в (17)—(18).
Рассмотрим случай существенных интервалов. Из (18), (33) и (34) имеем

T.bZpEPn(Q.b)№ г (р ) < Z b Z Pey„« ,b )8 n 2k nC3l Q~ln+ lfKT3(P) <

<  E s 2 4n 2k nc ; 1Q~n+1< 2п**п2к пСз1. (35)

“ ■

|Р ( х ) | <  2 с 3 0 -1 , |Я '(ж )| <  4 S0Q.

Разность многочленов Р20 0  — Рг (х), Рг ,Р2 Є Tn{Q ,b ), есть линейный мно

гочлен ах  +  b  и

Iах  +  Ь\ <  4 c3Q г, \а\ <  8 S0Q (36)
на пересечении оъ(Рг )  П <т3 (Р2). На всем интервале <т3 (Рг ) верно

|а х  +  Ь| <  1 2 c 3 Q_1, |а |  <  850<?. (3 7 )
Сумма мер решений неравенств (37) не превосходит, как и в (26), величины

2 % с 3^ ч (38)

Опять, если IP 'fofi)! <  Q s^& заключаем из [14], что мера х  Є 1к, для которых 

неравенство (32) выполняется в полиномах Р  Є Pn( f f )  не превосходит 1/8.

В случае несущественных интервалов для х  Є <73 (Р ) получаем оценки, ана
логичные (23) и (24) при достаточно большом Q:

Получим, что
Выберем в (35) число с3 =  2 n+8 n 2 а в (38) -  число 60 = п ~ 2к~п 2~п~21.

ßSn (Q ,S0) <  1 /4 .
Лемма 3 доказана.

Из леммы 3 следует, что на множестве В2 = Ik \S n (Q,<50} с мерой 

ß B 2 > 3 / 4  выполняется система неравенств

/4?
J  г Ірименим к неравенству (39) лемму 1 для х г Е В2. Получим

\х х — а г I <  2n+2 3 n 4 fc2n@- ”-1 . (40)

Интервалы вида (40) покрывают множество В 2• Обозначим через t ± их количе 
ство. Тогда

>  3 /4

Ч ВЫ

Г, ,
\Р (х )\< 4 п к "0 Г п ,

P ' ( x ) \ > n 2 k - n 2 - n - 2 l Q .  ( 3 9 )
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и

t x >  2 ~n ~ 24n ~ 4 k ~ 2 n Q n+1 .

Сравним эту оценку с оценкой (29). Она в п2к2п раз меньше.
Этим завершено доказательство теоремы 1.
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Summary
There exist known estimates for the number of algebraic numbers of given degrees and heights 

lying in the interval [0,1). In this paper we present first known estimates of this type for the intervals 
[k,k+l) with an arbitrary k.


