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О СУЩЕСТВОВАНИИ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ 
И НЕТОПОЛОГИЧЕСКИХ СОЛИТОНОВ УРАВНЕНИЙ 

ШРЕДИНГЕРА С ПОТЕНЦИАЛОМ БОМА 
И СТЕПЕННЫМИ ЗАКОНАМИ НЕЛИНЕЙНОСТИ

С. В. Жесткое
доктор физико-математических наук, профессор
МГУ имени А. А. Кулешова, г. Могилев, РБ

В [1] на основе полу-обратного вариационного принципа исследованы солитонные ре
шения возмущенного резонансного нелинейного уравнения Шредингера с полной нелинейнос
тью, включая потенциал Бома. Специфика этого подхода заключается в том, что пара
метры солитона определяются из вариационного принципа, а не прямой подстановкой анза- 
ца в исходное уравнение. Поэтому остается открытым вопрос о сравнительном анализе 
результатов, полученных на основе вариационного принципа [1] и известных методов пост
роения солитонныхрешений [2]. В связи с этим обстоятельством представляют интерес 
математические модели с потенциалом Бома, допускающие точные солитонные решения.

Цель работы -  построение топологических и нетопологических солитонов, ука
занных в заглавии уравнений, на основе результатов работ [3-7].

I. Уравнение Шредингера с потенциалом Бома и степенными закона
ми нелинейности и затухания

1. Рассмотрим нелинейное уравнение Шредингера (НУШ)

іщ + ci\Uxx + 02,u\2mu = i
\и\Ixt

\ и \

т >  0 > (1 )

где ах, а5 -  произвольные действительные числа. Солитонное решение урав
нения (1 ) строится в виде

u(t, х) = I(t, х) ехр(/7]), Tj = kx + cot + ф , (2 )

где I(t, х) -  неизвестная гладкая неотрицательная функция, к, со -  параметры 
солитона. Подставляя (2) в (1), найдем

і[ і,  + Ш ] + а, [ / „  +  2 ik lx -  к2! ] + a2I lm+l = г[о3/  + e 4 / 2m+1 + а5/ та] .

Из последнего уравнения получим:

Im : I t + 2a \k lx = a^I + a ^ I2m+  ̂+ a5I

R e: -c o l + a i l ^  - щ к 21 + а2 І 2т+  ̂ = 0.
(3)
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Система (3) является определяющей системой уравнений относительно
неизвестной функции I(t, х ) , т.е. справедлива

Теорема 1 .Для того чтобы уравнение (1) имело решение (2) необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялись соотношения (3).

Для решения системы (3) представим I ( t ,x )  в виде

I(U x)  = / ( £ ) ,  % = a x - v t  + y / , (4)
где у -  скорость солитона, а , у/ -  действительные числа. Тогда подставляя (4) 
в (3), найдем:

( -  V + 2ахак)П Л ) = < * №  + e 4 / 2 m + 1  ( й  + « 2 « s / " ( l ) ,  ^

а \а ^ Г (S ) (£)  + Я2 / 2 т + 1  (4) = 0 . (5)

Предположим, ЧТО

V = 2 а \ак . (6)
Тогда система (5) преобразуется к виду:

Я3/ ( й  + « 4 / 2т+1(£) + а 2 а 5/ ’(£) = 0

«1 а 1 Г (S) -  [со + ахк 2 ] f(4 )  + a2f 2m+X (£) =  0 .

(7)

(8)
Известно [5], что уравнения (7), (8 ) допускают решения в форме нетополо- 

гичского солитона, т. е.

f(.4) = Ach~ **{£,), //>0, (9)

где А -  амлитуда солитона /л -  неизвестный параметр. Подставляя (9 ) в (7 ), 
найдем

a3ch2(  + a4Almch~2mfl+2 ( f )  + asa 2\ ц (ц  +1 )sh2?  -  nch2f \  = 0. (10)

&  1Из анализа уравнения (10) следует, что /л = — .В  этом случае в силу ли
ти

нейной независимости экспонент, найдем

a3 + a5a 2ß 2 =0, А 2т = (ß  + ju2) - ^ - > 0 .  (11)
O s> v ; ß4 e 4

Подставляя (9) в (8 ) при ^  = — , получим
т

аха 2 - ц ( ц  + 1̂ ] -(со  + ахк 2 ) ch2f  + а2А 2т = 0 . ( 1 2 )

Из уравнения (12) следует, что
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И з(11)и(13) вытекает важное соотношение

«104=02^5’ О 4)
выполнение которого обеспечивает существование нетопологического солито
на (2), (9). Таким образом, справедлива

Теорема 2. Пусть выполнены соотношения (6), (11), (13), (14) и // = — .
т

Тогда уравнение (1) имеет решение в виде нетопологического солитона

u (t,x )  = Ach~M(^)Qxp(iT] ) . (15)
Отметим, что соотношения (11), (13), (14) являются законами распространения со
литона (15) и связывают параметры солитона с коэффициентами уравнения (1).

2. При т — 1 система уравнений (7), (8 ) принимает вид:

а3№  + а4/ \ { )  + а5а 2Г ( &  = 0 ,  (16)

а \ а 2 Г  (Л) -  (в + axk2]f(4)  + а2/ 3 (£) = 0 • 0  7>
В этом случае она допускает топологический солитон в виде кинка

т  = А Щ ,  £ > 0 ,  (18)
где А > 0 -  неизвестный параметр. Подставляя (18) в (16), (17), найдем

а з = 2 а 2а5, А -  - < 0 ,  (19)

(20)co + aik2 = - 2 aia 2, о .
У а2 а2

Из (19), (20) также следует соотношение (14), которое обеспечивает существо
вание и топологических солитонов.

Таким образом, справедлива
Теорема 3. Пусть выполнены соотношения (6), (19), (20), т= 1. Тогда урав

нение (1) имеет решение вида
u(t, х) = Ath% ехр({ 77), £ > 0 .

II. О существовании топологических солитонов НУШ с потенциалом 
Бома и нелинейным членом, содержащим первую производную

А Г
Аналитическое моделирование уравнений Шредингера позволяет постро

ить и исследовать новые классы нелинейных уравнений, допускающих соли
тонные решения. При этом используется дробно-рациональная форма солито
нов, которая позволяет получить законы их распространения. Они представля
ют собой нелинейные алгебраические соотношения, связывающие параметры 
солитона с коэффициентами исходного уравнения.
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Рассмотрим нелинейное уравнение Шредингера (НУШ) вида

■ і , I \^т •iut + а\ихх + а2 \и\ и = і І |2 /и XX
а ^ и  +  а М  и  +  а ^ и — г у - + а6 Г \\и\х (21^

\ и \  х

С произвольными действительными коэффициентами ÖJ, « 6  • В отличие от (1) 
уравнение (2 1 ) содержит нелинейный член

и  I I

fl6 n r L >  
\ и \  х

ных

$
который обеспечивает существование кинковых волновых решений, отличнь: 
от классических (18). Решение уравнения (21) строится в виде (2). Подставляя 
(2 ) в (2 1 ), найдем

Im : It + 2 axklx = a3I  + a4I 2m+l + а5 / ^ ,  

R e: -  й)І + а і і ^  -  axkAI  + a2I zm+l = a6Ix.
(22)

Система (22) является определяющей системой уравнений относительно неиз
вестной функции I ( t , X). Ее решение строится в виде

i ( t , x ) = m = ( Ä 0 +Älth ^ y i i м > о ,

где ^ ) > 0 ,Ло >|Я1 | , / / > 0  -  неизвестные параметры кинка.

(23)

Предположим, что

Äq = Я[ = Я, а  = 1, М = — ' т
(24)

Тогда подставляя (23) в (22), найдем

J < o ,

2 / 2 Ч
v  =  2 a l k - 2 a 5 ( \  +  2 j u ) ,  о )  +  а хк  =  - 4 й Ц / Г  + / / J .

(25)

0

« З  =  4 a 5 / ' 0  +  М ) >  « 6  =  2 a l  ( l  +  2 ß ) -

Таким образом, справедлива
Теорема 4. Пусть выполнены условия (24), (25). Тогда уравнение (21) име

ет кинковое волновое решение вида

u ( t , х )  = (1 + t h ^  ехр(/77).
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Отметим, что из (25) также вытекает соотношение (14)

а\а4 = «2 ^ 5  •

III. Уравнение Шредингера с потенциалом Бома и законом нелинейно
сти удвоенной степени. Существование нетопологических солитонов

Известно [8 ], что закон нелинейности удвоенной степени является одним 
из важных законов, описывающих механизм баланса между нелинейными и 
дисперсионными членами, который обеспечивает существование солитонов. 
Рассмотрим НУШ вида

• , , I |2/я , і |4т .ш( + а\ ихх + #2 \и\ и + аЪ М u = l , I |2m , і і4/и ,а^и + а \̂и\ и + а \̂и\ u + aju т >'

__ _____________________________________________________

ится в виде (2). Подставляя (2) в (26), получим следующие определяющие урав
нения:

Im : I, + 2 axklx = а41 + a5I 2m+l + а6І Лт+1 + a7Ixx,

R e: - ( (о + щ к 2 ^ + a 2 -f2 m + 1  + а з / 4 т + 1  = 0.  ̂ ^

Решение системы (27) строится в виде (4). Подставляя (4) в (27), найдем

( -  V + 2 сцка)Г(4) = + Я 5/2т+1(£) + Я б /4т+1 (4) + «7 cc2f \ 4 \

- { а  + сцк2 j / (4) + аха 2 Г  (4) + a2f 2m+l (4) + a3/ 4m+1 (4) = 0. (28>

Система (28) представляет собой систему двух уравнений относительно 
неизвестной функции / ( £ ) .  Если положить, что

V = 2 щ а к , (29)
то из (28) получим систему определяющих уравнений для нетопологических 
солитонов:

« 4 / ( 0  + «5/ 2 и + 1  (4 )+ а6Ґ т+\ 4 ) + «7 a 2 f \ 4 )  = 0,

< 4 ^  -(co + aik2 ) f (4 )+a2f 2m+1(4) + a3f 4m+\ 4 )  + ai a 2f"(4) = 0. (30> 

Решение системы (30) строится в виде [9]
г , 

f ( 4 )  = [ h + h ex? 4 + h ^ v ( - 4 ) ]  м > - (3 I)2т

где Äq > 0, Х\ > 0, Х2 > 0 -неизвестные параметры солитона. Подставляя (31) 
в первое уравнение системы (30), получаем следующие соотношения:
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=

а 2а7

а4
{ а 7

<0

2
95

л 0 = а5
a ^ a 7 (fi + 2ju2 ^

El
{ а7

>0 (32)

______ * +  - ? * -  + _______ - ______
« 7  (// + 2// j a  « 7  а^а7 \фі + 2іи2 ^

аАа5
а

> 0 .

Аналогично, используя второе уравнение системы (30), находим

2  _  (О + аік '
М = > 0 , Яо = ?2

(

а  а\ а Аа ^ л  + 2 / ? )  Уа2

2('+м)

« 1

ЯіЯ2  =
4 а 2 ai (и + yU2 )

«3 + а 2 '
a 2 + іу

. .

>0. :
<г>

>) гJ ^
(33)

Сравнивая соотношения (32), (33), приходим к важным зависимостям для 
коэффициентов уравнения (26):

ахаА 2 с о - — — , а\а$
а7

= а2а7,

а7
a 2 a i//( 2 // + l)

= « і
а1Сц+0 ,

a 2 a 7 //(2 // + l ) 2

(34)

Таким образом, на основании изложенного устанавливаем следующий ре
зультат.

Теорема 5. Пусть выполнены условия (29), (32)-(34). Тогда уравнение (26) 
имеет нетопологический солитон вида

t , x )  = [Aq + Я] е х р | + 12 ехр(-£)] ^ exp(irj) ■

TV. О существовании топологических солитонов НУШ с потенциалом 
Бома и законом нелинейности удвоенной степени

О о
Мг 

зывает,
атематический анализ баланса нелинейных и дисперсионных членов пока- 
что существование топологических солитонов возможно для уравнения
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которое отличается от уравнения (26) нелинейным членом

и і і
а% п  Н г ■\и\ х

Решение уравнения (35) строится в виде (2). Подставляя (2) в (35), получим 
следующие определяющие уравнения:

Im: I t +2a\k lx = a^I + a5I 2m+l + a6I 4m+1 + a 71

l  \  (3 6 ) 
R e: -{<D + a1k 2 )l + a lI x x + a2I 2m+1+ a3I 4m +l= a s I x .

Решение системы (36) строится в виде (4). Подставляя (4) в (36), находим 

( -  V +  2  a xk a ) f ' { 4 )  =  в 4 / ( й  +  а 5 / 2 ш + 1 ( # )  +  a 6 f 4m+1  ( &  +  а п а 2 / " ( £ ) ,

(3 7)
aia 2f \ 4 ) - (ю + а \к 2 ) т  + a2f 2m+l (£) + a3f 4m+l (£) = а ^ а / Ш  

В отличие от (30) система (37) содержит первые и вторые производные неизвест
ной функции f  (£ ). Поэтому ее решение строится в виде (23), т. е.

f (g )  = % + h th4 Y ,  ß = ^  <38)

где Äq > 0, Äq > \Л \\. Подставляя (38) в первое и второе уравнения системы (37), 

находим соответственно:
tP 4

th° ^ : a -ja 1 /л(/л - 1  )Я2 + (v -  2а\ка)іиЯ$Л\ + + a$ÄQ +  = 0 ,

th2^ — 2/і2 Я2 QqoP" — — 2ахксс^+сі̂ А^ +3ÄqÄ2cî  + 6 —0, (39)

ґй3£ : 2jUÄQÄiaja2 - /л^{у-2а \ка)+ ^а^ + 4 Ä q =0, 

th4^: (і/ 2 + +а^Я\ = 0,

th®%: /л{/л - 1  )aja2Äi -  ajuA,QÄ\a% -  (ш + a\k2 = 0 ,

th£ : —2 ц?и§А\а\(х2 — осцА^а  ̂— {со + а\к2^ÄqÄi +3AqÄ\ci2 + 4ДфЯіаз = 0 ,

th2J; : — 2/і2 Я2 ci\ci2 +/лА§А\(ш% — |й? + щк^^Л2 +ЗЯоЯ2 # 2  + бЛ^Я2 0 3  = 0, (40)

th^£ 2/iAqAi<2iC(2 + fiA^ccüg + ^~4AqÄi <22 = 0 5
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Анализ разрешимости системы (39), (40) устанавливает существование то
пологических солитонов вида (38), т. е. справедлива следующая

Теорема 6  .Для того чтобы система (37) имела решение вида (38) необхо
димо и достаточно, чтобы выполнялись соотношения (39), (40).

Исследуем эти соотношения. Для этого положим, что Äq = Х\ = Я > 0. Тогда 
из (39) найдем

A2=-«2L 2+/iK  ^ < 0,
Ч  а6

а5Л = 2^i(2^i + l)a7a 2 + f.г { у - 2 а \к а ), (41)

# 4  = - 2 ju ( v - 2 a ik a ) - 4 / j2a j a 2 ■
Остальные уравнения системы (39) превращаются в тождества. Из (40) получаем

Я2  = - а 2 {и2 + / / ) ^ Ц  —  < 0 ,
v 'а 3 аъ

l o  \ і  я2Я = \4// + 2 /и р \а  -  а/ла%, (42)

(со + а \к 2 ^= 4 /л2а ^а2 -  2а/ла% •
Остальные уравнения системы (40) превращаются в тождества. Из (41), (42) 
находим х < г г

а 1 а \— = —  или a^aq = а\а^ .
«6 аъ

Остальные четыре уравнения системы (41), (42) представляют собой линей

ную алгебраическую систему относительно восьми коэффициентов а\ , <*% . По
этому система (41), (42) имеет бесконечное множество решений. Из проведен
ного анализа вытекает

Теорема 7. Пусть выполнены условия (41), (42). Тогда уравнение (35) име
ет топологический солитон

u(t,x) = Ä^Q. + t h ^  Qxp(ir/), ц=-^— .
2m

У. Уравнение Шредннгера с потенциалом Бома и законом нелинейнос
ти утроенной степени. Существование нетопологических солитонов

Закон утроенной степени нелинейности [8 ] требует, чтобы уравнение Шре- 
дингера содержало дисперсионные члены высших порядков и нелинейные чле
ны более сложной структуры, чем потенциал Бома. Такому требованию удов
летворяет уравнение вида
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./ \ I |2т і \4т \ \6т
i \ u t + c i\ U x  -\-а 2 й х х х ) + а ў і хх + c i^ u xxxx +  « 5  «  u  +  a^\u\ u  +  a j\ u \  u  =

(43)
\ u \

й\' 'лл '■ \u\ vvvv
=  l

І |2/w . І |4/и , і 16m M і і W і
0 8 W + 0 9 [m| м + ДюМ м + яц|м| м + 0 12п1м1 + a\3T~\\u\

с произвольными действительными коэффициентами # 1 3  Решение урав
нения (43) строится в виде (2). Подставляя (2) в (43), находим

і [I, + icol]+ io, [Ix + ikl]+ ю2 + 3 ikl„ -3  кг1х -  f*3/]  + а3 [ / „  + 2 ікІх -  і 2/ ]  +

+ а 4 + 4 ^ x 1, -  6 £2/„  -  4ікгІх + і 4/ ]  + a, / 2" +1 + a6/ 4m+1 + а11Ьт*' = ^ 4)

= ;[<%/+V 2m+1 +«,o/ 4m+1 + a , / ' ”+1 + % '„ + % 4 Л

Отделяя мнимую и действительную части, из (44) получаем:
2 #  з

I m : I t + d \ I x + й2ІXXX ~ 'Ьк а 2^х +  +  ^а 4^ххх ~ ^а4к І х =

\  ^  (45)
= а%1 + а9І 2т+1 + аі0І 4т+1 + а п І вт+1 + а\2Іхх+ а ІЗІхххх>

3 2
Re: - с о ї -к а \І -7 > к а 2 Іх х + а 2к  ̂+  аз^ х х ~ а 3^ I  + а 4^хххх~

- 6 а 4к2Іхх + а/ік4І + а 5І 2т+1 + а 6І 4т+1 + а 1І 6т+' =0. ^

Система (45), (46) является определяющей системой уравнений для нето
пологических солитонов. Для ее исследования предположим, что

7(/,х) = / ( £ ) ,  Z = coc-vt + y/ . (47)
Подставляя (47) в (45), (46), находим:

(- V + а\а -  Зк^аіос + 2ка^а -  4 а ^ а ) / '(£) + (а2а 3 + ̂ а4к<^ =

= a12a 2 / ’(f) + 013 а 4/" ( # )  + o g /( |)  + я9/ 2га+| ( f ) + а10/ 4т+| ( |)  + о, 1/ 6 и + 1  ( |) , 

(-ü>-äoi + й 2 ^ -а ^ к 2 +а4^4]/(^) + (-ЗАа2 а 2  + яз« 2 - 6 а4 ^ 2 а 2)/'*(^) +

+ а4 а 4/" ( # )  + 05/ 2m +1 (#)'+ ‘>б/4И+1« )  + “1 / 6m+l« )  = О-

Потребуем, чтобы выполнялись следующие соотношения:

Ü2 +  4 а ^ к  =  0 , v  =  a \C t- ' .

Тогда система (48) принимает вид

9 ^Ü2 + 4а^к = 0, v = a \ a - 3 k  а2Сс-\-2ка2,а-Аа^к а • (49)
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о8/(# ) + 0 9 / 2m +1 (I) + «,0/ 4m+1« )  + «1 і / 6И+'(І) + <42 я2/ ' « )  + oi3a 4/" ( l )  = О, 

ЙА£) + o j /2m+1 (f ) + о6/ 4”+,( |)  + o7/ 6m+1(f) + a 2Rf\4)  + a4« 4/" ( f  ) = 0, (50)
1 7  4 2+а2* -Дз* +^4 * , R = -3kü2+a3 -6a4k .

Решение системы (50) строится в виде:

Л £ )  = ІА)+ ехР £ + я 2 е х р (-^ )]“ -“ , / / = — > (5 |)
2т

где Л$ > О, Х\ > О, Я2 > 0 -  неизвестные параметры солитона. Подставляя (51)
в систему (50) и приравнивая к нулю коэффициенты при одинаковых степенях 
экспонент, находим

as + a 2ju2al2 + a 4(l4 - 6 / 3 +112 - ц]ахъ = 0 > Ж *

4^flg + а9 + (2 /2 -  3//)а12 + ягЧ ( - 6 /3 + 14/2 -3 / / )  а13 = О

(б% + 4 \ ^ ) а8 + Ъ^а9 + а10 + а 2 [%12 -  ц (з% + 4 / ^ ) ]  я12 +

+ а 4 [ - 4 14\ Л 2 + 3 /2 ( 4 ^ 2  + ̂ ) + 4 /2^ -  И (М) + 4Л Л )] «із = °>

^4/^ + 12Я0Я1Л2^а8 + 3 ^  + ЗЯ1Л2^а9 + 2 Q̂Üf10 + ö n + tf2 [—2 / 2ДоАЛ -

( ^  + ) ]  a i2 + аА + і — р  (А) + ) J 0 і з = о»

+0 -2 Г/ 2 ( - 2 ^ 4  - 2 ^ 4 ) - А '( б ^ Л Д 2 + 6 ^ 4 ) ] « 1 2  + « 4 [б / 4 4 4  + 1 2 / 3/ f 4  + 

+ 3 / 2 + 6 ^ 4  ) + 4 / 2 ( - 2 4 Д Л  -  2 /? 4  ) -  /2  ( б ^  + 6 ^ 4  )]  в13 = 0 ,
J K  V

Q + a 2ß 2R + a 4 ( l4 - 6 1 3+ l l 2 - ß ) a 4 =0,

4/ioß + а5 + a 2 (2 / 2 -  3//) + ( - 6 /3 +14 /2 -  3//) = 0 ,(52)

б (б /^  + 4 \ А 2} + ЪА<)а5 + а 6 + я 2 |у 2/^ -  +4Я1Я2^7?
&

+СҐ̂  [̂ —4 ^ ^ 2  ( А) 4 А '^2 ) 4 -̂ 2 '^  — № ( 3 А) 4 А / ^2 ) J «4 = ^
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q {̂4Aq + 1 2 AqA^ 2  )+ З0 5  ̂ Яд + ЗЯЙ2 )+ 2ÄQüß + üj + cc 2 / 2 Я0 Я1Я2

— /і(яд + 9ÄqÄ\Ä2 )]+ cc^a^ [(6 / 3  +IO / 2  )Я()ЯіЯ2  — / (̂Яф + 9 ЯоЯ^Я2 ] = 0 ,

Q (A  + +6/tf/% ) + « 5  (/$ + 6 Л0Я1Я2 j + ö6 + 2 / ^  j + üjJq +

+a2R [ / 2 ( - 2 ^ Л Л  -  ) -f* (M U  A  + )]  + * 4  [ 6 / 4^ ^  + 1 +

+ 3/ 2 ( 2 ^ Я г  + 6 ^ )  + 4 / 2 (-24V *2 -  + # § ) ]  = 0,

где

I2 = K m + 1). / 3  = м(м + 1 )0  + 2), / 4  =ft(M + 1)(/' + 2)(// + 3).
Таким образом, совместность системы (52) обеспечивает существование 

нетопологических солитонов уравнения (43).
Предположим, что Яд, Я і, Я2  произвольные фиксированные положитель

ные числа. Тогда система (52) превратится в линейную алгебраическую систе
му десяти уравнений относительно коэффициентов ÖJ, ÖJ3 , к которой следует 
добавить уравнение из (49) #2 = ^ • Такая система имеет бесконечно
много решений.

Теорема 8 . Пусть выполнены условия (49), (52). Тогда по заданным поло-

Л

жителъным числам Xq, , Я^ можно подобрать коэффициенты а \, так> 

чтобы уравнение (43) имело решение вида (2), (51).

VI. О существовании топологических солитонов НУШ с потенциалом 
Бома и законом нелинейности утроенной степени

Известно [6 ], что топологические солитоны отличаются от нетопологичес
ких солитонов своей структурой и поведением на бесконечности. С математи
ческой точки зрения мы связываем с ними анзац вида

/ ( Я  = (4O + W A  V > ° -
При этом оказывается, что соответствующее НУШ имеет более простую струк
туру нелинейных членов чем уравнение (43). Баланс между нелинейными и 
дисперсионными членами обеспечивается наличием производных третьего 
порядка. Такому требованию отвечает уравнение

а\их а2иххх)^таЪ^хх ^4иххх 0 5 ІН w + c?()|w| U + U j|w| u +
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с произвольными действительными коэффициентами ct\ , «і і , М , N . Решение 
уравнения (53) строится в виде (2). Подставляя (2) в (53), находим

і [/, + н у / ]  + iax [lx + ik l] + ia2 IXXX + 3ік і^ -  Зк21х -  ік3І J + аъ + 2 ікІх -  к2І  +

= i[asI+ a9I 2m"  +й10/ 4т+1 +auI 6m*' + NI„].

Отделяя мнимую и действительную части, из (54) получаем:

2  3 ^
I m : I t + a \ I x + сі21XXX ~ Зк a2^x + ^a3 ^ x + ^a A^xx ~ a 4^

= a $ l + a g l + « io  I  + «11^ + NIxx>

3 2 (55)R e : - c o l -  a \k l -  3 0.2k l  xx + Ü2 к I  + a ^ Ixx -  к  a ^ I  + a4I xxx -

- 3 a 4k 2I x + a5I 2m+1 + a6I 4m+i + a7I 6m+l + M IX = 0 .

Система (55) является определяющей системой уравнений для топологических 
солитонов. Ее решение строится в виде (47).

Подставляя(47) в (55), находим:

( -v+ а\<х- Зк2а2а  + 2а3ксс)/'(%)+ (за4ка2 - Na2)f"(£) + а2а ъ f m(£) =

= (a4A3 + a8}/-«) + a9/ 2'"+1( l ) + a io /4m+1« ) + « u / 6'"+1(« ,

[м-Ъа4к2У '(# )  + (°3 - 3 а2к)а2Г ^ ) + а 4а 3Г (4 )+  (56)

+ { -a - a lk + a2k i - k 2a3] f(O  + a5f 2m+\ 4 )  + a6f 4m+l^ )  + a7f 6m+\ 4 )  = 0. 

Предположим, что выполнены следующие соотношения:

V = а^а - З к 2й2сх + 2а3к а , 3a4k  = N , М  = 3а4к 2 , = За2£ • (57)
Тогда система (56) примет вид

«2 « 3 / ”( l)  = («4 * 3 + « 8  ) т  + «9 / 2 m + 1 (I) + « ю /4т+1« )  + «и / б т + 1  (#). (58) 

a4a 3/ ' ( f  ) = (®■+ О]* ■- «2*3 +к2а3 ]f(4) - “5f 2m+l (#) -  о6/ 4т+1 (£) -  a7/ 6m+1 (f).(59) 
Таким образом, искомая волновая функция / ( £ )  должна удовлетворять 

уравнениям (58), (59). В качестве решения возьмем следующий анзац:

№  =  ^  ( # )  =  ( Л о + ЯХЛ 4 ) 2т , (6 0 )
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(61)

где ÄQ > 0, Äq > I Ai I. Тогда, подставляя (60) в (58), найдем

а2а 3 [ /3 (F’( f ) f  + 312F(f)F'({)F"(f) + UF2( f  )F"(?)] =

= [а,къ + а, ) F3 ( f ) + a9F 4 ( f ) + a10F 5 ( f ) + anF 6 ( f ),

І 2 = м ( м - 1). h  =  K p  -  *)(<“  -  2 ) .  M =  ^ - .
2 m

Из (61), приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях thi;, получим

th5 (<J): -а2Сс3(бІ2 + 12//)Яо = А̂  («ю + 6an Ao), 

tfj4 ( f ) : a 2 a 3 [ з / 3/ f  + 1 2 / 2^  - 2 / / ( з ^  - 4 ^ ) ]  = я9Л* + 5 ^ 0 ^  +15ап^ ,  

, h \ { ) : * 2 а 3 ( Ш 2 + 1 6 ^  =  («4 * 3 +  <% >, + 4 « 9 V .  + 1 0 « 10^ ^ ,  + 2 0  

th2( f  ) :  а2а 3 Г- 3 /3/ f  - 6 /2̂  - 2 / / (yf - 4 ^  )~| = 3 (аАкъ + я8) AqA{ +
(6 2 )

+ бйд/^Л^ + 1 O f l f j ^  ̂ ^ 1  1'^oA '

th (% ) ! — CI2C ( б / 2 +  4 //)A q A i =  з(#4& ^ +  flfg j^Q 4 ^ 9 /lo  +  5ö?io^O ^ 1 1 ^  ’

t h ® СІ2а ^{^З^Л H- ) ^ 0  + ^ 9 ^ )  "^^Ю^О "^0 Г1 1 '^ 0  '
Аналогично, подставляя (60) в (59) и приравнивая коэффициенты при оди

наковых степенях /(% ), находим:

^сі^сс^ ( / 3  + 6 / 2  + 6 //)  = 5
i V
й^сс^ (б / 2  + 1 2 //)Ло = Я3 + 6 0 7 ^ ) )  5

a4tr3 [ з / 3̂  + 12 /2 ^ - 2 р ( ъ %  -4 / l f )] = - ( а 5̂  +5а6Ло^ + 15а7/^ 4 ) ,

сі^а  ̂(1 2 / 7  +16//)л^) = НЛ\ — 4o$AqÄ\ — 1 Aj — 20#7-ДфЛі > (63)

а^ 3 Г-3/j /f  - 6 / 2/^ -4 /^ )]  = ЗЯД,Л, - 6 а5̂ /), -10а 64 Д  -15а7̂ ,
ду**'

— 0 4 0 ^  (6 / 2  + 4//)AqAj = 3HÄq — Aü^Xq — SflgAo — 6ü jÄq , 

a4a 3 ( / 3  Aj — 2//AqAj j= HAq — # 5  A(j — — Я7  Aq >
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Таким образом, справедлива
Теорема 9. Для того чтобы система (58), (59) имела решение вида (60) 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись соотношения (62), (63).

Изучим эти соотношения. Для этого положим, что Äq = Л\ = Л>  0 . Тогда 
соотношения (62), (63) принимают вид:

02*23 (^3 -  2 /0  -  (^4^3 + а8 )+ а9Л + а Ю^2 + а\ \ $  5

й?2 ^ 3 (З-̂ З I 2 / 2  2 / 0  = а9^  + 15öj jA3 j

— £z2 ct3 (6 / 2  + 1 2 //)  = Q \o ? ?  +  ^А3 s

0 4 а 3 ( / 3  - 2 / 0  = Н - а ^ Л - а ^ Л 2 -а у Л 3,

0 4 # 3 (З/ 3  1 2 / 2  + 2 //)  = —(0 5 А + + 1  5 0 7 А3 j?

0 4 а 3 (6 / 2  + 12 //) = Л2 (а6 + 6а7Л),

а4а 3 ( / 3  + 6 / 2  + 6 / 0 = а 7 Я3 

соответственно. При этом остальные соотношения из (62), (63) обращаются в 
тождества. Таким образом, мы получили линейную алгебраическую систему

(64) из 8  уравнений относительно неизвестных коэффициентов j , к кото

рой следует добавить соотношение аз = З ^ к . Такая система имеет бесконеч
но много решений. Поэтому справедлива

Теорема 10. Пусть выполнены условия (57), (64). Тогда для VA > 0 можно 
подобрать коэффициенты М , N  так, чтобы уравнение (53) имело ре
шение вида

і
u (t, х) = (Л + Ath%) ехр(/ 77) .

Таким образом, в работе найдены законы существования топологических и 
нетопологических солитонов уравнений Шредингера с потенциалом Бома и 
степенными законами нелинейности.
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Summary
The theory of topological and nontopological solitons o f nonlinear Shrodinger ’s equa

tions with potential Bohm and power laws of nonlinearity is developed.


