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УДК 535.51
О. В. ВЕКО; Е.м. ОВСИЮК, В.М. РЕДЬКОВ

О 4-СПИНОРАХ ДЖОНСА 
ПОЛНОСТЬЮ ПОЛЯРИЗОВАННОГО СВЕТА

Известное теоретико-групповое описание способов построения 4-тензоров 
из комплексного 4-спинора позволяет ввести определение д ля  4-спиноров Джонса 
для полностью поляризованного света и  связать этот объект с 4-вектором и  
антисимметричным 4-тензором Стокса для такого света. Это обобщает извест
ную в  литературе ситуацию, когда для описания полностью поляризованного 
света используются, как правило, только 4-вектор Стокса и  2-мерные спиноры 
Джонса.

1. Введение и постановка задачи
Для аналитического описания состояния поляризации света исполь

зуются 4 параметра Стокса [1]. При любом линейном оптическом про
цессе параметры Стокса падающего пучка линейно преобразуются в па
раметры Стокса вышедшего пучка с помощью матрицы Мюллера [2]; 
любой оптический элемент описывается своей матрицей Мюллера. По
ляризация света может описываться также в рамках формализма Джон
са [3-6]; при этом состояние поляризации света задается 2-мерным ком
плексным вектором, линейные оптические элементы описываются 2-мер
ными матрицами Джонса. В литературе обсуждается множество возмож
ных типов матриц Мюллера [7]. В частности, теория матриц Мюллера 
недеполяризующих оптических систем развивалась в работах П.И. Ламе- 
кина [8-15]: были описаны собственные поляризации всех типов недепо
ляризующих оптических систем; в рамках формализма матриц Мюллера 
построена общая классификация недеполяризующих оптических систем; 
построены полярные формы матриц Мюллера недеполяризующих сис
тем.

В последние годы много внимания уделяется другим аспектам тео
рии матриц Мюллера. Известно, что при описании полностью или час
тично поляризованного света существенную роль может играть группа 
псевдоортогональных преобразований, изоморфная группе Лоренца. Это 
означает, что техника оперирования с преобразованиями Лоренца, хоро
шо развитая в релятивистской физике [16-19], может сыграть существен
ную эвристическую роль при анализе вопросов оптики поляризованного 
света. A.A. Богушем и другими были инициированы исследования тео
рии матриц Мюллера с акцентом на их групповой структуре, в частно
сти, на группе псевдоортогональных преобразований, изоморфных груп
пе Лоренца [20-29]. При этом была описана общая факторизованная струк
тура возможных матриц Мюллера, показана эффективность применения 
параметризации Федорова в теории матриц Мюллера лоренцевского типа, 
выполнен теоретико-групповой анализ степени неопределенности мат
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рицы Мюллера оптического элемента из результатов одного поляриза
ционного измерения, построена классификация возможных вырожден
ных матриц Мюллера с нулевым определителем.

Стоит отметить, что 2-мерный формализм Джонса пригоден только для 
описания полностью поляризованного света, в то время как формализм 
Стокса применим также и для описания частично поляризованного света. 
Следует обратить внимание на то, что 4-векторы Стокса полностью и час
тично поляризованного света являются аналогами изотропных и времени- 
подобных 4-векторов в рамках специальной теории относительности.

В настоящей работе известная теоретико-групповая задача о спосо
бах построения 4-тензоров из комплексного 4-спинора переформулиру
ется как задача о связях между 4-спинорным (типа Джонса) и тензорным 
(типа Стокса) описаниями поляризованного света. В данной работе мы 
ограничиваемся рассмотрением полностью поляризованного света (пред
варительный анализ проблемы был частично выполнен в [23]).

Исходим из разложения биспинора второго ранга VF<8)VF по тензо
рам [29]

для матриц Дирака будем использовать спинорный базис. Обратные к 
(1) соотношения имеют вид:

С/ = 'Р ® 'Р  = (-/Ф  + / Ф і + іст‘лФо4+ / Ф  + іУ / 3Ф4)£Г 1 ; (1)

ф Л в р і а д п ,  ф „ = “ тSp[ ] >4 41
* 1 1 

® = - j S p [ £ [ 7 ] ,  Ф = — Sp [ E / SU ] ,Ф "  = Sp [ E amr,U ]. (2)

Находим явный вид 4-вектора:

(3)
4-псевдовектора и двух скаляров:

ф а = 0 , Ф = 0 , Ф = О (4)
и антисимметричного тензора:

Собирая результаты вместе, имеемЭл
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¥ ф = 0,ф = 0 ,ф а = 0,фа*0, Ф тп Ф 0 . ( 6)

Поскольку исходный 4-спинор определяется четырьмя комплексны
ми величинами (восемью вещественными), то 10 величин в наборе 
Фа Ф 0 , Ф тп Ф 0 не могут быть независимыми -  должны существовать 
дополнительных условия. Отмечаем также, чтобы в (6) иметь веществен
ные вектор и тензор, нужно накладывать дополнительные ограничения.

Рассмотрим ограничение следующего вида:
т/+> = +/ а 2 £  П[= + %2*, Щ= - ;

что приводит к выражениям: 

2

ф ; = U s ? ?  + 4 Т ) , ф; = к ? ? '  -  & " ) ;

(?)

(8)

(ф У =-[£'£' - ? ? +Г'I2* - ? Т ) , 

(Ф2гу  = U ? ?  -  е е - Є ' Є ’ + Є Т ) ,

(Ф «2)+ = ~ ~ ( Є Є + Є Є + С Є '  +£"<?“ )

(ф31)+ = + І 2! 2 - f f - е Т ) ,41

(ФЮУ = - ' - ( ?  е ~ е ч ' ' \  (фи Г = - ^ 4 ' ? + ? Т ) -  (9)

Существует другая симметричная возможность дополнительных ус
ловии:

г](~] = -і  а 1 £  => щ= - 4 2‘ , щ = +£'*;
которая дает Ф~ = -Ф* , (фаЬ)~ = (фа6)+.

( 10 )

2. Полностью поляризованный свет
Поскольку нулевая компонента 4-вектора Стокса равна интенсивно

сти пучка света и должна быть положительной, случай (10) можно при
менять для описания стоксового 4-вектора и сопутствующего 4-тензора 
поляризации света:

• 2 гг*п = -ісу 4
'F ® 4 '= > S „* 0 , Sm„*0,  (11)
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s 0 = | ( ^ '* + £ 2£2-)> o , - ? ? ’),

( 1 2)

a, =S°'

h = s23 =![({'?-??)-(?'?'-< Г Г ) ] , 

a> = 502 = - } [ ( ? * '  +42?)+ (Z2T + ? T ) ] ,

62 = 5 31 = - ^ [ ( l 1! 1+ d 2) -  ( ? T + ? '? ' ) ] ,

<h = s°3 = -^ 'e -e? ') ,  b^s '2 = - ^ e + e t ) -  (із)
Для этого случая вычислим главный инвариант для 4-вектора

а д - 5 Д = 0 ;  (14)
следовательно, Sa может рассматриваться как стоксов 4-вектор для пол
ностью поляризованного света. В свою очередь, сопутствующий 4-тензор 
$ тп нужно рассматривать как стоксов тензор поляризации для полнос
тью поляризованного света.

Вычислим два инварианта тензора s mn '■
1

/ , = - 2 S" S~ = a - b =°> А = 4 ^ Л Г " = а Ь  = 0. (15)

Для дальнейшего удобно ввести следующую параметризацию исход
ного биспинора Джонса ^  с помощью четырех вещественных величин:

N e ,a 
+М eiß 
-М  e~iß 
Ne~ia

w®w=>sâ o, smn*0. (16)

Тогда из (12) следуют формулы для 4-вектора Стокс в виде:
s 0=m 2+n 2 , s 3 =m 2- n 2 ,

S', = -2 MN cos(a -  ß ) , S2 = 2 M N sin (a -ß ) ; (17)
т.е. изотропный вектор Стокса зависит только от трех параметров 
M ,N ,a  -  ß ; четвертый параметр (a + ß ) может быть любым -  он не 
влияет на явный вид 4-вектора Стокса:Эл
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e +i(a+ß)l  2 0 0 0 ДГ e + Ka - ß ) l2

0 e +i(a+ß)/2 0 0 +M
0 0 e ~i(a+ß)/2 0 - M  e*Ka-ß)n
0 0 0 e ~i(a+ß)l  2 ДГ e -i (a~ß)/2

=

или кратко
Vjf =  g'rs(a +ß) /2 xp(O) ( 1 8 )

Выражения для компонент 4-вектора Стокса определяются полностью 
только 4-спинором Обратные к (22) формулы выглядят так:

J(a-ß) -S,+iS,
J s t + S 22

(19)

Найдем в этой параметризации явный вид 4-тензора Стокса: 

2 ' 2
я, -  (N2 sin2а - М 2 sin2/?), bx = +—(N2 cos2а - М 2 cos2/?),

а2 = cos2« + М 2 cos2/?), b2 = ~~(N2 sin2« + M 2 sin 2/?),

a3 = +NM sin(a + ß ) , b3 = -NM  cos(a + ß ) . (20)
Легко убеждаемся в справедливости равенств

я2=ъ 2 = (N2+M2)2
4

2 \ 22 і 2 (NZ+MZ) а2 +Ь = ----------- -

ab = 0,

a23+b2 =M2N 2 (2 1 )

Эти соотношения позволяют найти величины М, N :

М 2 =+<

N = +д

а +Ь

а +Ь"
+ (2 2)

обращаем внимание на существование двух разных решений. Если сопо
ставить эти формулы с (19), то понятно, что решения M > N  соответ
ствуют положительным S3 > 0, а решения М  < N  соответствуют отри
цательным S3 <0.

Полезно ввести комплексный 3-вектор Стокса s = а + ЛЬ :
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s2=a2+ib2= ~ ( £  %l +%2 %2) , s 3=a3+ib3=-i  £2 ; (23)
он преобразуется как 3-вектор относительно комплексной группы вра
щений SO(3.С). Это означает, что в дополнение к спинорной технике 
Джонса и мюллеровского векторного формализма, можно применять и 
комплексный 3-мерный векторный формализм, базирующийся на группе 
SO(3.C). Из (23) следуют равенства

Sj + is2 = - і  -  is2 = +i ,
в параметризации (16) они выглядят так: 

sx + is2 = - і  M 2e2,ß , sl -  is2 = +i N 2e2,a,
T.e.

*3 =-* f 1*2 ; (24)

53 = - i  MNeKa+ß) ; (25)

e'a =±.,
I - s ,  -  IS,

+  ~ S 2 + lSl

N
Отметим два соотношения

Si~is2 _ 
+ is2

M l 2 i(a-ß)

M l

e^ ß)=j _ s
MN 3 •

(26)

(27)

Втрое соотношение в (27) означает, что вместе с ненаблюдаемым физи
чески фактором e,{a+ß) также ненаблюдаемым является фаза комплекс
ной величины s3.

Выражения для M ,N  из (22) можно представить в более краткой форме:

а д  > (28)

Формулы говорят о том, что при заданном 4-векторе Стокса (есть 
процедура измерения его компонент) он однозначно фиксируется пара
метрами N ,М ,А = а - ß , но при этом может существовать множество 
различных сопутствующих 4-тензоров Стокса, и свобода в их выборе 
определяется параметром а + ß . Другими словами, измеренный 4-век
тор Стокса фиксирует у 4-спинора Джонса только три параметра из че
тырех, соответственно существует множество 4-векторов Стокса, ограни
ченных этой дополнительной однопараметрической неопределенностью 
в 4-спиноре Джонса.

Наиболее простой выбор частного случая 4-тензора Джонса достига
ется при ß  = - а  :

vp(°) _

N e +ia 
+М e~ia 
- М  e+ia 
N e - ta

(29)
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а<°> = - i ( W 2 + M 2)s in 2 a , Ь\щ = + ^ ( N 2- M 2)cos2a ,

af'  = -] - (N 2 + M 2)cos2a , = - ^ ( N 2 - M 2)sin2a ,

a<°)= 0 , b ^ = - N M ,  s} =-iMN.  (30)
Зависимость тензора Стокса от дополнительного параметра а + ß  

можно пояснить, обратившись к формулам (2)

0„=isp[£r„t/], Ф” = _ тт Sp [ E<ym"U ].
4 2z

Ниже используем обозначения <у = (а + ß)/2 , exp [іу5сг] = Гст. С учетом
симметричности матриц у5 и Гст получаем

Sa = 1  Sp[ %„(Га^ 0 <S>ryF°) ] = I S p [ гу-гД'ДЧ'0 <g> У 0) ],

S’” = Sp [ £<т"(Г„̂ ° ® Гу?0) ] = Sp [ Га£<т"Та(Ч'° ® У0) ].
2/ 2 і

Учитывая антикоммутируемость матрицы у5 с уа и коммутируемость с 
Е , находим:

Sa = I  Sp [ Г .Г ^у.О Р 0 в  У0) ] = Ф(а0),

S"" = - — Sp[r^r„£(T""(4/0®4'0) ] .  (31)
2 і

Отсюда с учетом = Г2о. , имеем

S™ = - — S p [r2„£(T””(4'0®4/0)]^ (® " )(0),
2 і

(S»»)(°) =_J-Sp[£(T""(4'0®4f/0)]- (32)
2 і

Отметим следующее: исходный 4-спинор в (1) определяется 4 неза
висимыми комплексными параметрами (или 4 комплексными функция
ми). Соответствующие ему тензоры содержат 4 + 6 = 10 параметров; 
условия изотропности комплексного 4-вектора и тензора накладывают 
дополнительные условия, но их явно недостаточно, чтобы оставить толь
ко 4 независимых величины. Можно показать, что тензорное условие 
связи

S°bSb =  О (3 3 )
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эквивалентно следующему

S 0 а  = S X b  . (34)
Построенные выше релятивистские 4-спиноры Джонса являю тся обоб

щением нерелятивистских 2-мерных спиноров Джонса, которые обычно 
применяю тся в литературе.

Возможность введения комплексных 4-спиноров Дж онса для частич
но поляризованного света в аналогичном подходе будет детально иссле
дована в отдельной работе (частичный анализ этой проблемы приведен в 
[23]).
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