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ДИСЛОКАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ 
НАНОДВОЙНИКОВОГО КОМПОЗИТА

Разработана дислокационная мезоскопическая модель нанокомпозита, со
держащего остаточные нанодвойники линзовидной формы. Показано, что на
нодвойники способствуют локализации напряжений, относительной объемной 
дилатации и  зарождению новой фазы, образование которой вдали от источников 
напряжений невозможно.

Введение
Экспериментально явление механического нанодвойникования, зак

лючающееся в формировании остаточных наноразмерных двойников под 
действием приложенной к поверхности нагрузки, рассмотрено в работе [1].
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В работах [2] -  [5] разработана дислокационная модель нанодвойника. 
При этом предложено использовать нанодвойникование для синтеза ма
териалов нового поколения -  нанокомпозитов с управляемым распреде
лением нанофаз, образующихся внутри нанодвойников, или у их границ 
в матрице несдвойникованного материала [3].

Целью данной работы стала разработка дислокационной модели на
нокомпозита синтезированного на основе явления нанодвойникования.

Постановка задачи
На рис. 1 представлено схематическое изображение нанодвойнико- 

вого композита в виде упорядоченно (рис. 1, б и в) и неупорядоченно 
(рис. 1, г) распределенных нанодвойников в однородном и изотропном 
твердом теле. На рис. 1 показаны фрагменты таких тел вдали от их по
верхностей для исключения необходимости учета ее роли в формирова
нии напряженно-деформированного состояния.
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Рис. 1. Схематическое изображение нанодвойникового композита: 
а) дислокационная модель; б) композит с упорядоченным расположением

в нем нанодвойниковЭл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А.
 Ку
ле
шо
ва



МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ 37

А ї в )

€ Ш •  € р L тш < і і і  И Р

<---------------- >

Ü P — jг -  О  о

O r
я

ISN /ІІІІЧ /ІІІІІ5Ч /І§ ІІЧ /ЯіІЙч /гЙІІЙч V
Jv

в)

г)

Рис. 1. Схематическое изображение нанодвойникового композита: 
в) композит, в котором нанодвойники расположены в шахматном порядке; 

г) композит с хаотическим распределением нанодвойников

В работах [2] -  [5] модель единичного нанодвойника разрабатыва
лась по аналогии с моделью макроскопического двойника линзовидной 
формы [6], [7]. Отличительной особенностью модели нанодвойника по 
сравнению с макродвойником, рассмотренным в [6], [7], является диск
ретное, а не непрерывное, как в [6], [7], распределение на границах ко
нечного числа двойникующих дислокаций. Более того, в [2] -  [5] не 
используется приближение тонкого двойника, принятое в [6], [7].

По аналогии с [4], [5] не трудно показать, что для линзовидного 
нанодвойника с центром симметрии в точке с координатами (X i,Yi) 
функция напряжений Эйри, обусловленная краевой составляющей час
тичной двойникующей дислокации, имеет вид
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- ^ { y  + nh-Y^XnU x-nd  + L ^ - X , ) 2 +(у + п к - ¥ $ \  +
п=0

+'E1{ y - nh- Yi)ln((x + n ä - L i w - X i f  + {у-  nh~Yi)2)-

( 1 )

п=1

- Y j ( y - nh~ Yi )Xn{ ( x - n d +Lm~ х і)2+ { y - nh- Yi)2)
п=1 /

где |і -  модуль сдвига; v -  коэффициент Пуассона; Ькр -  модуль краевой 
составляющей вектора Бюргерса частичной двойникующей дислокации; 
п - индекс суммирования; du  h -  проекции, соответственно, на оси ОХ  
и O Y отрезка, соединяющего две соседние дислокации; Ьш -  половина 
длины нанодвойника; N  -  число дислокаций на каждой из выделенных 
четырех границ двойника (рис. 1, а).

Для нанодвойникового композита с упорядоченным расположением 
нанодвойников, как на рис. 1, б, формула (1) преобразуется в

/  \  r lU  кр
У к А Х ’ У )  =  . . 4  х

/А
4 ;r ( l-v )

(  К  М  N

+ nh- кН)]п((х + n d - Ьш - m b f  + (у  + nh- кН)2\ -
\ к = 0  т=0 п=0

К  М  N ~ l  . V

+ n h - k H ) \ n U x - n d  + Ltw- m b )  +(y + n h - k H )  J +
k - 0 m=0 n=0

К  M  N - l  ,

- n h - k H ) \ n \ ( x  + n d - L ^ - m L )  + ( y - n h - k H ) J-
k-Q m=0 n=l

К  M  N  , _ .  Л

, (2)- ^ ^ ^ { y - n h - k H ^ U x - n d  + L ^ - m L ) 2 + ( y - n h - k H ) 2)
k = 0 m= 0 n=I )

где к и т  -  индексы суммирования; К  и М -  количество строк и столб
цов соответственно, составленных из единичных нанодвойников; 
Ь и  Н -  расстояния вдоль оси ОХ и OY, соответственно, между ближай
шими нанодвойниками.

Для ситуации, представленной на рис. 1, в, получим функцию напря
жений Эйри в следующем виде:

К  М  N

V / K p ( x > y )  =  ' E ' £ l L ' P l 4 T ( X  +  n d - L t w - m L > y  +  r l h - 2 k H )  +

к = 0 т=0 п= 0
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m + —

\ \
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к=0 т=0 п-1 V V 2,' ;

где (ррчт и (ppmT -  соответствующие четной или нечетной, соответствен
но, строке нанодвойников составляющие функции Эйри, связанные с 
р -ой ( р  =1, 2, 3 или 4) границей линзовидного нанодвойника, прибли
женно представляемого в виде ромба [4], [5].

Для нанодвойникового композита с хаотическим распределением  
нанодвойников (рис. 1, г) в (1) координаты задаются случайным
образом с помощью генератора случайных чисел.

Результаты расчетов и их обсуждение.
Знание функции напряжений Эйри позволяет перейти к расчету ком

понент тензора напряжений [8]

^XX
öV:кр

дх* 

д 2у/кр

дуг

д 2у/

дху
кр

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А.
 Ку
ле
шо
ва



40 ВЕСНІК МДУ імя А.А.КУЛЯШОВА № 1 (41) •  2013 •

Тензор напряжений по закону Гука связан с тензором деформаций є у , 
который в свою очередь связан со смещениями ut соотношением Коши 
[8], [9].

Таким образом, поля смещений ut (x,y),  деформаций є^(х,у)  и на
пряжений <7у (х,у^ в нанодвойниковом композите, представленном на 
рис. 1, б, могут быть найдены из следующих обобщенных соотношений:

К  М  N

ui (*> ->0 = ZI Z! X  ui {x + nd - L ^ -  mL, y + nh -  kH) +
k~0 m=0 n=0 

К  M  N - 1

^ Z Z ^  ( x - n d  + Ltw -  mb, y + n h -  kĤ j +
k - 0 m=0 n=0 

К  M  N - 1

+У^ u\ ' (x + n d - L ^ -  mb, y - n h -  kĤ j +
k=0 /я=0 и=1 

К  M  N

( x - n d  + L ^ - m L .y - n h - k H ) ]  (4)
&=0 /п=0 n=1

К  M  N

Eij{x’y) = Y u Y u !L £ij[’ {x + n d - L tw-m L ,y  + nh-kH )  +
k=0 fn~0 n=0 

К  M  N - \

+X  ^ ^ Бї \ х ~ псі + 1ім>~тЬ'У + пЬ ~ к н ) +
k- 0 m=0 n=0

a: m  iv -i
+ Y ; l L Y j £ij \ x + n(t - Ltw~mL, y - n h - k H )  +

k - 0 /я=0 n=l 

К  M  N

+ Z ! Z 1 Z 1 4 { x - n d  + L ^ - m ^ y - n h - k H ) ;  (5)
A:=0 ffj=0 n=l

К  M  Na>j ix>y)=Z Z Z <4’(■*+nd - - mL> у+nh -kH)+&=0 m=0 и=0 
К  M  N - 1

+ Z ! Z ! E 4 2] ( x - n d  + Ltw-m L ,y  + nh-kH )  +
k =0 n=0

К  M  N - \+ZZ Zari j ( x + n d - L tw- m L , y - n h - k H )  +
к-0 /и=0 и=1 

К  M  N

+ Y j l L Y j CJij (x ~ nd +Ltw~mL’У - nh~kH).  (6)
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Для нанодвойникового композита, схематически представленного на 
рис. 1, в, получим

К  М  N
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£ij(x ,y)=YJT j Y j £P 4T(x + n d ~ Ltw-mL^y+nh- 2kH)+
k=0 m=0 и=0
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К  M  N
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К  M  N  Ґ

+ E E E ctч
k = 0 m= О и=0 

К  M  N - l  . .

+ E E E < 42)"4T
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2.

ОҐ
m + —

I 2
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m + —

I 2
ґ
m + -

\

1

J

n
2y

L,y + n h - ( 2 k - \ ) H  
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+

+

+

(9)

При хаотическом распределении нано двойников в композите (рис. 1, г) 
получим:

К  М  N

ui(x’y) = Z Z Z ui[){x + n d - L n, - X i,y  + nh-Y i) +
k = 0 т= 0 п=0
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К  M N - 1

){x + n d - L tw- X i, y - n h - Y i) +
k=0 m= 0 n= 1 

К  M  N

k= 0 m= О и=1

К  M  N

єЛ х’У ) = ' Е ' Е ' Е 4  (x + n d - Li " - x i’y +nh- Yi)+
k=0 m=0 и=0 

К M Af-l

+ T t ' L H ei j ( x ~ n d + L ^ - x i ' y + n h ~ Yi ) +
p )

k=0 m= 0 n= 0

ä: m  n - і

£=0 m=0 и=1 

К  M  N

+ Z Z Z  $ ) {x - n d  + LM- x l, y - n h - Yj)\ (11)
k=0 »j=0 /7=1

К  M  N

crv (x ’y ) ^ ' L ' L ' L crv ( x + n d ~ L‘«'~x i ' y +nh~ Yi ) +
k=0 m=0 /7=0

К  M  N - 1

+ I I Z 4 - !)( * - « й ,+ £ » - ^ ^ + п й - ^ ) +
&=0 m=0 и=0 

Ä M JV-1
+Z Z Z ° y )(x + ”d - L hr- X i, y - n h - Y l) +

k=0 m=0 n=1 

К  M  N

+Е Е Е ° І 'i’ (x - n d  + Llw- X l, y - n h - Y l). (12)
k=0 /я=0 и=1

Относительная объемная дилатация рассчитывается по формуле [10]

A V ^ ,y )  = ^ { с а {х,ў)  + о уу( х , ў ) ) \ \ - / / ( 2 ^  + 1)]„ (13)

где К -  объем; Е  -  модуль Юнга.
Распределение легирующего компонента в нанодвойниковом компо

зите определяется из соотношения [2, 8]

С(х,у) = С0ехр f -  — > ( 14)
V кТ )

где С0 -  концентрация легирующего компонента вдали от внутренних 
источников напряжений; к -  постоянная Больцмана; Т -  абсолютнаяЭл
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температура; U(х, у) -  энергия взаимодействия атомов легирующего ком
понента с клиновидным двойником, которая находится по формуле [2, 8]

и  (х, у) = -  ̂  ят3 є (ахх (х, у) + а уу (х, у) + a,z (х,у)). (15)

Здесь г -  радиус атома матрицы; £ = ( г - г 0) /г  -  малый параметр 
(г0 -  радиус атома легирующего компонента); ^ ( х , ^ ) ,  <т (х,у) и 
crrz(x,y) -  нормальные компоненты тензора напряжений, которые, как и 
в случае (13), находятся по формулам (6), (9) или (12).

Пример расчетов для монокристаллического железа с нанодвойнико- 
выми включениями представлен на рис. 2. При расчетах принималось:
v = 0,33; tV = 10; М  = 20; К = 20; L = 20 нм; Н  = 10 нм; d  = 3 нм;

о
/г = 1,5 нм; Ькр =0,168 нм; m = 81 ГПа; Е= 200 ГПа; г0 = 0,97 А (радиус

о
атома бора); г = 1,27 А \ Т = 300 К; С0 = 25 ат. %.

Рис. 2. Распределение сдвиговых напряжений ст (а) 
в упорядоченном нанодвойниковом композите
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Рис. 2. Распределение легирующего компонента (б) 

в упорядоченном нанодвойниковом композите
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Рис. 2. Распределение относительной объемной дилатации (в) 

в упорядоченном нанодвойниковом композитеЭл
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Как видно из рис. 2(a), нанодвойниковые включения являются кон
центраторами больших внутренних напряжений и дилатаций, что приво
дит к миграции примесей и легирующего компонента к нанодвойникам, 
способствуя гетерогенному образованию зародышей новой фазы, образо
вание которой вдали от источников напряжений маловероятно.

Заключение
Таким образом, разработана дислокационная модель нанодвойнико- 

вого композита. В модели использовано дискретное суммирование вкла
да двойникующих дислокаций в напряженно-деформированное состоя
ние, обусловленное нанодвойниками. Показано, что нанодвойники в на
нокомпозите являются источниками больших внутренних напряжений и 
дилатаций, что способствует зарождению новых фаз.
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