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ОЦЕНКИ МНОЖЕСТВА ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ ЧИСЕЛ 
С ЗАДАННЫМ ПОРЯДКОМ ПРИБЛИЖЕНИЯ НУЛЯ 

ЗНАЧЕНИЯМИ ПОЛИНОМОВ 
И ИХ ПРОИЗВОДНЫХ

В работе улучшаются оценки меры множества действительных чисел с за­
данным порядком приближения нуля значениями полиномов и  их производных. 
Полученные результаты представляют интерес при оценках размерности Хаус- 
дорфа в теории трансцендентных чисел.

Рассмотрим несколько проблем теории диофантовых приближений. 
Для полинома
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пусть \f/(x) монотонная функция для х є R+.
В 1989 г. В. Берник [1] доказал гипотезу А. Бейкера показав, что для 

почти всех x e R  выполняется неравенство

| Р (х )| < # ” " + У ( # ) ,  (2 )

имеющее лишь конечное число решений в Р е Z[x] с deg Р<п,  если ряд

І А н )  (3)
Н=1

сходится.
В 1999 г. В. Бересневич [2] показал, что в случае расходимости ряда 

(3) неравенство (2) имеет бесконечно много решений для почти всех 
x e R .

Дальнейшее развитие метрической теории диофантовых приближе­
ний можно найти в работах [3, 4, 5]. Всюду в этой статье п обозначает 
целое число, п> 2, Q -  достаточно большое число, является положитель­

ным действительным числом, и 1 = [a,b) интервал I d  ~ Для

заданных п и Q определим множество Рп(Q) = \Р(х), degР<п:

Для данных / ,  Q , є  и Р є P„(Q) обозначим через а  И  множество для 
действительных X Е I , которые удовлетворяют системе

[Р(х)<£
\\H(P]<Q.  (4>

Для данных I ,  Q и є пусть Вп f (є,Q) является объединением мно­

жеств <у{р) по всем Р Е Pn{Q).
В. Бересневич рассматривал неравенство (4) с дополнительным ус­

ловием \рг(х) > 2|/| 1 и доказал следующую теорему [2, предложение 1].

Пусть п и /  = \а,Ь) обозначим Qx = ш ах ^ иЧ|/| ,Ап2 J. Тогда

^ і ( є , 0 ) < п Г +2є д п\і\ (5)

для всех Q > Q l и є < n~l2~n~2Q~n.
Этот результат является точным для всех значений Р’(х) близких к 

О , но для меньших значений производной можно улучшить оценку. Улуч­

шение может быть получено также И ДЛЯ |р'(х)| > 2|/| 1 , тем не менее, мы 
не будем подробно останавливаться на этом в данной работе.
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Для целого числа т обозначим через BnJJ(s,m,Q) множество реше­
нии, удовлетворяющих дополнительному неравенству

Q/m < \ P \ x \ < Q -У/т (б)

Теорема. Для данного целого /, -  ^  - \ < 1 < т  и є <п2 п Q ". 

Тогда

14 , I = т - 1 или I = т,

0  + 1) /
хп + 3 г\ /да - 1п2п+*д \I\, - { т ~ \ ) < 1 < т - 2 ,  (7)

1+3/

Замечание. Первое неравенство в (7) следует из теоремы В. Бересне- 
вича. Для корня а },, 1 < j  < п многочлена Р(х) определим множество

£(<*,) = к єС : z - a = mm z -  a,
\ < i < n

Лемма 1. Если х є s(ptj), 1 < j  < n , то

<пе\Р'(а^x - a

(8)

(9)

Доказательство. Учитывая, что

=  L \ x ~ a j|P(x| t  

и используя определение S(aj) имеем

\P'(x}\P(xf' < Пx - a
и, следовательно,

x - a < w|P(x||P'(x)| 1. (1 0 )

Используя формулу Лагранжа, оценку , формулу

р ’(х) = P’ifCj)+ Р"{%\х -  oCj), % є (х; а } \
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предыдущие оценки (6), ( 10) и неравенство \P"(£)<4Q\ , получим

— \Р'(х} <Р'(а, )< — |р '( 4  (11)
п 1 1 п 1

Отсюда следует Р'(а 0 и \d(pJ > 1, где D(P) дискриминант мно­

гочлена / 5(х). Поэтому все X, что удовлетворяют (4) и (6) могут при­

надлежать не более чем двум множествам s (a  ■). Без ограничения общ­

ности, будем считать, что / = 1, j  = 2 и х є S(ax).

Пусть X є /  П £(#і) решение (4). Тогда х лежит в интервале 
который имеет вид

сг(р) = /  П є C:|z -  а , I < (« + ї)є\Р'(а] )| *}• (12)

Для действительного Я > 0 обозначим о*, ( і5) через интервал

crl(P) = i r \ \ z e C : \ z - a l\< cxQ~x\ P \ a J 1 }• (13)
Отсюда следует из (12) и (13), что

ß^{p\ ^ i { p )y l <c?sQx • О 4)
Из формулы Тейлора для Р(х) при х є ст, Ср ) имеем

Р{х) = Р'(а, Хх -  а,) ■+ У2 Р"{^ \ х  -  а, )2, & є  (а „ х ) .

Так как
\ P ' { a ^ x - a , } < c , Q l

И

/ \ 2 21
p " (z X x - a iY  < 2 c i — г в\ п - \ )

получаем, что для

X + 2— > 1 (15)
m

и для всех X є er, И  выполняется |P(x)|<16Cl2ß - A .(16)

Теперь зафиксируем коэффициенты ап,ап_], . . . ,а2 полинома Р(х)- 

Пусть вектор Ъ имеет координаты (аг1,ап_], . . . ,а2) . Заметим, что из не­

равенства \а\ < Q, 2 < j  <п,  следует, что число различных значений
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Ь равно (2Q + i f  1 ■ Множество многочленов с тем же вектором b бу­

дем обозначать через з(ь)-
Далее будем использовать метод существенных и несущественных 

областей, введенный В. Спринджуком [6].
Интервал а х {рЛ  Рх(х)<е называется несущественным, если су­

ществует такой полином Р2(х)є з(б), что

( 17>
Если для всех Д (х) є выполняется

/и{ах (Рх) п  Ö-J (р2)) > 24 ß<jx (Рх), (18)
то интервал <т, (Р,) будем называть существенным.

Обозначим через зД б) множество многочленов Р(х) є с несу­

щественными интервалами и через множество многочленов

Р(х)є  з(б) с существенными интервалами.

а). Докажем теорему для множества 3 ,(і). В этом случае неравен- 

ство (16) выполняется на множестве А(Рх,Р2)= а }(Рх (Р2) с мерой 

juä(Px,Р2)> 2~х ju<jx(Рх)• Пусть R(x) =Рх(х)~Р2(х), тогда degR = 1, и

\R(x} = \kx + s\<125c fQ ^  (19)

на отрезке с мерой не меньшей /л<тх(Рх)> clQ~x\Pl,{ax )| Однако не­
равенство (19) может выполняться на отрезке с мерой не более

26cf\k\'1Q~A .
Поэтому

j / t j<j /> ' (a , )|25c l2 . ( 2 0 )

Так как к Ф 0 и целое, из неравенства (6) следует неравенство (20) и 
должно выполняться

/ > - 1- (21)
В неравенстве (19) s может принимать (j/J + 2)к различных значе­

ний, поэтому (19) может выполняться для всех пар (ä\.S’) на множестве с
л 1+1

мерой не более 26cfQ~~Ä\P,(axJ\l\ <26cfQ m |/|.
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Таким образом, окончательно получим
, /+1 

-А +-

Z  1 т ( Р ) < * , 2е  - И .  (22)
Е РвЦЕ)

Перейдем к существенным интервалам. Заметим, что из (18) каждой 
точке X  может принадлежать не более двух существенных интервалов
ст, И .  поэтому

У ш7,(р )< 2 |/ |. (23)
РеЗ, (ь)

В силу неравенства(14) имеем

Z Ъ М Р ) = Ъ  Z ^ ,H ^ < (« + iK '(2 ß + ir +2
і р<,3,Ір) і р,Dj(i) M&t \“) « г(‘ ) (24)

<(п + і)2”с,ч£б"ч+я|/|.

Теперь возьмем

1 + ^ і üzZ
£ = ß '" ,  Я = ------— С, =( и + 1)з23 -

2

Тогда из (15) и (21) при А > -і (ти - 1) левые части (22) и (24) можно 

оценить сверху
/+1

nsn+lQm-x ■ (25>
Предположим, что неравенство

Я + 2 ~ < 1  (26)
!П

выполнено, т.е. (15) не выполняется. Тогда оценка (16) заменяется на

\P(x\<\6clQ~ll~" . (27>
а неравенство (19) заменяется на

Ikx + s\<25c ; Q ^  ■ (28)
Вместо (20) имеем

\к\ < 25с, ■ (2Э)
Оценка (21) заменяется на
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А + — <1, (30)
т

неравенство (22) преобразовывается в
•?_зд з_/_і

Z  Z w ( P ) < 2 V ß  (31)
* РеЗ̂ В)

а оценка (24) не изменится.
Возьмем

ї ї /  і і 
s  = QT\  Я = " у —+ , с, = -2  4 (« + І)ї. (32)

4 4/л 4m
Тогда из (26) и (30) следует, что левые части (24) и (31) имеют оценку сверху

1+Ъ1/т 1
п 2 " *ъ о ~ ^ \ 1 \  (3 3 )

1 {
для I > — (т-1).  Таким образом, из (25) и (33) получаем 

4

1+1 «

, (є, т ,Q) < n2"+3Q"'~' | / | , -{т  - 1) < I < m -  2,

>+3'__ЦІ 1 1
v B nJJ(£ ,m ,Q )<n2"+3Q~ < |/|, - - ( и - 1 ) < / < - ( и - 1 ) .

Теорема доказана.
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