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УДК 517.925.45
Н.П. МОРОЗОВ*

ИНТЕГРАЛЫ КВАДРАТИЧНОЙ СИСТЕМЫ 
В СЛУЧАЕ ЦЕНТРА

В работе приведено краткое описание процедуры вычисления фокусных ве
личин для кратного фокуса полиномиальных систем в обобщенных полярных 
координатах. Метод вычислений основан на специальном представлении поли
номиальных систем. Приведены результаты вычисления по описанному алго
ритму первых трех фокусных величин для квадратичной системы. За счет под
ходящего представления параметров квадратичной системы фокусным величи
нам придана удобная для исследования форма. Это позволило в случаях центра, 
определяемых по первым трем фокусным величинам, проинтегрировать квад
ратичную систему в замкнутом виде.

Краткое описание процедуры отыскания фокусных величин 
в обобщенных полярных координатах

При исследовании бифуркаций сложного или кратного фокуса ис
пользуется алгоритм вычисления фокусных величин, подробно описан
ный в [1; 2 § 24; 3; 4]. Предлагаемый алгоритм отличается тем, что систе
ма рассматривается не в полярных, а в обобщенных полярных координа
тах специального вида, что упрощает процедуру вычислений.

Система
X = Р ( х , у ) ,  у  =  <20,у ) , (1)

тдеР(х, у), Q(x, у) -  многочлены наибольшей степени п, представима
[5] в виде

dH
X = —  ( х ,у )  +  хо {х ,  у )

9У (2) 
дН ,  л л’

У =  ~  ÖX У уст(х , у )

здесь
Р(х ,у )  = 1т = 1рк(х>у), Q(x,y) = I lm=lQk(x,y),

к
р ( у  Лл  _  jL  V  Г т п у.к-т ЛТтг к \ л > У) ~  t ь/с и к -т  т л  У

т-0 У

_  дкР(х0,у0) , _  dkQ(x0,y0)
a k -m  т Qx k-mQym’ к—т т дхк~тдут’>

* Выпускник физико-математического факультета 1970 г.

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А.
 Ку
ле
шо
ва



46 ВЕСНІК МДУ імя A.A.КУЛЯШОВА № 2 (42) •  2013 •

2Жх.зО = Z S =1A*+i( * .y ) ,  hk+1(x,y)  = 2 =

m=l

:0 -У) = Zfc=i 0k -i(* .y )  , »X- : ( v. >') ' ,  +  aQk̂ ' y))0 { л ,  у J — Z^ - 1  Ufr_ 1  IA , к ;  , Ufr_ 1  IA , У } ~ k + 1 ^ ------------------------- 1---------^  J

S k p m - 1  _  v k-m~ji
т = 1 ь к - 1  ü k - m m - 1  л  У(k+1)!

^ к - т т - 1 ~ m a k - m + l m - l ~  ( к  ~  m -¥ 1 )  b ^ _ m m

@ k - m  m - 1  ~  Q-k-m+1 m - 1  &k - m , m ?  к  — 1,71 , Ш — 1, к .

Гамильтониан //( .v, j), однозначно определяемый по правым частям 
системы (1), будем называть естественным гамильтонианом. В [2] также 
показано, что вид системы (2) инвариантен относительно невырожден
ных линейных преобразований х = оси + ßv, у  = уи + S v . Таким пре
образованием систему (2) можно привести к виду

f  du 1 dH ,  X , _ ,  ч
—  =  \Ц> V) +  и а ( и ,  V)dt А dv К J у J  /оч

dv І д Н  ґ  ч і — ґ ч’ К }
Ш  = - ^ ( « , v )  + « ff(u ,V)

где А = (aS -  ßy), Н = Н(аи + ßv, уи + Sv), а = о (au + ßv, уи + Sv).
С учетом этого преобразуем систему (2) так, чтобы квадратичная часть

гамильтониана оказалась равной - ( х 2 + у 2). Это возможно при уело-
і  2 2

вии D = — ju + doib t о < 0 с помощью линейного невырожденного преоб- 
4 оо

разования х  = аи  + к а  +  а01 у )  v , у  = уи  + к (b1Qa  — v

с определителем преобразования
1

.00~ , ~ и1 , ,  , .. щ

произвольных а, у .
В связи с этим будем считать, что система (1) изначально имеет 

нужный вид (2) и h2(x ,у)  = х 2 + у 2. В рассматриваемом случае состо
яние равновесия 0 (0,0) для гамильтоновой системы является центром, а 
естественный гамильтониан в области центра является положительно

А = - 2 k h 2(a ,y)  = k (b 10 а 2 -  ju ay -  а01 у 2) Ф 0, к = - - т =  иЭл
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определенной функцией Ляпунова. Производная естественного гамиль
тониана в силу системы (2) имеет вид

f  =  ä{x, у)  ^  (X, у) + у Щ (X, у ) ) .  (4)

Положим V (х ,у) = X ( х , У )+ У ”  (х ,у) и обозначим

D =  {(*, у) I V(JC, у) > 0} , /Ь  = {(х ,у)| К(х,у) = 0, (х ,у) =£ (0,0)} .
Область центра гамильтоновой системы расположена в области D и 

состояния равновесия системы (2) и гамильтоновой системы, отличные 
от 0(0,0) (если такие существуют), расположены на границе области Д  
т.е. на кривых V  (х, у )  =  0 .

Пусть X = pcos ср, у  = р sin (р. Учитывая, что

из (4) следует, что в области D система (2) равносильна одному уравнению

2L = - p 4 f ( x ,  у ) .  (5)

В обобщенных полярных координатах (R, (р ), где R = л/2Н, уравне
ние (5) имеет вид

R j ^  = — f?a(x ,  у). (6)

В области D (и в области центра гамильтоновой системы) уравне
ние R2 =  2 # (pcos (р,рsin (р), т.е. R2 =  Z U ^ h k + i i c o s  (p,sin <р),
при каждом (р однозначно разрешимо относительно р, так как

д НV (х ,у) =  р —  (pcos <p,ps\n ф) > 0 .

Из этого уравнения находим р  в виде ряда

р  — ö = i  rk (cos sin Ф) Rk> где гк -  многочлены от /ifc. Подставив 
найденное р  в уравнение (6) получим уравнение

“  = Z l = i a k (cos <р, sin <p)Rk , (7)

где %  -  многочлены от COS (р и sin (р. Будем искать решение уравне
ния (7) в виде ряда

R (< p ,R a)  =  'Z k = i b k(.<P) R o ( 8 )
при начальном условии R(0,R0) =  R0. Отсюда следует Ь1 (0) =  1,
ьк (0) =  о, для к >  1. Подставим R(<P,Rq) в уравнение (7). Получим 
для отыскания Ьк (<р) последовательность линейных дифференциальных
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dbjg
уравнений: — —  =  ck (<jp),( к  = 1 , 2 , . . . ) .  Здесь через Скіф) обо

значены правые части соответствующих уравнений. Отсюда при 
(j00 =  0 , с учетом начальных условий, находим bt ((р) = 1 ,

Ьк (ср) = — ск (cp) d(p , Пусть R = R((p,Rq) -  решение уравнения (7) 

при начальном условии R(0,R0) = R0 и Rt = R(2n, R0) -  отображе

ние Пуанкаре луча (р =  0 в себя. Введем в рассмотрение отображение
P(R0) =  R0 -  R(2n,R0-) = (1 -  Ьг ( I n j )R 0 -  £ £ =2 bk (2n) R%.
Поскольку первым отличным от нуля может быть коэффициент

р2тт
1к = -  Ьк (2тг) =  j 0 ск (<р) dip с нечетным номером, обозначим 

его Lm =  І2т+і • В результате получим

P(R0) = Lm R20m+1 + J%=2m+2 lk Rko,

при этом Go о =  0, L0 = 1 — b-i (2тг) = 0, Lk = 0  при к < m.
Коэффициент Lm будем называть m-й фокусной величиной или m-ії 

ляпуновской величиной.
Заметим, если Lm < 0 (Lm > 0) , то состояние равновесия 0(0,0) 

для системы ( 1) является устойчивым (неустойчивым) фокусом кратно
сти т. если Lm =  0, то требуется найти Lm+1. Если все фокусные ве
личины равны нулю, то состояние равновесия 0(0,0) является центром 
для системы ( 1).

Случай квадратичной системы
Для квадратичной системы первые три фокусные величины извест

ны (см., например, [2], [3], или  [4, с. 332]). Здесь мы не только приведем 
результаты вычислений по описанной выше процедуре, но и  придадим 
фокусным величинам квадратичной системы вид, удобный для исследо
вания.

В качестве примера применим описанную процедуру вычисления 
фокусных величин к исследованию квадратичной системы

( * =  У + \  а0 2У2 + I  (ню*2 + 2Цоі ху)  + X ^  + і  (а10х  + <т0іУ )),

{ У = - X  + \ b 20x 2 -  \ (2 \ilaxy  + ЦоіУ2) + y(rf + \ Ою* + ^оіУ)).

представленной в виде (2) с гамильтонианом 

Н(х ,у)  = і ( х 2 + У 2) + і  h3(x,y)  ,а(х ,у)  = ^  + ^ ( а 10х  + а01у),
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h3(x ,y )  = а02у 3 + [i10x 2y  + Цоі*У2 -  Ь20х 3, 

Мтс- m  m - 1  “ ^ % - m + l m - l  “  (ІС — 771 +  1 )  b k ^ m m ,

@ k-m  m - 1  Q -k-m +l m —1 m ? ^  ^>2 , 771 1, & (777, <  fe).

В обобщенных полярных координатах в рассматриваемом случае урав
нение (6) имеет вид

R  %  =  “ Г  ^  +  3 ^ 10 C0s V  +  ° 01 s i n  ' ( 1 0 )

Из равенства R2 = р 2 + -  h3(cos (р, sin ф)/ў находим 

Р = Efc=i Пс (cos 9 . sin Ф) Rk, где n  = 1, r2 =  -  і  ft3, r3 = jj hf ,

~ _  l 3 _  ^31 ,4  _  _  7 l 5 ~ _  7293 l 6 ^ — _1 С А7r4 — —%  , r 5 — —  n3 , r 6 — - n 3 , r 7 — 1024 % , r 8 — ІЭ Д3 .

Подставив /? в правую часть уравнения (10), после несложных вы
числений для квадратичной системы найдем коэффициенты в уравне
нии (7):

a-i = ^ Г > а 2 = -  ^ T h3 + 5 (в'ю cos V + ffoi sin <?) < “ з = - \ a 2 li3i
7 , 40 7 1287 . 896 .a4 — —~a3 h3, a5 — — — a4 h3, a6 — — - ^ - a 5 h3/ a7 — 429 a 6 ^з-

Положим <т00 =  0 и найдем коэффициенты Ьк (<р) в решении (8) 
уравнения (7). Для их отыскания получим последовательность уравне
ний: Ь1 = 1

db2 -  ~ - ^  = а3 + 2а2 Ъ2, = а4 +За3Ь2 + а2 (2Ь3 + Ь2]

= &5 +  4й4Ь2 + За3( Ь3 + Ь |)  + 2а2(Ь4 + Ь3 Ь2 ),^^5 _  „ , л „ и А О „ / U _L и2'
d ( p

dbf, . г- , . , , , 2 -— — a.ß +  Sa,$b2 + ci4(4b3 +  Sb2) + CI3( ЗЬ4 + 4b2 b3 + b2) + 

+ a 2 (2(b5 + b4 b2) + b3),

~~dip = a? +  ^a 6^2 +  5as (b3 + 2bf) + 4a4((b4 +  ЗЬ3 b2 +  bf) + 

+ a 3(3b3 b2 +  3 b3 +  6 b2 b4 + 3b5) + 2 a2 (b6 + b5 b2 + b4 b3).

Интегрируя поочередно эти уравнения, находим bt (cp) =  1 „
27Г1к = — Ьк (2я) = f  ск (cp) dcp, Ln = l2n+i . При этом полагаем ^оо
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и все предшествующие коэффициенты Lm_1, равными нулю, и находим 
Lm- Для придания фокусным величинам удобного для исследования 
вида положим

Ь20 =  у  cosß  , а02 = y s in ß ,  juQ1 = Зb20 +Я sin а  ,

ß  jq — 3ü,Q2 +A cos а,
a10 = r cos в , <т01 =  r  sin 0, у ,X,r E R,

ß , a , e  Є [0,2п].  (11)

В принятых обозначениях первые три фокусные величины равны:
1) öqq =  0,Ь г = 13 = —j^rÄsin(6  4- а);

2) ffoo = 0, /3 =  0 (при Я = 0), L 2 = h  = - ~ 2  У?3 cos(/S -  30);

3) Стоо = *з = °  (при Я = 0 ), L2 = 15 =  0 (при 0 = |  +  ^ р тг,

к Є {0; +1; +2; 3;} ); 1п =  0 при п  > 6 ;

4) <т00 = 0, L1 = 0 (при 0 = —а),

Ь2 = 15 = — “ ~ г ( 8г2 + 14гЯ + 5Я2)(4  ycos(3a +  ß)  +  Asin4a);

5) fJ00 =  0, Lt = 0 (при в  =  —er), Ь2 = 0 (при 4ycos(3a + /?) + 
+Asin4a = 0 )  ln = 0 приn > 6;

6) öoo =  0, Lt = 0 (при 0 = - а ) ,  L2 = 0 (при г = -  - Я ) ,

L3 =  h  =  0.

7) ^оо =  0, Lt = 0 (при в = —а), Ь2 = 0 (при г = — “ Я),

L 3 = l? = 4yc°s(3a  + ß)+Äsin4a)  (2у + Xsin(a -  ß)) .

8) <j00 =  0, Lt = 0 (при в =  —а), L2 = 0 (при г =  —-Я). L3 = 0 

(при 2у +  Я sin (a  -  ß) = 0).
Замечание. Если равенство нулю первой фокусной величины Ьг 

получено из условия 0 = —а  + Ж, то для получения последующих фо
кусных величин везде в соотношениях 4) -  8) следует заменить Г на
И V* 99
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Интегралы квадратичной системы в случае центра
Известно, что при наличии хотя бы одного состояния равновесия 

типа центр, квадратичная система интегрируется. Здесь мы проинтегри
руем квадратичную систему в замкнутой форме в случае, когда состоя
ние равновесия (0,0) является центром;

Преобразуем гамильтониан к полярным координатам с учетом обо
значений (11). Будем иметь

1 1
н(х,  у) = -  (,X2 +  у 2) +  7 (у  Sin ß  (у3 -  3 х 2у)  +  у  cos ß (Зху2 -  X3)) +  

I  6

+А yx(xcos а  +  ysin а )). После несложных преобразований гамильто

ниан и h3 приводятся к виду
•*| л  3

Я (х ,у ) = - р 2 +  — (—у cos(3<p — ß)  + A -s in  2<p cos (cp — a )) ,
2 6 2

1h3 (p cos (p, p sin (p) = p 3( - y  cos(3(p -  ß)  + A -  sin 2<p cos (cp -  a )) ,
а система (9) в этих обозначениях принимает вид

X — у  4. L p 2 sin(2 (р — ß)  + y  A(sin a  sin 2(p + cos acos2 cp) + 

+x<cf- + f  r(cos(<p -  0 )) ,

у  — —X +  | p 2 cos(2<p — ß ) — A(cos a  sin 2(p+ sin a  sin2<p) +

+ y ( ^  + ^r(cos(<p -  0 )) . (12)

В дальнейшем нам придется неоднократно подвергать систему (12) 
преобразованию поворота на различные углы. Поэтому произведем пре
образование поворота X = u  cos т + v  sin т, у =  — u sin т + v  cos т

или и — р COS (О , V = р sin (О, где р 2 = и 2 + V 2 = X 2 + у 2, Од = (р + т
на произвольный угол Т. Для упрощения этой процедуры воспользуемся 
свойством инвариантности вида системы (2) при линейных преобразова
ниях, Преобразуем к новым переменным гамильтониан Н (х, у) и а{х,у). 
После элементарных преобразований будем иметь
H (u ,v ) =

~р2 + - ( - ( у  cos( Зт + ß) + А - sin 2т cos (т + a ) ) u 3 + (уЗ cos( Зт + /?) +
2 6 \ 2

А -  sin( Зт + ß) + і  A cos2 т sin (т + a))u г;2 + (A cos 2т cos( t + a) -  

3ysin( Зт + ß) -  A^sin 2т sin (т + a))vu2 + (у sin( Зт + ß) +
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X і  sin 2т sin (т + a))i;3j, 
а система ( 12) примет вид

il = v + ~ ((6у cos( Зт + ß) + X sin 2т cos (т + а) + 

+ 2Х cos2 т sin (т + а))и г? 
+Ä cos(t -  а) и2 + 3(у sin( Зт + ß) + X  ̂ sin 2т sin (т + а))(г?2 -  и2)) + 

+ и( + г-  (м cos ( 0 + т) + г; sin (0 + т)))

р = — и — ~(з(у cos( Зт + ß) + X ~sin 2т cos(t + а))(г;2 -  и2) + X sin (а -

т) V2 + (Я cos 2т cos(t + а) -  6ysin( Зт + ß) + X cos( Зт + а ))vuj +

+ V ( ^  + j  (u cos (0  + т) + г? sin (0 + т))).

Будем обозначать ее в дальнейшем (13).
Рассмотрим все случаи, когда состояние равновесия (9(0,0) является

центром п определяется по первым трем фокусным величинам.
I. Ооо =  0, г  =  0 (1 г =  0 ).
Этот случай соответствует гамильтоновой системе с естественным 

гамильтонианом Н(х, у).
II. <т00 =  0# А =  0, к =  0 (Lt = 0, 12 = 0).
Одновременное обращение в нуль А и У приводит к системе

(  х  =  y  +  ^ x ( ^ f -  +  а10х  +  <т01у )

Д  Д о  ^ А У (14)У =  -X  +  -  У (_—  +  а 10х +  <т01у  J

Эта система интегрируется в замкнутой форме. Для этого достаточ
но перейти к полярным координатам fl, (р. Получим

р  =  ? f p  +  і  (ff10 cos <p +  a01 sin <p)f?, <p =  - 1,

р „ е - ^  « , + 3 6 )
P = --------------------------------------------------------------------------------- im z

l+ p 0(36(r01+6a00a10) - p 0((36cr01+6(T00a10) cos (р-(36а 01- 6 а 00(Т10) sin y )e  2 *

ИЛИ

p{  1 + p 0(36a01 + 6(J00cr10)) =  p0((36a01 + 6a00a10)x  -
7 _£МФ—(36<r01 -  6<x00cr10)y + cr00 + 36)e 2 v ,
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в частности, при (Xqq ■■■“** 0 1 Pq ̂  ̂ ^01) ”**" 3 6Pq ( "̂oі ^ ОоіУ +  1) .

III. 0bo =  О, Я =  0, cos(ß -  30) = 0 (Li = 0, L2 =  0).
Отметим предварительно один частный случай системы (1) 

z = —s + a s2 + b z 2,

s =  z (  1 + cs), (15)
и выпишем ее интеграл W(s,z) :

1) а = 0,Ь =  0, с =  0, W(s, z) =  s2 +  z 2;

2) a gfc 0, b =  О, с = О, W(s,z) = s 2 + z 2 —j S 3;

3) а Ф 0, b = 0, с Ф 0, W(s,z) = z2 - ^ s 2 + s - ^ ~ l n | l  + cs\;

4) b ^ O ,  c =  0, W ( s , z ) = e ~ 2bs( z 2 + ^ s 2 + ^ s + ^ ) - ^ ;

7̂  0.4-C
5) b Ф 0, с Ф О, с Ф b, с Ф 2b, W(s, z ) = ------^  H------------------ +

(l+cs)~c~ b c2(l+cs)~F

, 2 (2a+c)  4—  . а ґл і  а+с 2(2а+с) а чJ ( l  + CS)c  + — — ( l + c s )  сс2(с—2Ь) с2(Ь-с) с2 b с-2'b b-cJ

Q\ Ь ф О c = b Wfs z) = z2...+ -...— -----2(2а+ьІ + —lnll + bsl + ^ - -5 ' n  ' ; (l+bs)2 b3(l+ös)2 b3(l+bs) b3 1 1 b3 ’

7) b Ф 0, с = 2b, W(s,z ) = ^  + _ 2 g l _  +  2 ± їin |i +  2Й5 [ -

Теорема 1. Если выполнено условие

(Too =  О, Я =  0, 0 =  0* =  £  +  —  7Г, к Є {0 ; ± 1 ;  ± 2 ;  3},3 6
то состояние равновесия 0(0,0) для квадратичной системы (9) являет
ся центром, и с помощью преобразования поворота на угол 

ß  fc+i
Т =  — ----------—  Ж система приводится виду (15):

й = г7 -  ( ( - 1 ) ку  + j)uv, V = - u  + ^ ( - l ) ' t+1u2 + ( j ( - l ) fc - ^ ) v 2, 

где a =  ( - l ) ' c+1 j ,  b =  | ( - l ) k -  j ,  с =  y ( - l ) ' c+1 -  j,

/ ß  k + 1s =  и =  cos -  H------
>3 3

\ ■ fß  I \ttJ x - s m ( j  + —  ttJ y,
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z  — V =  s in  ( j  +  х  +  COS ( j  +  ~ ~ 7 Г ^  у  , /с Є { 0 , + 1 ,  + 2 ,3 } .

В справедливости утверждения убеждаемся подстановкой указанных 
параметров в систему (13). Интеграл системы (9) получим из интегралов 
системы (15) с учетом условий на а, Ь, с.

IV. <т00 = 0, в = -a ,  4ycos(3a + ß ) + Asin4a = 0 (Lt = 0, L2 = 0).
Теорема 2. Если выполнено условие

<т00 =  0 , 0  =  - а ,  4 у  c o s ( 3 a  +  ß)  +  A s in 4 a  =  0 , (16)
то состояние равновесия 0(0,0) для квадратичной системы (9) является
центром, и система с помощью преобразования поворота на угол т = а 
приводится к виду (15):

й =  V 4- —~—и 2 +   ̂(у  s i n (  За +• ß) — j  c o s  4а +  j  )  {у 2 — и 2),

V =  — и — і  — 6 у s i n (  З а  +  ß )  +  —Я c o s  4a)tn i j .  (1 7 )

В этом убеждаемся подстановкой указанных параметров в систему 
(13).

Чтобы полностью учесть зависимость (16) между параметрами рас
смотрим следующие два случая.

1) cos (За  4- /?) и sin4a одновременно обращаются в ноль, т.е. 

а = а т = —ж , т  Є {0, ±1 ,  ±2, ±3,4}, ß  = —З ат + ^тг ,
4 ' 2

к Є {0, ±1 , ±2 ,3}, А, у произвольны.
Система (17) принимает вид системы (15):

й -  V + (5 + j ( - l ) k + Л(1+32(~ :°  }) Ц2 + \  (гС -І )* "1 + Я(1~ (~ і:і V2 ,

V = — и — і  (~y ~ + 6 у (—1)* +  ^А ( —l ) mj  vu,

где й = - (:  + г ( - ц *  + * 1± £ 222) , a = i ( yC_ 1) t _ ^ 5 ) >

С = \ і ~ - Ь У( - 1 ) к + \  A ( - l ) m) ,

Z = —U =  — COS n j  X +  s in  ( j  +  rrj y,

(ß fe + 1 \  (ß fe + 1 \5 =  V =  sin ГJ +  —  7ГJ X +  cos ( -  +  —  7Tj у .

Интеграл системы (9) получим из интегралов системы (15) с учетом 
условий на а, Ь, с.
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2) cos2 (За  + ß)  + sin24qc Ф 0. Положим А =  4р cos (З а  + /?)

и Y =  ~~Р sin4a, р -  произвольный параметр. Система (17) принимает 
вид системы (15)

й = V +  ~ (2г +  р(3 cos(a — ß)  + cos (За  + /?)) ) и 2 —

- | (  cos(a -  /?) -  cos (За  + ß)  ) v 2, 

v = — и — ^(p(cos (За  + /?) + 3 cos(a — ß) — r)vu),  

где b = — -  (2 r +  p(3 cos(a -  ß)  + cos (За  + /?)) ) , 

а =  ~ ( cos(a — ß) — cos (За  + ß)  ),

с =  ~ ( - r  + p(cos (За  + ß)  + 3 cos(a -  /?))),

//? , k + i \ , . f ß  t fc+i \Z =  —u  =  -  COS (■“  +  —  7Г I X +  Sin ( ”  +  — n J y,

/  /? k+ 1 \  Ґ ß  fc+1 \s =  г? =  sm ( -  +  —  7Г) X +  cos ( -  +  —  7rJ у .

V. (Too =: 0, б =  — cc, г =  — — A (L1 =  0, L>2 =  0, =  0).

Теорема 3. Если выполнено условие:
1 А.

а00 =  0, в =  - а  , г = - - А  , у =  -  - s i n ( a - ß ) ,

то система (9) преобразованием поворота на угол т = приводится к

, А . a + ß  . X a+ßвиду и = 17 Н— sin —- ш ? . V = —и  —  cos---- uvJ 2 2 ’ 2 2
и интегрируется в замкнутой форме.

В этом убеждаемся подстановкой указанных параметров в систему 
(13).

VI. Стоо = 0, 0 =  —а, г = — jA, у = — js in (a  — ß ) (L-l = 0,

L2 = 0, L3 =  0).
Теорема 4. Если выполнены условия

Стоо =  0, в =  - a  , г = -  jA, у = jsin(/? -  a ) ,

a —ß
то система (9) преобразованием поворота на угол т = —— приводится к
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V —

V  =  —  и
. a+ ß  ry a + ß  \sin —  V — 3 cos— - u j v .

2 2 )
В этом убеждаемся подстановкой указанных параметров в систему (13).

При дополнительном условии а  + ß = (к =0, 1, ...) система при

нимает вид (15) и интегрируется.
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