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ЕМ  ОВСИНЭК

О НАХОЖДЕНИИ ПАРАМЕТРОВ 
МАТРИЦ МЮЛЛЕРА ЛОРЕНЦЕВСКОГО ТИПА 

ПО РЕЗУЛЬТАТАМ ПОЛЯРИЗАЦИОННЫХ 
ИЗМЕРЕНИЙ

В предположении, что оптический элемент описывается матрицей Мюллера 
лоренцевского типа, развита методика нахождения 3-мерного комплексного век­
тор-параметра Федорова соответствующих матриц Мюллера по результатам поля­
ризационных измерений при известном в литературе специальном выборе четы­
рех зондовых пучков света.

Для аналитического описания состояния поляризации света исполь­
зуются 4 параметра Стокса [1]. При любом линейном оптическом про­
цессе параметры Стокса падающего пучка линейно преобразуются в па­
раметры Стокса вышедшего пучка с помощью матрицы Мюллера [2]; 
любой оптический элемент описывается своей матрицей Мюллера. Поляри­
зация света может описываться также в рамках формализма Джонса [3-6]; 
при этом состояние поляризации света задается 2-мерным комплексным
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вектором, линейные оптические элементы описываются 2-мерными мат­
рицами Джонса.

Стоит отметить, что 2-мерный формализм Джонса пригоден только 
для описания полностью поляризованного света, в то время как форма­
лизм Стокса применим также и для описания частично поляризованного 
света.

Теория матриц Мюллера недеполяризующих оптических систем раз­
вивалась в работах П.И. Ламекина [7-14]. В частности, были описаны 
собственные поляризации всех типов недеполяризующих оптических 
систем; в рамках формализма матриц Мюллера построена общая класси­
фикация недеполяризующих оптических систем; построены полярные 
формы матриц Мюллера недеполяризующих систем.

В настоящей работе основное внимание уделяется другим аспектам 
теории матриц Мюллера. Известно, что при описании полностью или 
частично поляризованного света существенную роль может играть груп­
па псевдоортогональных преобразований, изоморфная группе Лоренца. 
Это означает, что техника оперирования с преобразованиями Лоренца, 
хорошо развитая в релятивистской физике [15-19], может сыграть суще­
ственную эвристическую роль при анализе вопросов оптики поляризо­
ванного света. A.A. Богушем и др. были инициированы исследования 
теории матриц Мюллера с акцентом на их групповой структуре, в част­
ности, на группе псевдоортогональных преобразований, изоморфных груп­
пе Лоренца [20-27]. При этом была описана общая факторизованная струк­
тура возможных матриц Мюллера, показана эффективность применения 
параметризации Федорова в теории матриц Мюллера лоренцевского типа, 
найден способ построения 4-мерных спиноров Джонса для частично по­
ляризованного света, выполнен теоретико-групповой анализ степени нео­
пределенности матрицы Мюллера оптического элемента из результатов 
одного поляризационного измерения, построена классификация возмож­
ных вырожденных матриц Мюллера с нулевым определителем.

1. Действие лоренцевских бустов на частично поляризованный свет

Рассмотрим применение лоренцевских преобразований в контексте 
формализма Мюллера. При этом будем использовать аналогию между 
4-векторами Стокса частично поляризованного света и 4-векторами ско­
рости массивных частиц в релятивистской кинематике:

Г = ( / , /р ) ,  Ua = (U°,U° \ ) ;
эти две 4-мерные величины ведут себя одинаково относительно лорен­
цевских бустов:

ch ß  -е sh ß
-esh/? [^+(ch ß-\)e^j]L = e =1. (1.1)Эл
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Такой буст действует на стоксов 4-вектор согласно
Г -  I (ch ß -  sh ß  ер), /'р' = /  [ -  sh ß е + р + (ch ß - \ )  e(ep) ]

или

= p' = ~sh /?<+Р + (сЬ /і- і)е (е р )  ( 12)
ch ß -  sh ß  ep

Рассмотрим несколько специальных случаев.
Первый:

е р = 0,  I' - 1  ch ß , р' = ^ ± *  (1.3)ch ß
Второй:

р = +ре, I' = I (ch ß -  sh ß  р), p' = р'е= —-  f  + Ch f  P- e- (1-4)
ch ß -  sh ß p

При этом существует “система отсчета покоя”, в которой частично 
поляризованный свет выглядит как естественный свет:

L0 = Lo(Ä),n), th ß0 = p ,  

р' = О, Г  = 1  (ch Д, -  sh0 /? th Д,) = . (1.5)
°h А,

Третий:

р = - р е ,  I' = I (c h ß + sh ß  р), р ' = p'e = - Ŝ  + Ĉ P e; (1.6)
---------  ch ß  + sh ß p

здесь также существует аналог “системы покоя” L0, в которой частично 
поляризованный свет выглядит как естественный.

Теперь рассмотрим роль релятивистского эллипсоида в поляризаци­
онной оптике. Исходим из преобразования Лоренца (Мюллера) (1.2). 
Учитывая тождество

= -  ' - r 2 = l c h ß '-~/ß ( ' P)f  <»•*>

и затем исключая переменную р
_ р' + е sh ß  + (ch ß - 1) e(e р')

^ ch ß + sh ß  e p'

ch ^ - s h  l(ep)=  1 — 7, (1.8)
ch ß  + sh ß  ep

приходим к соотношению
p '2 = ( \ - p 2)(ch ß  + sh ß ер’)2, (1.9)

которое представляет собой уравнение эллипсоида, ориентированного 
вдоль вектора е.
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2. Действие лоренцевских бустов 
на полностью поляризованный свет

Рассмотрим действие мюллеровских (лоренцевских) бустов на пол­
ностью поляризованный свет (аналог изотропных 4-векторов релятивист­
ской кинематики), описываемый 4-вектором Стокса

Sa =(I,In), п2=1. (2.1)
Относительно лоренц-мюллеровских бустов (1.1) стоксов 4-вектор (2.1)
преобразуется согласно:

/■ = / ( c M - s M « n ) ,  ,.  = - sM *  + ‘ +(cM-l)e(en) (22)
ch ß -  sh ß  en

Можно выделить несколько специальных случаев.
Первый:

еп = 0, Г = 1 chß ,  n' = n ~sh^ e . (2.3)
-------  ch ß

Второй:
e = + n, / ' = I (ch ß  -sh  ß )  = I e 0 ,

, -sh /? n + n + (ch /? -1) n /nn = ------ --------- — - — — = +n. (2.4)
c h ß - s h ß

Третий:
e = - n ,  I' - I  (ch ß  + sh ß )  = I e+ß ,

n. = sh/jn + n + ( c h ^ - l ) n =+n
ch ß  + sh ß

Отмечаем, что известный факт отсутствия “системы покоя” для изотроп­
ных 4-векторов в релятивистской кинематике проявляется в оптике как 
невозможность преобразовать полностью поляризованный свет в есте­
ственный.

3. Об измерении параметров матриц Лоренца-Мюллера

В книге Снопко [28] изложен способ восстановления 16 элементов 
матрицы Мюллера (причем не обязательно лоренцевского типа); метод 
основан на использовании специальным образом выбранных зондирую­
щих пучков света (одного естественного и трех полностью поляризован­
ных). Естественно поставить вопрос о выделении из общей методики [28] 
специального случая матриц Мюллера лоренцевского типа. Эта задача 
решена в настоящей работе.

Изложим алгоритм нахождения матриц Мюллера произвольного оп­
тического элемента (пока без всяких ограничений к классу, сопостави­
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мых с лоренцевскими матрицами Мюллера) [28]. Первым зондирующим 
пучком света выбирается естественный свет

5(в0) =(/,0,0,0) гг а 
(̂0)

м  =

s о о W0, m 02 m 03 J  — c °1 ~ ‘-*(0) 5(0)
W10 mn w,2 0 %
m20 m21 m22 m23 0 %
m30 m31 m32 m33 0 %

Що1 ~ s {0) mlQI — , ^ 20̂ 2 '

(0) ’ (3.1)
Следующие три зондирующих пучка выбираются полностью поляризо­
ванными, причем специального вида. В результате получим

5*) =(/,/,0,0) гга
(̂1)

ооS
w o. m 02 m 03 7

™10 w n O T ,2 т із / %
m20 Щ] m22 w 23 0

m 30 m 3i m32 '"зз 0

м

S l + m J - S l ) . 5(0) +ти1 — 5(1)

(̂о) +m2lI  5^ 5 ( 0) +  m3lI  - • S'3' (3.2)

( 2 )

м  =

= (/,0,7,0) => ea
(2) ’

m oo m02 ™03 I S<2)
Що m u ™12 w ,3 0 5(2)
m 20 m 21 m22 w23 I %
m30 ™3. m32 w33 0 %

*02̂  —c°'
(2) ? 5(0) m\2̂  '- 5 '

SL+m„I = S?
( 0)

(0) ■' "l22x ~ w(2)

(̂3) ~ (A0,0,/)

5(0) + ууі̂ і  5(2)

9а(̂3) :
m oo щ , w02 m03 I 5(3)
Що /я,. щ2 щ3 0 %
Що m2, m22 m23 0 %
Що w31 Щ 2 m33 I 5(3)

M  =

*(0) + m 03J  -  S(°3) :

5(o) + ̂ 23  ̂— S(3)

?(0) + mJ  S(3)
5(0) + ш33/  ■ - S'3'- ^ ( 3 )

(3.3)

(3.4)
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Полученные системы уравнения приводят к следующим явным вы­
ражениям для 16 элементов матрицы Мюллера:

Щ0 5(0)// ,
ггО ' гг (У
°(1) “ (̂0)

Що Sm/ I , ш20 S(0)/ I , т30 S ( J I ,io (̂0)'
с1' _ с1' 

° ( 1) ° ( 0 )
гг2' _ п2' 
°0) °(0)

'30 ^(0)'

пгЗ' _  « 3 '  
*0) °(0)

п О ' ггО ' 
(2) ~ (̂0) ( 2 ) ° ( 0 )

с2' _ с2' 
( 2) ° ( 0)

е3' _ с3' 
( 2 ) ° ( 0 )

п О ' ггО ' 
(̂3)“ °(0) с1' -°(3) °(0)

г<2' _ п2'
°(3) °(0)

ггЗ' _ оЗ'
°(3) °(0)

(3.5)
Нас будет интересовать случай, когда матрица Мюллера изоморфна 

матрице из группы Лоренца. Это означает, что мы должны учесть для 
четырех пар векторов Стокса условие инвариантности “релятивистской 
длины” gahSaSh = gahSa'Sb’:

I2 =  Ц 00))2 -  (S'(o))2 , 0 =  ( ^ , ) 2 -  (S'(i))2 ,

0 =  ( O 2 -(S '(2 ))2 > 0 = (5 (o3'))2 - ( s ' (3))2 • (3.6)
Сначала рассмотрим более простую задачу, предполагая, что матрица 
Мюллера изоморфна матрице из группы 3-мерных вращений:

М =

1 0 0 0
0 mu т\г щ з
0 m2] m22 m23
0 тъ\ тъг

При этом система (3.5) принимает вид
1= 1, 0 = 0, 0 = 0, 0 = 0,

0 = 0, mu
/  ’

rr2'
0)= ~ Y >

e3'
™ _ (1) m31 —  ̂ .

0 = 0, mn 5(2)
I  ’

rr2'
(2)m22=~Y>

e3'(2)m32=-J~■

0 = 0, mn
e1'_ Л(3)
I ’

rr2'
(3)m23=^f-

e3'0)тзз=—̂

(3.7)

(3.8)

дополнительные условия упрощаются
/ 2= / 2, I 2 = (S 'o))2 , I і ={S'(2))2 > і 2 = (S '(3))2 • (3.9)Эл
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Согласно (3.8) матрица (3.7) представима в виде (следим за трехмер­
ной матрицей)

М =
5(0 5(2) %
Ч) 5(2) Ч, (3.10)

% 5(3з)
Определитель этой матрицы (для группы вращений он должен быть 

равен +1) равен

det М = -  
I а2 К С2 = 7з" a(b X с) = 1. (3.11а)

Если воспользоваться вектором поляризации S = /  р , то полученное ог­
раничение можно представить как

Р'(1)(Р'(2)ХР'(3)) = 1- (3.11b)
Отметим, что эти три вектора нельзя рассматривать как не связанные 
величины, поскольку они получены в результате действия одной и той 
же матрицы на вполне определенные начальные векторы поляризации:

р(1) =(1,0,0), р(2) =(0,1,0), р(3) =(0,0,1). (3.11с)

Три вектора р'(1),р '(2),р'(3) являются единичными, ортогональными друг 
другу и составляют правую тройку.

Матрица (3.10) должна быть отождествлена с ортогональной матри­
цей из группы SO(3, R)

- 2 п0п3 + 2и,и2
1-2 (п%+п?) 

+2п()п1+2п2п3

+2п0п2+2п̂ пъ 
-  2п(]п1 + 2п2п, 

1 -2(п*+п1),
(3.12а)

1-2 («2 + < )
О = +2п0п3+2п1п2 

-2п(}п1+2п[пі

Параметры подчинены условию
n l+ r f+п2г +п1 =+1. (3.12Ь)

Дальше воспользуемся (с небольшими изменениями) развитой в [18] 
методикой. Вычисляем SpM и находим п0:

Sp М  = (Я^ + S*2) + 5(33))/7 = рх(1) + рг(2) + р\г),

2п0 = л] Р(\) + Р(2) + р\ъ) + 1 • (3.13)
Выделяем в матрице антисимметричную часть матрицы Mas = (Л/ -  М)/2 
и приравниваем ее к Оа? = ( 0 -  0)12:

0 (Р( 1) Р( 2)) (Рр,-Р(п) 0 -2и0«з +2«0«2
(Ро)-Р(2)) 0 -(Р(2)-Р(3>) = +2п0п, 0 -2и0и,

-(Аз)-Ао) {Р(2) _ Р(3)) 0 - 2"№ +2 iy\ 0
(3.14)Эл
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В результате получаем

1
2«0«1 =Т(Р(2)-ЛЗ)) => =

3 '  _  2 '

Az) ~ Лз)

2«0«2=^(Ро)-Р(1)) => «2 =

2\/ Р(1) + Р(2) + Р(3) + 1

^3)~Лі)
2"\/ Р(\) + (̂2) + Р(3) +  1

2«о«з = ■;(Р(і) Р(2))
Рт_Р(2)

2 V  P o )  +  P p )  +  Л 3з ) + 1

(3.15)

Отметим, что согласно методике [26] для восстановления матрицы 
Мюллера в 3-мерном случае достаточно было только двух пар векторов. 
Здесь используются три пары.

Возвращаемся к 4-мерной матрице Мюллера

(3.16)

* ( 0 )
с о ' _  с о ' 

° ( 1 )  ° ( 0 )
С О ' 0 0 '

(2 ) (0 )
С О ' 0 0 ' 

° ( 3 )  ° ( 0 )

1 % С 1 ' _ С 1 '  
° ( 1 )  ° ( 0 )

С 1 ' _ С 1 '  
(2 ) ° ( 0 )

0 1 ' _ с г
° ( 3 )  ° ( 0 )

I % С 2 ' _  0 2 ' 
° ( 1 )  (0 ) S2' -S 2' (2 ) (0 ) 5(зГ%

% С З ' 0 3 ' 
° ( 1 )  ° ( 0 )

с з ' _ с з '  
(2 ) (0 ) ^ З Г ^ О )

и введем следующие обозначения:
гг <эг' _ 77 Я оя' _°(0) — Г ’ °(1) “ 71 ?

Тогда получим

М = -

°(2) ~ Л 5 s;3) = c°. (3.17)

F 0 0 1 о bö 0 1 ’Ч о C°-F°
F1 B]- F ] 5,і0

F 2 A2- F 2 B2~F2 C2- F 2
F3 В3-Fi O - F 3

(3.18)

Отождествим матрицу (3.18) с матрицей из группы Лоренца и вос­
пользуемся развитой в [29] методикой восстановления параметров мат­
рицы Лоренца по ее явному виду (в главных моментах она совпадает с 
развитой в книге Федорова [10], отличия связаны с переходом к спинор- 
ной накрывающей SL(2.C) для группы Лоренца 1?+). Изложим кратко 
этот алгоритм. Матрицу собственного ортохронного преобразования Ло­
ренца можно представить следующим образом:

Lb\ k ,  Г )  = Гь[ ~8°с к" К + кс Г* + К ка + і єсапт * „ * ;] , (3.19)
где öl -  специальный (отличающийся от обычного) символ Кронекера:

Sb =

0, если сфЬ\
+1, если с = Ь = 0;

-1, если с = Ь = \, 2, 3.
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Удобно 4-мерный параметр -  вектор ка разложить на действитель­
ную и мнимую части:

к0 = т0 — і п0 — А е'К , k = (k j) = m -  in (3.20)
и представить матрицу Л (Lah = $са Ась) в виде суммы симметричной и
антисимметричной частей Л = (5 + Л): (использованы обозначения: 
(п • п)у = п, Hj im • т)у = т, mf , (£*)у = siJk Ък)

А2 + in2 + п2 2 \п ш ]
2 [п т ]  -А2 +т2 + п2- 2 т » т  — 2п»п

S =

А = 2 А
0

(3.21)
-{in COS К  -  п sin к )

(in cos к — п sin кг) (in COS К  +  п sin к)х
Учитывая характер зависимости элементов матрицы А от параметра 

к, фазы комплексного числа к0, вводим трехмерные векторы М и N :

м COS К -sin К т
N sin ЛГ COS К п (3.22)

Тогда для матриц S и А получаем представления

’-+ M 2 + N2 2 [NM\
2 [NM] -А2 + м 2 + ü 2 -  2 М • М -  2 N • N

S =

А = 2 А 0
+М

-м
N х

(3.23)

Соотношения можно переписать как комплексное равенство
е ' К k = е~'К (in -  і Pi) — М — і N

и, соответственно, условие единичности детерминанта матрицы В(к) 
можно представить в виде

А2 -  ( М  -  і N)2 = е~2ІК . (3.24)
Сформулируем правило для нахождения по явному виду матрицы 

Lab отвечающего ей параметра ка. Прежде всего, поскольку выполняется 
равенство

Sp L = 2 (g«" + f  “ ) knkl=  4 k0 к; =4 А2, (3.25)
то по значению Sp L нужно вычислить величину А. Затем по антисим­
метричной части А матрицы Л с учетом уже известного выражения для 
А определяем векторы М и N. И наконец, по найденным таким образом 
величинам (A ,M ,N )  восстанавливаем параметр ка:

(K ,k j )=  , *1 ,  (A , M - i N ) ,  (3.26)
^A2- ( M - i N ) 2
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где (±) отражают возможность нахождения спинорного преобразования 
из векторного только с точностью до знака.

Применим изложенный алгоритм для нахождения параметров мат­
рицы М из (3.18). Вычисляем след матрицы М и параметр А

2Д = ±.
F0 +(А'-F' )  + (B2 - F2) + (С3 - F3) (3.27)

По матрице М находим матрицу А

л Л
I

F
- F 1
- F 2
- F 3

(A°-F°) 
-(Al- F l) 
- (A2-F 2) 
-(A3-F 3)

(.B ° - F °) 
~(B'~F') 
- ( В2- F 2 ) 
- ( B3- F 3)

(C° -F°)  
- ( C '- F 1) 
- ( C2~ F 2) 
- ( C3- F 3)

Вычисляем антисимметричную часть и отождествляем ее с антисиммет­
ричной частью матрицы Лоренца

_1_

21

0 -F° + Fl + A° -F°+F2+B°
Fo-F-Aо 0 -B '+F'+A2- F 2
Fo- F 2-B° B'-F>-A2+F2 о
F °-F 3-C° 0 - F l-A3+F3 C2-F 2-B3+F3

-F°+F3+C°
-C '+ F '+ ^ -F 3

-C 2 + F2+B3-■ F

= 2 A

Отсюда следует, что справедливы соотношения:

0 -M 2 -M 3
Mx 0 - n 2
M2 -N3 0
M2 n 2 -N x 0

F° -  F 1 -  Л°
21

F2- F 3- C 2+B3

: 2 AM,, F - F  -  В 
21

= 2AM2 , ■C°

= 2AN‘, —— -  —- +— _ 2A/V2

21

F ' - F 2-B'+A2

= 2AM,

= 2 AW3. (3.28)
2/ ' 2 1  ' 21 

Ответ можно представить в более краткой форме, если перейти к 
3-мерному вектор-параметру Федорова

т.е.

Ч\ 2/

.k  .М-ЯЧq = і —  =  i ----------
К А

,(F° -  A0) - F l -i[(F2 -  F3) - (C 2 -  В3)]

(3.29)

F°+(Al - F l) + (B2- F 2) + (C3- F 3)

(F° -  Д°) -  F 2 -  z[(F3 -  F 1 -  (A3 -  С')] 
?2~ 1 F°+(Al - F l) + (B2- F 2) + (C3- F 3)
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Чъ = 2І
. (F° -  С0) -  F2 -  i[(F} - F 2) - ( B ] -  A2)] (3.30)

F° +(A'-F') + (B2- F 2) + (C3- F 3)
Для контроля полученных формул рассмотрим простой пример. Пусть 

имеется матрица Мюллера лоренцевского типа

М = 1 =

cosh ß  0 0 sinh ß
0 1 0  0
0 0 1 0

sinh /? 0 0 cosh ß

Тогда имеем
/coshß . С1'

ö (0)
■ Fx= 0,

= А0 = I  cosh ß , 

S(°2) = B° = I cosh ß ,

-  A1 -  I,

S). 0,

s 20) = f 2= 0,

S2n =A2= 0, 

S l = B 2=I,

sf0) = F3 = /  sinh ß , 

S'* = A3 = /  sinh ß , 

S3' =B3= /  sinh ß ,

S*3) =C° = I (cosh ß  + sinh ß ) , S(3) =С’ =0,

S23) = С2 = 0, S33) =С3 - I  (cosh ß  + sinh ß ) .
Следовательно, формулы (3.30) приводят к требуемому результату

ql= 0 q2= 0, sinh ß ■ , ß= -/tanh —.
cosh ß  +1 2

Автор благодарна В.M. Редькову за интерес к работе и полезные 
советы.
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