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АНАЛИЗ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ МАТРИЧНОГО УРАВНЕНИЯ 

ЛЯПУНОВА -  РИККАТИ 
(правосторонняя регуляризация)

Получены конструктивные достаточные условия однозначной разреши­
мости периодической краевой задачи для матричного дифференциального 
уравнения Ляпунова -  Риккати и  априорная оценка области локализации 
решения. Исследован итерационный алгоритм построения решения, основан­
ный на вычислительной схеме классического метода последовательных при­
ближений.

Введение
Рассмотрим краевую задачу

^  = A { t ) X  + XB(t ) + X Q (t ) X  + F( t ,X ) ,  X(t)  є Кпх”, (1)

X ( 0  ) = X(co), (2)

где t e l ,  A, В, F e С (Z)-,R"X"). Предполагается, что мат­

рица-функция F ( t , X ) в области D- = {(t ,X) :t є I, | |x ||< p j  удовлетво­

ряет относительно X  условию Липшица (локально); F(t ,0 ) ^ 0 ;

/  = [0,<у], со> 0, 0 < /3 < оо.
При Q = О двухточечная краевая задача качественными методами ис­

следовалась в работе [1], конструктивными методами [2] -  в [3-5], с 
периодическими краевыми условиями -  в [6-8] (в этих работах исследо­
ван невырожденный случай с двухсторонней регуляризацией).
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Основная часть
Примем следующие обозначения:

W
Dp = {(t,X): f e / ,  \\X\\<p},D = {X(t):\\x\\c <p}, B{co)= \В(т)сіт,

0
ў = ||5"1(<о)||, а = max||j(/)||, /? = тах||Я(0||, <J = max||ß(0||, h = max|F(?,0)|, 

f  і
<p(p) = fÖ0) \+-ßco p  +yco

q(p) = fSo)(ß(o + 2)p + ̂ fßo)1 (a + ß  + L) + y(o(a + L), ||x||c = max \\x (t )||;

где 0 < p < p ,  t e l ,  L = L(p)> 0 -  постоянная Липшица для F { t ,X ) в 

области Dp, I • I -  норма матриц (.S' и Г), удовлетворяющая мультипли­

кативному неравенству ||5Т|| < Ц̂Ц • ЦгЦ, например, любая из норм, приве­
денных в [9, с. 21].

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия:
det5(ft>)*0, (3)

(Р{Р)^Р, (4)
q(p)< 1. (5)

Тогда в области Dp решение задачи (1), (2) существует и  единственно,

при этом справедлива оценка ||х||с <(р(р).
Доказательство. Используя условие (3), выведем матричное интег­

ральное уравнение, эквивалентное задаче (1), (2).
Пусть X(t) -  решение задачи (1), (2). Тогда из (1) имеем

/
X(t)  = х (0 )  + £ л (г )Х (г )  + Х(т)В(т) + X ( t)Q(t) X ( t) + F (r,X (r))]  dz.(6)

0
Полагая в (6) t = co, получим на основании условия (2)

со

J [^ (r)X (r)  + X (r)5 (r)  + X (r)0 (r )X (r)  + F ( r ,X ( r ) ) ] j r  = O. (7)
0

Запишем соотношение (7) в следующем виде:
со со

рС (г) B(r)dr = -  j]~А(т)Х(т) + X  (t)Q(t) X ( t) + F {т, X  . (8)
о о

В (8) воспользуемся тождеством типа [2, с. 47]:

a + L + ̂ ßo)(a + ß  + L) p + ycoh I \ +—ßa> | ;

W l T \  (О CO

jx(r)jß(r)<ir = X{t)B(co)~ J(c/X(r)) |ß(cr)öf(T + |B(cr)fifcr (9)
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Соотношение (8) на основании (9) и в силу (1) можно записать в 
следующем виде:

X(t)B(a>)= ^ A ( z ) X ( z )  +  X ( z ) B ( z ) +  X ( z ) Q ( z ) X ( z ) +
О

( т \  со

F (r,X (r))J  Jß(cr)c/cr d r -  j [^ ( r )X (r)  + X (r)5 (r)  + X(r)<g(r)X(r) +
V o

+ F (r,X (r))j JB(^a)da d r -  j^^ (r)X (r) + X (r)g (r)X (r)  + i7’(r,X(r))J<ir.
V T J o

Так как согласно (3), detß(&>)^0 то отсюда получим матричное ин­
тегральное уравнение

* ( 0  = j  j [ 4 r ) X ( r )  + X(z)B(z)  + X (z )Q (z)X(z )  +

( т Л  со

+ F (r,X (r))] jß(cr)Jcr d z - ^ A ( z) X ( z) + X ( z)B(z) + X ( z)Q(z) X ( z) +
V o  J  t

f  со Л  CO

+F(r,X (r)y] |в(сг)с/сг d z - J [^ (r)X (r)  + X (r)g (r )X (r)  +

( 1 0)

V  Г J 0

+F(z ,X(z))^dzjB '(a>).

Уравнение (10) можно записать в следующем виде:
со

X(t)= ^ A ( z ) X ( z )  + X(z)B(z)  + X(z)Q(z)X(z)+F(z ,X(z) ) \K(t ,z )dz
О

CO

-  j [ x ( r ) 5 ( r )  + X(z )Q (z)X(z )  + F(z,X(z)]\dzB~l (со),

где

K(t,z) =
|b(<t)Jct5 *(<у), 0<z <t <co,
0

CO

- |b(ct)daB~l(co), 0 <t<z<co.

Верно и обратное: всякое непрерывное решение матричного интег­
рального уравнения (10) является решением задачи (1), (2). Для доказа­
тельства продифференцируем тождество (10). В результате получим
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dX(t) = [A(t)X(t)  + X(t)B(t) + X{t)Q(t)X(t)  + F(t ,X{t)) \d t .
Подставляя это соотношение в (10) и выполняя затем интегрирова­

ние по частям, используя известную формулу [9, с. 52], последовательно 
найдем

( I Т СО со

\^dX(r))  j5 (c r )J c r  |в (с г)^ /с г

о V O J  t V r

® 1 Ґ ( l Л '
- J [ j X ( r ) - X ( r ) 5 ( r ) J r ] p " 1( ^ )  =  l X ( t )  f e ( c j ) d a  -  JX ( T ) B ( r ) d r

о J I V O  у  о

Ґ  (O \  со со со Л

+X(0 jß(cr)c/cr -  J< ff(r)+ jx (r)5 (r)t/r  lß “'(<y) =

І
 CO Л CO

X(t)B(a>) -  JdX(z)\B-\a>) = X(t) -  \ d X ( r )B~l(©).

Отсюда имеем
со

Jäar(r) = o,

+

или
Х(іу) = Х (0).

А это и есть условие (2).
Исследуем разрешимость уравнения (10). Для этого запишем его в 

операторной форме
Х  = С(Х), (И )

где через £ обозначен соответствующий интегральный оператор в (10). 
Заметим, что оператор действует на множестве С(/,Ж"Х").

Покажем, что из условий (4), (5) следует выполнение принципа Ба­
наха -  Каччиопполи [10, с. 605] сжимающих отображений на множестве
D , то есть в замкнутом шаре ||х|| < р.

Проверим, что C (X )eD  для произвольной матрицы-функции 
X (?) є D . Выполнив оценки по норме в (11), получим последовательно

+

I
+ F ( r , X ( r ) ) J  |в (с г )^ с г  d r - ^ A { t ) X { t ) + Х(т) В( т)  + X ( t ) Q ( z } X ( t ) +
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+F(V,X(r))J jB(a)d<j d r - ^А(т)Х(т) +X ( t)Q(t) X ( t) +
Vr J o

+F(z ,X(z)) \dz  | Jß“1(® )|< 7:|j l |^ ( r )Z ( r )  + X (r)ß (r)  + X (T )ß(r)X (r)

(  T \ CO

+i7(r,X(r))|| js(cr)Jcr dr+ J  A{z)X(z)  + X ( z)B(t) + X ( z)Q(t) X ( t)

+

+
j t

+

CO CO

+ F (r,X (r)) | jß(cr)J(T d z + ^ A ( z ) X ( z )  + X(z )Q (z)X (z )
V r  )  0

,Р (г ,^ (г)) ||^т |< г  j  j f /|И(сг)|Исг1[(|И(^)|| + ||^(^)|)||^(^)||+ ||е(^)
J [o\o

с о / CO \  r

||^(r,X (r))||]rfr + ||я(<т)|| da  | ( |л ( г ) |  + \в(тЩ\Х (т)|| + \\Q(t)\\\\x  (r)||

COj-

И г’* ( т) ) [ Н + f l W O I k  (r ) l+ И 7) ! *  (Oll2+ И г>х ( 0 ) |0

s  f |/?  j r  [(a  + /г) |* (г ) | + S \ x ( r f  + ||f(r , X(r))||

CO r

+ß\(a>-r) (a  + /?)||x(r)|| + £ ||x (r) | + |F (r ,X (r)) |

^ІИ0 | М И ^ ( 0 )||

г +

+

dz\<

d z +

dz +

+ a\\X r + <

< ßa>[öpz +{a + ß  + L)p + h\+Sp2 + (a  + L)p + /г| = <p(p).( 12)

Из (12) на основании (4) следует соотношение

І а д і с ^ .  ( із )

Из (И ) имеем для произвольных X, X  є D:

£ ( Х ) - £ ( Х )  = { I A( z ) \ X( z ) - X( z ) \  + \ X( z ) - X( z ) \ B( z )  +Эл
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dr -

+

- p ( r ) ( i ( r ) - X ( r ) )  + ( i ( r ) - l ( r ) ) 5 ( r )  + i ( r ) ß ( r ) l ( r ) -
t

- X ( r ) ß ( r ) l ( r ) +Jp ( r , i ( r ) ) - F ( r , l ( r ) ) ] f jß ( C7)rfl
Vr у

- j [ j ( r ) ( i ( r ) - l ( r ) )  + i ( r ) ö ( r ) i ( r ) - X ( r ) ß ( r ) X ( r )

+ i7| r , X ( r ) j - i r (r ,X (r)^

Преобразуем следующее выражение: 

l ( r ) ß ( r ) l ( r )  -  X(z)Q(z)X(z) = l ( r ) ß ( r ) l ( r )  -  Х(т )Q(z)X(z) +

+ l ( r ) ß ( r ) l ( r )  -  X (r)ß (r) l(r )  = l ( r ) ß ( r ) ( l ( r )  -  в д )  + 

+ ( l ( r ) - l ( r ) ) ß ( r ) l ( r ) ,

dz ■

а затем оценим его по норме

l( r )ß ( r ) I ( r ) - ! ( r )Ö ( r )X ( r ) < 2/ос> Х(т)-Х(т)
Используя эту оценку, получим последовательно

IД І )  -  £(Х)|| < ў j  | л ( г ) ( І ( г )  -  Х(т)) + (1 (г )  -х(т ))в(т) +

1 ( г )е ( г )1 ( г ) -Х ( г )е ( г )Х ( г )  + ^ (г ,1 (г )) - ,Р (г ,1 (т ))  T\p(cj)da
о

+ ] ^ ( r ) ( i ( T ) - l ( r ) )  + ( i ( r ) - X ( r ) ) 5 ( r )  + l ( r ) ß ( r ) i ( r ) -
t

- X ( z ) Q ( z ) X ( z ) + f ( z J { t ) ] - F ( z , X { t ) )  a]B(o-)d
г

+ ] ^ ( г ) ( І ( г ) - Х ( г ) )  + І ( г ) е ( г ) І ( г ) - Х ( г ) б ( г ) 1 ( г )  + ,р (г ,І(г ))

dz +

й?Т +
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F(r^ ( r ) ) | * | < f | j [ ( | H ( r ) |  + | s ( r ) | ) | i ( r ) - l ( r ) |  + | | l ( r ) e ( r ) i ( r )  

-X (r)ß(r)X (r)||+  F(r,J-(r))-F(r,X (r)) i f  J|i(cr)||dcr')rfr +
V  o J

COr-

h Jf (M r)il+ ІІг М ІІ)рМ - *  (4 M ö M -% )- X(t)Q(t)X(t)

F (r ,X (r )j- .F (r ,X (r )) j J||£(ö-)|(/(7 dr +
A r )

Н И И  - У М - - Ў М  + k ( T ) Q ( r ) i ( t ) - X ( T ) Q ( T ) X ( r )

c/t-1< Y|/? (a  + ß  + 28p + L) j r |x ( r ) - X(z)

OJ _
+ß(ce + ß  + 2öp + L) J(fi) -  т) X ( z) -  X( z )

t

+ (a + 28p + £) | | l ( r )  -  X(r )

dz +

dz -

< yco ßco{2Sp + a + ß  + L) + 28p + a + L X - X = q x - x

Отсюда получаем оценку

£ ( І ) - £ ( Х ) X - X (14)

Из анализа соотношений (13), (14) видно, что неравенства (4), (5) 
являются условиями принципа сжимающих отображений применитель­
но к уравнению (11). На основании этого заключаем, что в шаре ||х | < р  
решение уравнения (И ) существует и единственно. Таким образом, зада­
ча (1), (2) однозначно разрешима в области Dp. При этом на основании
(12) справедлива оценка ||х||с <ср(р). Теорема полностью доказана.

Для построения решения матричного интегрального уравнения (10) 
воспользуемся классическим методом последовательных приближений 
[10, с. 605], [И, с. 53]:

= { J H r ) Х к(г) + X ,(z)B{z) + Х к{z)Q{z)Xk(г) +Эл
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(т
+F(r,X *(r))] $ { a ) d a  d r - І А( т) Хк(т) +Хк(т)В(т)

Vo J t

( ̂
+Xk {v)Q{z)Xk [t)+F(t,Xk (r))] jB(<r)dcr

+

dr -

-  l A { r ) X k (r) + X k (T)Q(T)Xk (r) + F(т,Хк ( r) )]dr \ b ~1 (й>), к = 0,1,2,...,(15)

где X 0(t) -  произвольная матричная функция класса С[0,й>], принадле­
жащая множеству D.

Используя условие (4), нетрудно доказать индукцией по к, что все 
приближенные решения, полученные по алгоритму (15), принадлежат 
множеству D . Основой доказательства является рекуррентная оценка

ІЫ ІС  Zf8G>\\ + ̂ ßo> \\\Xkfc +ya)

1

cz L —ßco^cc ß  L)

к = 0,1,2,...,

I I * .* І І С
+

+Y<A)h 1 + —ßcü
v 2 y

которую можно получить по аналогии с (12).
Изучим вопрос о сходимости полученной последовательности. Сле­

дуя известному приему [И, с. 54], этот вопрос заменим эквивалентным 
вопросом о сходимости ряда

x0(t) + (х,(о- x0(t)) + (x2(t)- xt(t)) + -  + (xk(t)- xk_t(0) +... (16)

Докажем равномерную по /є[0,<у] сходимость ряда (16). Для этого 
построим сходящийся числовой ряд, который мажорирует на [0,®] мат­
ричный функциональный ряд (16). Оценим ||^m+1( 0 ~ ^ m(0||> учитывая, 
что

X m+l( t ) - X m(t) = jr(Xm(t) ) -£ (Xm_{(t)), m = 1,2,... (17)
Выполнив оценки в (17), получим на основании (14)

К +,(0 -  X m(t)II = \\C(Xm(t)) -  C(Xm_x(t))\ <q\\Xm -  X m_x\\c,
т.е.

\Xm+x- X m\\c ^ 4 \ X m- X m_\c , m = 1,2,... (18)
На основе (18) получим явную формулу

»> = 1,2....  (19)

при этом
Используя оценку (18), нетрудно доказать с помощью известных 

приемов [10, с. 605], [И, с. 54], что последовательность {X k(t)}“ сходит-
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ся равномерно по t e l  к решению интегрального уравнения (10), при 
этом справедливы конструктивные оценки

\x - x A c ^ f ^ i x i - x Ac - * = 0,1,2,..., (20)

(21)1 q
Замечание. Приближенные решения, построенные по алгоритму (15) 

не обязаны удовлетворять краевому условию (2). В связи с этим следует
получить соответствующую оценку для |Х 4+1(й>)-Хм (0)||, к = 0,1,2,.... На
основании (15) имеем

dXk+l (t) = [A( t )Xk {t) + X k (t)B{t) + X k {t)Q(t)Xk (t) + F(t ,Xk (t ) j \d t . (22)
Подставляя (22) в правую часть (15) и выполняя затем интегрирование 
по частям, получим

|х , „  (и) -  Х ы  (0) + ] [ х м  (г) -  X, (r)]B (r)d r j  В-' (ш) = 0.

Отсюда имеем соотношение
со

= Xi+I (со) -  Х к+1 (0) = -  j[x*+1 (г) -  X, (г)] В(т)ат. (23)
о

Выполнив оценки по норме в (23), получим
со со

K . , II * 1-У ,,, W -  X, ( г )] .в(трт < Дл ( r | |  (г) -  X, (t)\dz <
о о

со

< ß  j||Xt+1 (г) -  X, (г)||dx < ßco\\XM -  x jc.
о

Отсюда на основании (19) имеем оценку
k M (® )--yM ( 0 ) | |£ ^ * K - X „ | |c , * = 0,1,2,.... (24)

Оценки (20), (21), (24) следует дополнить формулой для ||Х, — Х0||с. 
В случае Х0 = 0 эту формулу можно получить в конструктивном виде. 
В самом деле из (15) при к = 0 имеем

со со

Х ,(0= f i{r,t i)K{t,T)dT- ^(т,ЪутВ-х(со). (25)
0 0

Выполнив оценки по норме в (25), получим
со со

1-У,(Oils | |F ( r ,0)K(<,r )||A +  | |F ( r ,0)|rfr|£-'(<l,)||<
о о
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< h [t,т)\\dr + ycoh < ycoh —ft(o + \ .
r, 2 у (26)
0 V /

Используя (26), получим из (21)

(27)

Очевидно, оценка (27) будет эффективной, если
fcoh(ßco + 2)

2 (1 - ,)  - А
Легко видеть, что это соотношение выполняется при достаточно малых 
значениях h.

Итак, доказана
Теорема 2. Пусть выполняются условия (3)-(5). Тогда в области 

Dp решение задачи (1), (2) существует и  единственно. Это решение пред­
ставимо как предел равномерно сходящейся последовательности матрич­
ных функций, определяемых рекуррентным интегральным соотношени­
ем (15).

Основные результаты данной работы заключаются в следующем:
- в  невырожденном случае с правосторонней регуляризацией полу­

чено эквивалентное интегральное уравнение для периодической краевой 
задачи уравнения Ляпунова -  Риккати;

-  получены эффективно проверяемые достаточные условия однознач­
ной разрешимости указанного уравнения;

-  разработан алгоритм построения приближенных решений с вычис­
лительной схемой классического метода последовательных приближе­
ний;

-  выведены конструктивные оценки области локализации решения.
Эти результаты обобщают и развивают соответствующие результа­

ты, изложенные в работах [3, 8].
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