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УДК 517.544
А.Г. АЛЕХНО , А.Б. СЕВРУК

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ 
С БЕСКОНЕЧНЫМ ИНДЕКСОМ 

ДЛЯ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

В статье дан обзор основных результатов, полученных по указанной темати
ке за пятьдесят лет ее развития. Результаты первых двадцати лет прокомменти
рованы в [27, с. 95-103].

Краевые (граничные) задачи теории аналитических функций состо
ят в нахождении аналитических в некоторых областях функций, пре
дельные значения которых на границе удовлетворяют заданному соотно
шению. Постановка таких задач восходит к Б. Риману [31, с. 177], а 
первое решение линейной краевой задачи дал Д. Гильберт [51].

Центральное место в теории краевых задач занимает задача Римана 
(задача линейного сопряжения), классическая постановка которой тако
ва. Дан простой гладкий замкнутый контур L, разбивающий комплекс
ную плоскость на две области D+ и D~. Требуется найти функции 0 +(z) 
и 0 ”(z), аналитические и ограниченные соответственно в областях D+ и 
D~ , предельные значения которых на контуре удовлетворяют линейному 
соотношению

o +(0=G(/>i>-(0+g(0, t s L ,  ( і)
а заданные функции G(/)^0 и g(t) подчинены условию Гельдера

Полное решение задачи Римана дал в 1937 г. Ф.Д. Гахов [11], кото
рый ввел понятие индекса задачи

X -  JndG(t)=(2я)~' f d argG(t),
L

являющегося основной ее характеристикой. При исследовании этой за
дачи эффективным оказался метод представления аналитических функ
ций интегралом типа Коши. В 1940 г. И.Н. Векуа получил в замкнутом 
виде решение характеристического сингулярного интегрального уравне
ния (СИУ) с ядром Коши, сведя его к задаче Римана. Установленная 
тесная связь между краевыми задачами для аналитических функций и 
СИУ, а также сведение к ним ряда важных задач механики и математи
ческой физики способствовали интенсивному развитию теории краевых 
задач. Исследования велись по различным направлениям: рассматрива
лись задачи для более широких классов контуров, заданных и искомых 
функций, изучались задачи с более сложным краевым условием, которое 
содержит сдвиг и сопряжение искомых функций, а также нелинейные 
краевые задачи, задачи на римановых поверхностях, векторно-матрич-
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ные задачи, задачи для обобщенных аналитических функций и для реше
ний некоторых квазилинейных эллиптических систем. Эта работа про
должается и в настоящее время.

Методы, разработанные при решении указанных задач, нашли широ
кое применение в различных областях математики, механики, физики, 
главным образом при решении краевых задач математической физики. 
Особое значение имеют приложения к механике сплошной среды, тео
рии упругости, гидромеханике, электродинамике, теории дисперсионных 
отношений, установлены также связи с задачами квантовой теории поля, 
теории массового обслуживания и теории игр.

Классические результаты по теории краевых задач и СИУ изложе
ны в известных монографиях Ф.Д. Гахова [12] и Н.И. Мусхелишвили 
[26], которые стимулировали научные исследования в различных на
правлениях развития и обобщения этой теории. Полученные многочис
ленные результаты и их приложения отражены более чем в 30 моногра
фиях.

В большинстве обобщений краевые задачи и СИУ рассматривались 
в предположении, что их индекс есть конечное число. В начале 60-х гг. 
Ф.Д. Гахов поставил вопрос об исследовании краевой задачи Римана с 
бесконечным индексом. Систематическое изучение этой задачи начал его 
ученик Н.В. Говоров [13], который рассмотрел ее в предположении, что

При выполнении этого соотношения, следуя Н.В. Говорову, будем 
говорить, что коэффициент G(t) имеет в точке t = 00 степенное завихре
ние, р называть порядком завихрения, Я -  коэффициентом завихрения, 
а задачу будем называть задачей с бесконечным индексом.

Решения Н.В. Говоров искал в классе ограниченных аналитических 
функций, обычно используемом в классической постановке. При иссле
довании этой задачи возникли принципиальные трудности. Они обус
ловлены тем обстоятельством, что каноническая функция задачи

имеет при z —> оо асимптотическое поведение, аналогичное поведению 
аналитической функции в окрестности существенно особой точки. По
этому общее решение однородной задачи представимо в виде

где f {z) -  некоторая целая функция. Таким образом, задача сводится к 
отысканию целых функций, которым соответствуют ее ограниченные 
решения. Выделение класса таких целых функций производится с уче-

функций, аналитических и ограниченных в угловой области 0 < argz < 2л-,

L -  [1,со)ц

argG(t)~2n:Ätp, р>0,  ЛфО, t —> +оо.

(2)

0(z) = X(z)F(z),

том асимптотического поведения X{z) при г -» оо и опирается на свойстваЭл
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которые по теореме У. Хеймана [50] имеют в указанной области вполне 

регулярный рост (в.р.р.) при формальном порядке сг = ^-

Н.В. Говоров разработал принципиально новый метод исследования 
задачи Римана с бесконечным индексом степенного порядка р>  0, привле
кающий методы теории целых функций и созданной им теории функций, 
имеющих в.р.р. в угловых областях. Полученные им результаты изложе
ны в монографии [15], переведенной на английский язык. Они дают пол
ное исследование краевой задачи Римана с бесконечным индексом сте
пенного порядка в случае одностороннего завихрения. Развитые 
Н.В. Говоровым методы успешно применяются во всех исследованиях по 
краевым задачам и сингулярным интегральным уравнениям с бесконеч
ным индексом, а также плодотворно используются для решения задач в 
других областях теории функций комплексной переменной. Наиболее 
важным приложением этого метода является данное Н.В. Говоровым ре
шение проблемы Пэйли о росте целых функций конечного порядка [14], 
[16, с. 554-565].

Начатые Н.В. Говоровым исследования продолжены рядом авторов в 
различных направлениях. Укажем кратко на важнейшие из них.

П.Г. Юров [44, 46] исследовал задачу Римана (1) с бесконечным ин
дексом логарифмического порядка для одностороннего завихрения на 
луче L = [і,00), когда заданные функции G(t), g(t) удовлетворяют при 
7 = 1 условиям:

1) argG(V) = (pj{t)\na\t\, а  > 0, <р(со) = Я/ Ф  0, ( 3 )

а функция (pit) принадлежит классу Дини-Липшица Dß с показателем 
ß> а + 2 [12, с. 519];

2) ln|G(f)|, g(f)e Dp, р  > max{2,a}, g(oo) = 0. (4)
Для исследования задачи им построена каноническая функция

Плотность интеграла типа Коши в последней формуле имеет логариф
мическую особенность в бесконечно удаленной точке. Для исследования 
асимптотики таких интегралов П.Г. Юров применил новый метод, ис
пользующий теорию конечных разностей [45]. Им показано, что для ка
нонической функции имеет место представление

Отсюда следует, что каноническая функция имеет нулевой порядок и 
при Л > 0 ограничена в D = C \L .  Как и в случае степенного завихрения 
у Н.В. Говорова, однородная задача Римана
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O+(/) = G(0O'(r), t e L ,  (5)
оказывается неразрешимой в классе В ограниченных аналитических
функций при Я < 0, а при Я > 0 она имеет бесконечное множество реше
ний вида

Ф{г)= X(z)F(z), (6)
где F(z) -  произвольная целая функция нулевого порядка, удовлетворя
ющая на L оценке

ln|F(?)| < + const, t є L . (7)
Решение неоднородной задачи с плюс-бесконечным индексом представ
ляется в виде суммы

Ф(г) = ^ ) + Ф 0(г), (8)
где T(z) -  общее решение соответствующей однородной задачи, а Ф0(г) -  
некоторое частное решение неоднородной задачи. Следуя Н.В. Говорову, 
Ф0(г) берется в виде

Ф0(г) = ^ И |  s i f r  т ( г ) г ( г )  
где ^  > % ( r X r - z )  > '  '

ч ' , л г - №,(.-)
решение задачи (6), удовлетворяющее при 0 < а < 1 условиям

£О(0^ 0(^+(0Г єЯ>*оН=о.
Если а > 1 и g0(t)eDq, д>1, то строится целая функция

(9)

( 1 0)

(11)

F0(z) = exp
— + —  Re(ln X -  m)a
2 2 п__________

х{х + z)
dx

с корнями на луче (- ооД], такая, что Т 0(г) из (10) ограничена и удовлет
воряет соотношениям (И ).
Если а  є (ОД), то при g(t)eH  указывается целая функция F0(z), для 
которой ^ ( z )  не ограничена, а Ф0(7)є5 .

Для неоднородной задачи с минус-бесконечным индексом, следуя 
Н.В. Говорову, строится мероморфное решение

^{z )= X {z)F~ \z )  (12)
соответствующей однородной задачи, имеющее счетное множество по
люсов на указанной последовательности точек {zn}(tL.  Показано, что 
неоднородная задача с минус-бесконечным индексом разрешима тогда и 
только тогда, когда справедливы условия разрешимости

r ( z n) = 0 , n e N .  (13)
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При их выполнении единственное ограниченное решение задачи дается 
формулой (9).

М.Э. Толочко [39, 40] рассмотрел задачу Римана для полуплоскости 
с бесконечным индексом степенного порядка Pj(r)= р< 1 в случае дву
стороннего завихрения, когда у = 1,2 и

1) ax%G(f)=2japj{f)f\p,^ \  t є Lj, p>  0, <р; є HLj, рДоо) = A,. * 0, (14)
где Ц, L2 -  соответственно отрицательный и положительный лучи ве
щественной оси L,

2) ln|G(f)|,g(f)etf,g(oo) = 0. (15)
В работах М.Э. Толочко впервые возник случай неопределенно бес

конечного индекса, когда изменение argG(/) на контуре не определено. 
Им получены необходимые и указаны достаточные условия разрешимо
сти однородной задачи Римана в классе В. В статье [40] установлено, 
что при выполнении одного из условий:

1) 0 < уо< 1,Я 1<0,Я 2 >0,

2) 0 < р  < ^ 2 , Я]Я2 > 0, (/̂  Я2-1 JS 1 < cos р п ,
однородная задача имеет бесконечное множество ограниченных решений 
вида (6), где X(z) -  каноническая функция (2) с q = 0, a F(z) ~ произ
вольная целая функция порядка не выше р,  удовлетворяющая соотно
шению (7). Если в условиях 1), 2) в неравенствах, содержащих А,-, изме
нить знаки на противоположные, то однородная задача будет неразреши
ма. Для задачи с неопределенно бесконечным индексом {ХхХ2 >0), когда

(я1А2ч У8П/1; =cosрп,  показано, что разрешимость задачи зависит от до
полнительных свойств argG(?), которые не улавливаются соотношения
ми (14).

Неоднородная задача исследована для случая плюс или минус-бес- 
конечного индекса. Получены результаты, аналогичные результатам 
Н.В. Говорова.

Уточненным порядком р(г) называют [16, с. 69] положительную, 
непрерывно дифференцируемую на [0,оо) функцию, удовлетворяющую 
условиям Y\mp(r) = р, \\тр'(г)г\пг = 0. Однородную задачу (5) для по-

4 7 Г - >  со V

луплоскости С бесконечным индексом при уточненном порядке р(г)у 
р> 0 изучил И.Е. Сандригайло [36]. В этой работе рассмотрен случай, 
когда модуль коэффициента задачи неограничен, причем In|G(/)| = о ||/ |Р" j, 
где 0 < р0 < max{p,l}. Показано, что при р  > 1 разрешима только задача с 
плюс-бесконечным индексом и условие на рост модуля коэффициента 
не влияет на ее разрешимость. При р  > 1 каноническая функция не 
ограничена и не существует ограниченных решений, имеющих порядок 
р.  Поэтому дано описание множества целых функций F(z) из (6), для 
которых порядок решения Ф{г) не превосходит 1 и выписана оценка (7).
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Для этого установлены асимптотические свойства нулей ограниченной 
в полуплоскости функции, причем существенно используется формула 
Карлемана ее представления. Получено общее решение задачи в классе 
В и в классе ограниченных функций, имеющих в.p.p. при заданном 
порядке а  < 1.

А.Г. Алехно провел полное исследование краевой задачи Римана с 
бесконечным индексом при уточненном порядке р(г) в случае многосто
роннего завихрения, когда коэффициент задачи G(t) задан соотношения
ми (14), (15) на контуре L, состоящем из т уходящих в бесконечность
лучей Lj ={argz = ßj) ,  0 = /?, <ß2 <... < ßm < 2ж. Указанны необходимые
условия разрешимости в классе В ограниченных кусочно-аналитических 
функций однородной задачи Римана, зависящие от порядков завихрения 
Pj, коэффициентов Äj и углов ßj, под которыми лучи Lj уходят в бес
конечность [7]. Получены достаточные условия разрешимости однород
ной задачи и при их выполнении построено ее общее решение. Установ
лен критерий разрешимости однородной задачи Римана с неопределенно 
бесконечным индексом, позволяющий получить все ее ограниченные ре
шения из общего решения некоторой задачи Римана с плюс-бесконеч- 
ным индексом. Приведен пример задачи Римана с бесконечным индек
сом двустороннего завихрения, которая имеет единственное ограничен
ное решение.

Исследована неоднородная задача Римана с бесконечным индексом 
степенного порядка р  > 0. В случае разрешимости в классе В однород
ной задачи указаны условия на свободный член g(t), при выполнении 
которых, разрешима неоднородная задача. Если неоднородная задача не 
имеет неограниченных решений, то получены достаточные условия раз
решимости неоднородной задачи и в случае плюс-бесконечного индекса, 
доказана их необходимость. При выполнении установленных условий 
разрешимости общее решение неоднородной задачи построено в замкну
том виде.

Изучена однородная задача Римана с коэффициентом

G(t) = exp j 2Kicpj (?)\ t j , (pj(t)eH, (p} (oo) = Xj + іVj * 0, (16)

имеющим разрыв второго рода, когда в окрестности бесконечно удален
ной точки как аргумент, так и модуль G(t) имеют одинаковый положи
тельный уточненный порядок роста р(г) [5]. Получены удобные для про
верки достаточные условия разрешимости задачи в классе В и при их 
выполнении построено ее общее решение.

Работы П.Г. Юрова на случай двустороннего завихрения на веществен
ной оси при предположениях (3), (4), где j  = 1,2, обобщил П.Ю. Алекна [1]. 
Полученные им результаты принципиально аналогичны соответствующим 
результатам М.Э. Толочко. А.Г. Алехно исследовал однородную задачу 
Римана с коэффициентом (3) при нулевом уточненном порядке р(г).
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Необходимые и достаточные условия разрешимости задачи Римана с 
конечным числом точек завихрения получил А.Г. Алехно [3].

Л.И. Чибрикова [42, 43] изучила задачу Римана на луче L = [0,оо) с 
бесконечным индексом степенно-логарифмического порядка, когда

\nG(t) = 2mG0(t)tp \nnt, р > 0 ,  n&Z, G0(t)e Н , G0(oo) = Ще,вй * 0. (17)
Получена асимптотика интеграла типа Коши с плотностью (17). За

дача Римана решена в классе функций, имеющих в области D = C \ L  
заданный индикатор h(p) при уточненном порядке р(г), порожденном 
функцией

f (r ) = J 0 + гУ 1п" 0 +Л  р * [р \
l(l + r)p ln"+1(l + r),p = [p\

Для однородной задачи получены необходимые и достаточные ус
ловия, накладываемые на индикатор целой функции F(z) из формулы 
(6), дающей решение задачи. Отметим, что эти условия не выражены 
через исходные данные коэффициента задачи. Для неоднородной за
дачи даны необходимые условия ее разрешимости. Установлены усло
вия, при которых неоднородная задача безусловно разрешима и указа
ны случаи, когда для существования решения необходимо и достаточ
но выполнения счетного числа условий, накладывающих ограничения 
на g(t).

Результаты Л.И. Чибриковой распространены Ф.Н. Гарифьяновым [10] 
на случай, когда областью D является плоскость с разрезом по кривой 
/0 = 12л из семейства 1Л, 0<Л<2ж, простых гладких разомкнутых кри
вых, заполняющих всю плоскость, для которых lim arg z = X и равно-/̂ 3z->oo
мерно по Л выполняется неравенство lim |z|5,_1(z)> є >0, где S(z) -  длина

части кривой 1Л, лежащей в круге радиуса |z|. При этом коэффициент 
задачи удовлетворяет условиям (17) при п = 0.

Для однородной задачи Римана с коэффициентом (16) А.Г. Алехно 
установил необходимые и достаточные условия разрешимости в классе 
кусочно-аналитических функций, имеющих заданный индикатор в каж

дой из угловых областей Df = \ ß j < argz < ß j+] j , j  = ~\jn, ß m+x=2n, и
получил ее общее решение. Это позволило ему построить в [8] аналити
ческую в угловой области функцию, имеющую в ней заданный индика
тор h(ß) при уточненном порядке р(г), которая является решением од
нородной задачи Римана с коэффициентом (16), причем параметры и 
Vі выражены через значения И(в) и ее производной.

В.Н. Монахов и Е.В. Семенко [25] решили краевую задачу Римана 
для полуплоскости с коэффициентом (14), где Pj{r)= р< 1, для ограни
ченных на бесконечности решений &>(z), определенного во всей плоско
сти уравненияЭл
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COz -  jUt (со, z)cO, -  ц г (со, z)cOI = А (со, z ) ,  

где \/лх (a ,  z ]  + \ju2 (со, z ] < j u 0 < 1.

Они исследовали также краевую задачу Римана с бесконечным ин
дексом для аналитических функций на замкнутой римановой поверхно
сти.

Ими определены классы корректности краевой задачи Римана для 
полуплоскости с помощью введения дополнительных условий вида

j(G,g,zn) = 0 , n t Z ,  zn £L.  (18)
Класс корректности -  это класс последовательностей {zn}, обеспечива

ющих единственность и устойчивость ограниченных решений задачи (1). 
Он определяется свойствами коэффициента G(t). При этом либо J  = %  (z) -  
в случае безусловной разрешимости задачи, либо J  = r(z) ~ в случае 
счетного множества условий ее разрешимости, где Т 0 и Г  определены 
равенством (9).

Рассмотрена также краевая задача Римана для полуплоскости в классе 
аналитических в верхней и нижней полуплоскостях функций, принадле
жащих в них пространствам Харди Н , р > \ .  Коэффициент задачи име
ет вид

G(t) = G0(t)e,e{‘\  lnG0(f)eC a(i?), a > 0 ,  
а монотонная функция 0(t) обладает свойствами:

1) e(t)eC'+a(- R,R)> причем постоянная Гельдера K(R) удовлетворя

ет неравенству k (R ) < o{rx~x ), Я > р  -1 , р  > 0;

2) т0 < р <тх.

Тогда случаи 9’(t)> 0 и 9'(t)< 0 отвечают соответственно плюс и 
минус-бесконечному индексу. В работе дано описание общего решения 
как задачи Римана, так и соответствующего ей характеристического син
гулярного интегрального уравнения.

Существенное уменьшение жесткости ограничений на поведение в 
бесконечности аргумента коэффициента однородной задачи Римана дос
тигнуто И.В. Островским [28]. Пусть р(г) -  уточненный порядок и

V(r) = rp{r\  V0(r)= j V ( tY xd t .
1

На поведение функции InG на бесконечности наложены следующие ог
раничения. Существуют пара уточненных порядков р(г), рх(г), для кото
рых

Р<\> Vx(r)\nr = o(V0(r)) ,r^oo,  (^(г) = гА(г)), 

и неубывающая целозначная функция n(t)> 0 такие, что
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1) ( і л ) х &r%G{t) = n(t)+Vit) + 0(VX (г)),
к(і)

2) lim(K0 (/))“ {(2л-) f(argG(/ + и) -a rg G(t-u))u xd u -
^ 00 о

K( t )

-  |(и(/ + u) -  n(t -  u))u~ldu} < 0 ̂
0

3) ln|G(^ = o(F(0).
Доказано, что при сделанных предположениях задача имеет беско

нечное множество ограниченных решений, а результаты Н.В. Говорова, 
П.Г. Юрова содержатся в полученном результате. Кроме того, показано, 
что argG(?) может иметь сколь угодно быстрый рост.

Задачу Римана с коэффициентом, удовлетворяющим условиям 1) -  3),

на т лучах Lj = jargz = ß j j , исследовал А.Г. Алехно.
Задача Римана на луче Z = [l,oo) с коэффициентом, имеющим счетное 

множество нулей и полюсов, в постановке близкой к условиям Н.В. Говоро
ва, решена М.И. Журавлевой [21]. Коэффициент задачи G(t) = G0(l)G1(t)G2(t) 
подчинен условиям:

1) 0 0(ґ) = ехр|2л-(^(/) + ^(/))|^ |/,| ,  0 < р < У 2 ,

2> G1(o=n(i - ^ 1)>G2W =n(i-^;1) -
п= 1 п= 1

причем не имеющие общих точек множества {ап}, {bn}, лежащие на L, 
правильно распределены. В этой работе впервые рассмотрен случай, ког
да ln|G(/)| имеет рост того же порядка, что и argG(/).

Эти результаты в дальнейшем обобщались в работах А.Г. Алехно, 
Б.В. Дыбина [19], С.В. Рогозина [32], С.В. Рогозина и М.Э. Толочко [33], 
а в работах [21, 27, с. 143-146] рассмотрен случай, когда коэффициент 
претерпевает счетное множество разрывов первого рода.

Задачу Римана на замкнутом контуре Ляпунова с коэффициентом
G{t) = ехр{2яг

допускающих разрывы колебательного типа в окрестностях конечного мно
жества точек tj є L, рассмотрел Б.А. Кац [22]. Предполагается, что пределы

lim ait), lim ait)
t - >t j ± 0 t - *t j ± 0

моїут независимо друг от друга принимать любые конечные и бесконечные 
значения. В работе описаны условия конечности числа линейно независимых 
решений однородной задачи и исследована разрешимость неоднородной задачи.

Краевая задача Римана с бесконечным индексом на различных клас
сах жордановых кривых изучалась в работах А.Г. Алехно [5], Е.А. Дани
лова [17], Б.А. Каца [23], И.В. Островского [29], С.А. Плакса [30].
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Краевая задача Гильберта для полуплоскости состоит в нахождении 
всех ограниченных аналитических в верхней полуплоскости D+ = (im г > о} 
функций ф [z) = u{z) + iv{z), непрерывные граничные значения которых 
удовлетворяют на действительной оси соотношению

a(t)u(t) + b(t)v(t) = g(t), ?eR, (19)

где a{t), b(t) є Н , a2 (t) + b2 (t) * 0.
Задача Гильберта с бесконечным индексом степенного порядка р  < 1 

решена И.Е. Сандригайло [35]. Он применил метод Н.И. Мусхелишвили 
доопределения по симметрии искомой функции <E>(z) в нижнюю полу
плоскость и свел задачу (19) к задаче Римана с коэффициентом 
G(t) = (a(t) + ib(t)) ■ (a(t) -  ib(t))~l > удовлетворяющим условиям (14), (15) при 
j  = 1,2. Указанным методом задачу Гильберта с бесконечным индексом ло
гарифмического порядка исследовал П.Ю. Алекна [2], а А.Б. Севрук [37] 
изучил задачу Гильберта для кусочно-аналитических функций с беско
нечным индексом при уточненном порядке р{г).

Р.Б. Салимов и П.Л. Шабалин [34] решили задачу Гильберта (19) с 
бесконечным индексом методом регуляризующего множителя, разработан
ным Ф.Д. Гаховым [12, с. 273]. Предполагается, что коэффициенты a(t), 
b{t) задачи Гильберта таковы, что функция G(t) = (a(t) +ib(t))-(a(t)-ib(t))~l 
удовлетворяет условиям (14), (15) при р(г)= р.  А.Г. Алехно этим мето
дом исследовал задачу с бесконечным индексом логарифмического по
рядка а = 1.

Е.М. Конышкова [24] рассмотрела характеристическое СИУ

' = /(< ) 
ш _Цг + /Дг- 0

с бесконечным индексом первого порядка, когда
a(t) + b(t) = g+ (t)e'a±l, a + -Ф- a_ ■

Стандартным приемом уравнение сведено к задаче Римана, для исследо
вания которой применяется метод Н.В. Говорова. При сделанных пред
положениях установлена равносильность СИУ и соответствующей зада
чи Римана. Приведен пример, доказывающий, что не каждому решению 
<p{t)&H СИУ отвечает ограниченное решение задачи Римана. Это пока
зывает, что в случае бесконечного индекса применение результатов по 
краевым задачам к СИУ связано с большими трудностями.

Указанным методом СИУ с бесконечным индексом при различных 
предположениях исследованы А.Г. Алехно [4], Ф.Д. Берковичем [9], 
М.В. Дубатовской и С.В. Рогозиным [18], JI.H. Скомаха [38]. Глубокие 
результаты методами функционального анализа в указанном направле
нии получены В.Б. Дыбиным, С.М. Грудским и В. Скафом [47].

К задачам с бесконечным индексом по характеру исследования при
мыкают задачи на счетном множестве контуров. Этот факт отражен в 
монографии [41].
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Методы, разработанные при решении задачи Римана с бесконечным 
индексом в случае многостороннего завихрения, А.Г. Алехно применил 
для исследования нелинейной краевой задачи

Ф+(г)ф"(0 = <^), G(t) Ф 0, G(t) є Н , t е L, (20)
на произвольном замкнутом кусочно-гладком контуре L , имеющем конеч
ное число точек самопересечения. Задача (20) на простом гладком замкну
том контуре впервые рассмотрена П.Г. Черепановым, который свел к ней 
некоторые упругопластические задачи в условиях антиплоской деформа
ции. В дальнейшем исследование задачи (20) было продолжено в работах
Н.В. Говорова и Н.К. Кузнецова, В.В. Кашевского, Л.П. Примачука, 
Г.Г. Чаевского, причем были найдены только те решения, которые имеют 
конечное множество нулей. А.Г. Алехно [6] построил общее решение задачи 
(20), зависящее от семейства целых функций. При этом существование у 
задачи бесконечного множества решений со счетным множеством нулей выз
вано не свойствами функции G(t), а наличием узловых точек контура L , в 
которых краевое условие (20) не выполнено.

Таким образом, в настоящее время теория краевых задач с бесконеч
ным индексом получила широкое развитие. При этом получен ряд новых 
результатов, не имеющих аналогов в теории задач с конечным индексом. 
К сожалению, один из авторов этого обзора, доктор физико-математи
ческих наук, профессор кафедры общей математики и информатики БГУ 
Александр Григорьевич Алехно, безвременно ушел из жизни. В заключе
ние второй соавтор выражает глубокую благодарность своему научному 
руководителю профессору А.Г. Алехно, под руководством и с активным 
участием которого подготовлен этот аналитический обзор.
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