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УДК 517+530.1
С.В. ЖЕСТКОВ, М.А. КОЧЕГАРОВА

О СУЩЕСТВОВАНИИ КИНКОВЫХ 
ВОЛНОВЫХ РЕШЕНИЙ ДЛЯ 

КОМПЛЕКСНОЗНАЧНЫХ МОДЕЛЕЙ 
УРАВНЕНИЙ РЕАКЦИЙ С ДИФФУЗИЕЙ

Известно [1, 2], что происхождение пространственных структур -  одна из 
наиболее важных проблем в биологии развития. Теория формирования про­
странственной структуры непосредственно связана с изучением систем реакций 
с диффузией, которые не интегрируются классическими методами, разработан­
ными для солитонных уравнений. Поэтому разработка аналитических методов 
построения волновых решений этих уравнений является актуальной и  важной 
ма тема тической зада чей.

Введение
В работах [3-17] предложены различные методы исследования дей­

ствительных моделей уравнений реакций с диффузией, которые описы­
вают достаточно широкий круг биологических явлений. Менее изучен­
ными являются комплекснозначные модели, которые требуют разработ­
ки новых методов при изучении сложных механизмов реакций с диффу­
зией [1]. Отметим, что в работах [18-23] обоснованы конструктивные 
подходы построения волновых решений нелинейных уравнений парабо­
лического типа.

В настоящей работе исследуются комплекснозначные модели урав­
нений реакций с диффузией вида (ср. с [1])

I |2wt = Dwxx + Aw + B\w\ w + Cwx , (1)

I |2wt = Dwxx + Aw + B\w\ w + Cwwx , (2)
где w = u + iv комплексная концентрация, состоящая из вещественных 
концентраций u, v , а А, В, С, D -  произвольные комплексные числа. 
Основу анализа составляет прямой метод из [24], который основан на 
использовании дробно-рациональной формы кинковых волновых реше­
ний. Отметим, что впервые кинковое волновое решение было построено 
в работе [9] для действительного уравнения Фишера.

I. Рассмотрим уравнение (1). Полагая, что
A = al +ia2, В = bt + ib2, С = сх + ic2, D = dx + id2, 

перепишем уравнение (1) в виде системы уравнений

и, = dxuxx -  d2vxx + axu -  a2v + bx{u2 + v2) u -  b2 {u2 + v2) v + cxux -  c2vx, 

v, =dxvxx+d2uxx+axv + a2u + bx(u2+v2) v + b2(u2+v2)u + cxvx +c2ux.
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Решение системы (3) будем строить в виде кинков вида (ср. с [9])

u(t,X) = и(4) = JU0+ jUxF - ' (%), v(t,х) = v(£) = Zo + X\F~x<Л),

£, = at  + ß x  + cp, w(±oo) = u±, v(±oo) = v±, ^
где F(£) -  неизвестная волновая функция, a, ß,  cp, ju0, /лх, %0, X\ _ 
произвольные действительные числа, u±, v± значения на бесконечнос­
ти. Подставляя (4) в (3), найдем

-a/uxFF’ = dx [2 ß 2Jux(F')2- ß 2JuxF F " ] - d 2 [ i ß 2Zx( F ' f  - ß 2x xFF”] +

+ ax [ ju0F 3 +juxF 2~\-a2 [ ^ 0F 3 + %XF 2] +

+ bx [ i F  (//о д  + ZoZx) + F 2 (/Jq + Zo ) + (m2 + X\ )] №  + M ] ~

- b2 [2 F  ( а д  + X0X1 ) + f 2(mI + ХІ ) + (м2 + Х І )] [XoF  + Xi]~

-  cxßMxFF' + c2ß z xFF',

~a Z\FF' = dx [2ß 2Xx( F ' f  -ß > XxFF"] + d2 [2ß 2jux(F')2- ß 2juxFF"]+ (5)

+ «1 [ X o F3 + ^  ] + a2 [ V s + м ^2 ] +
+ bx [ 2 F  ( а д  + M ) + F 2 (//02 + j 2) + (m2 + Z12)] [{x0F + Xi)] + 

+ b2 [2 F  ( а д  + M  ) + F 2 ( //2 + ^ 2) + (m2 + X i )] [m0F + Mi ] -  

~ c\Z\ßFF' - c 2ßnxFF'.

Систему (5) преобразуем к виду

F 3#з + F 2Я 2 + FHX + F F '(а//, -  cxßnx + c2ßZx) + 

+ 2( F ' f  ß 2 (dxMx -  dlXx) + ß 2FF"(d2Xx -  dxJux) + 

+ {bxMx~b2Xx) ( r f + x l )  = Q, 

F 3/ / 3 + F 2 t f 2 + F # , + FF'(aZx -  cxXxß  -  c2ß^ix) + 

+ I ß 2 ( F ' f  (dxZx + d2jux) -  ß 2FF" (dxXx + d2n x) + 

+ ( /4  + X\ ){b\X\ + Ь2/лх) = 0,

где

# з  з  ах/л0 -  а2Хо + ( //02 + Жо ) ( V o  -  *2* 0),Эл
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#2 = ах/лх - агх х + (//02 + ^  ) (V  - Ь2хх) + 2 ( а д  + m ) ( V o  ~Ь2Х0), 

Н^ЧМоМх+ XoXi)(biMi-b2Xi) + (tf +x')(b]Mo-b2xü),

Я 3 = aiMü + axXo +(Мо + Zo ){b\Xo + b2M0) ,

H2 = axZx+a2jUx +(мІ + ХІ ){hX\ + + + ХоХх)(ьхХо + M o ) .

Hx = 2 ( а д  + m ) ( V i  + b2jUx) + (/uf + xf)(bxXo + b2M 0) •
Решение системы (6) строится в виде

Щ )  = К + Ь еМ%)> (7)
где h0 > 0? \  > О неизвестные действительные числа. Подставляя (7) в 
(6) и приравнивая к нулю коэффициенты при одинаковых степенях экс­
поненты, получим:

> (і)
е3 : ах/л0- а 2Хо+(/4 + Хо ) (V o  ~Ь2Х0) = 0 

е3 : а2/л0 + ахХо + {и1 + x l ) { bxx 0 + V o )  = 0 

е2 : Н 2+ (а/лх -  c.ß/л, + c2ß x x) + ß 2 (dхц х -  d2x x) = О 

е2 : Н2+ {ахх - cxß x x ~ c2ßjux) + ß 2 (dxx x +d2jux) = О 

e : lh0H 2 + H x+h0 (ajux -  cxßjux + c2ß x x) + h0 (d2x x -  dx/ux) ß 2 = 0 

e : 2\ H 2 + H x+h0 (axx -  cxß x x -  c2ßjux) -  h0 (dxx x + d2jux ) ß 2 =0

(II) (8)

, (HI)

e° : h2üH2 + h0Hx+(bxjux- b 2x x)(/u2 + xx ) = 0 
e° : hlH2 +Ь0Й Х +(bxx x +Ь2/лх)(/л2 + Xi)  = ®

• (IV)

Таким образом, справедлива
Теорема 1. Д ля  того чтобы система (6) имела решение вида (7) необ­

ходимо и  достаточно, чтобы выполнялись соотношения (8).
Отметим, что параметр \  > 0 является произвольным.
Исследуем соотношения (8). С этой целью положим (для упрощения

вычислений), что h0 = 1. Тогда система (IV) примет вид

- aiX\ + 2 (ад + м ) (Vo - Кхо +ьхмх-ь2хх)+
+(м> + Хо) ( V  - ь 2х х)+(мх2 + х х ) (V o  - ь 2Хо+V ,  - ь 2х х) = о,
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а\Х\ + а2М + 2 (/VA + ХоХМЬХо + M o + b\X і + V i ) + (10)
"*"(/4) /̂ o )(АЛл biM\ ) (/4 )(V o  + V o  +b,X+  V i ) = °-

Из системы (I) найдем

ßj = —і]Г0, а2 = —b2F0, Г0 = /л0 + Хо ■ (11)

Тогда коэффициенты Нх, Н2, Нх, Н2 примут вид

Н х=2Т2 (Ьх/лх - Ь2х х) + Г, (Ьх/л0 - b2Zo), # 2 = 2Г2 (bxJu0 - b 2z 0),

Н\ = 2Г2 (bxX\ + ЬгН\) (̂ іЖо ЬгМ§) і

Я2=2Г2( ^ 0+Ь2̂ ), r2s ^ + ^ p г, s^2+̂ ,2.
Используя соотношения (11), уравнение (9) преобразуем к виду

(bxM ~ b 2N)(2T2+Tx) = 0, (12)

где М  = ju0 + jux, N  = Zo + Z \ , а уравнение (10) -  к виду

(bxN  + Ь2М')(2Т2 +Г ,) = 0 . (13)
Из (12), (13) следует, что, либо

2Г2+ Г ,= 0 , (14)
либо

M  = N  = 0, (15)
если ЬХФ 0, Ь2 Ф 0.

Пусть выполнено условие (14). Тогда остается исследовать системы 
(II), (III).

Систему (II) преобразуем к виду

dxß 2̂  - d 2ß 2Z] = - Н 2 ~{а/лх - c xß n x +c2ß z x), 

d \ß2Z\ +d2ß 2jux= - H 2 ~{ocXx ~cxßZ\ ~c2ßjux).

Из нее определим параметры dx, d2. Имеем

7 c i ОС 

~ß~~02+

d\ = д  [^2Г2 (b2x 0/J\ — b\ fj() f-iy ~bxz 0Z\ ~ b2MoX\ )] 5 = ß  Г] t

d2 = ^  + d2: (17)

d2 = 7 " [ 2Г2{~bxXoMi -biMoMx +bxMoXi ~b2XoXi)] .
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Систему (III) преобразуем к виду

\—2ß/uiс] + 2ßX\c2 z: 2сс/і/[ — Hx — 2H2 — ß  Z\^2 ß  = А » 

^ßXxcx 2/5//|C2 = —2(2̂ 1 — //[ — 2H2 + ß  fuxd2 + ß  X\d\ — L2. 

Из (18) определим параметры с,, с2. Имеем

ci =
_ 2/?(/^А Хх^г) _ ^-ßi^Xx^x МАг)

Я ’ “  Я

(18)

(19)
'X

если Sx = Aß2 (Хх -  Их ) *  0 •
Таким образом, система уравнений (8) представляет собой законы 

распространения двух кинков вида (4). Их анализ показывает, что если
ß  Ф 0, с>, Ф 0, h0 = 1, (20)

то можно задать произвольным образом параметры а , ß, bv b2, ju0, jux,, 
j 0, a параметры а ,, а2, б/,, t/2, с,, c2 можно однозначно найти по фор­
мулам (11), (16), (17), (19). Значения на бесконечности примут вид

< « ) | £ —>4-00 = А»

= м>+ м , v( £ ) | ^  = Хо +Хх- (2 1}

Таким образом, справедлива
Теорема 2. Пусть выполнены условия (14), (20). Тогда уравнение (1) 

имеет решение вида (4), (7), которое удовлетворяет краевым условиям (21). 
Пример 1. Рассмотрим уравнение

\w\ W + Wf  із  із  Л f  13 13 Л f l 1 Лwt = -------1---- / W r r  + ------ 1---- 1 w + — ---- 1
t ^ 3 6  36 J XX у 12 12 J \2 2 J

По теореме 2 оно имеет решение вида

w(t, х) : +  Z 1
3 3

, F(4) = 1 + А, ехр(£), А, > 0.

Пусть выполнено условие (15). Тогда //, =-/л0, Хх = ~Хо ■ Формулы 
(16), (17), (19) примут вид

dx = —  ̂+ dx = - ^ — [2Г2Г0&1
1 ß  ß 2 1 1  ß 2r xl 2 0 1J’

d2 = ^  + d2, d 2 = 1
2 ß  2 2 ß 2Tx

[2Г2Г Л ] ,

=
2ß{XüLi -

? ^2 —
2/?(//оА~;ГоА)

M=-M)Ж1=-Ж() M=-M)Ж1=-Ж()
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Таким образом, справедлива
Теорема 3. Пусть выполнены условия (15), (20). Тогда уравнение (1) 

имеет решение вида (4), (7), которое удовлетворяет краевым условиям

“ ( 4 _ = o, v( 4 _ = o.

Пример 2. Рассмотрим уравнение

(21')

w, = - Г31 5 Л (5 5 \ f l 1 >1 I2 (13 5 Л
----- H------1 w — ----- h--- І w + — H—  l \w\ w — — H—  l

U 4 J XX u 16 ) \2 4 ) U s J
По теореме 3 оно имеет решение вида

2 2
w(t, х) = [l - F ~ ] (£)] + / , F(£) = 1 + й,ехр(£), К > 0 .

И. Рассмотрим уравнение (2). Как и выше перепишем его в виде 
системы уравнений

ut -  d]Uxx -  d2vxx + (axu -  a2v) + bx (u1 + v2 -  b2 (u2 + v2) v +

+ cx(uux - v v x) - c 2(uvx+uxv),

Vt = d\Vxx+Ĉ 2Uxx + (ai V + a2w) + Z>, (M2 +v2 )v + 62 ( , 2 +v2 )w + 

+ с, (uv, + M,v) + c2 (имх -  v v J .

(22)

Решение системы (22) строится в виде кинков (4). Подставляя (4) в 
(22), найдем

F 3 [а,д, -  a2z 0 + Г0 (Ьх/л0 -  b2%0)] + F 2 [а,/*, -  а2х х + 2Г2 (V o  -  Ь2х 0) + 

+ г о (biU -  Ъ2Х\)] + F [ r t (b^o - Ь2х 0) + 2Г2 (Ъх/лх -  Ъ2х х)] +

+ FF'[а/лх + ц {) (с2х х - cxfix) ß  + Xo (cxß x х + c2ß^ )] +

+ FF"ß1 {d2Xx- d ^ x) + 2( F ' f  ß 2 (dxMx - d 2Xx) +

+ F  —//j  ̂+ 2c2ßtixX\  ̂+ — b2Xi)^i  =0,

F 3 [axx 0 + а2/л0 + (bxx 0 + Ь2/л0)Г0] + F 2 [axx x + а2/лх + 2Г2 (bxx Q + b2ju0) +

+ r o (biZi + V i )] + F [ r i (b\Xo + biVo) + 2 r i (biXі + K u )] +

+ FF' [ccxr -  (cxx t + с2/лх) ß  + x 0 {?2%\ ~ ciM ) ß ]  ~

- ß 2FF"{dxXx +d2Mx) + 2 ß 2( F ' f  (dxXx + d2jux) +

+ F' -2 cxß x xVx + c2ß  (xi2 -  /4  )] + f c i  + V i ) r i =°-
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Введем обозначения

Н х = Г і (V o  -  V o ) + 2 Г 2 ( V  -  V i ) >

Н 2 — ~@2Х\ 2Г2(V o  — Ь2Хо) + г0(рхМ\ ~ ЬгХ\)і

Нъ=ах/л0- а 2х 0+Г0 (Ьх/лй - Ь 2х 0),

R = а/лх +/J0(c2x l - c ]/ul) ß  + х 0 {с\Х\ + с2/лх) ß, Q = cxß (x f  ~ м \ ) + 2c2ß ^ X i ,

А  = г і {ЬхХ0 + V o ) + 2Г2 ( V i  + V ) >

Н 2 = ахх х + а2/лх + 2Г 2 (6,^0 + 62//0) + Г0 (й,*, + Ь2/лх),

Н3 = ахХо + ЩМо + Г 0 (bxX0 + V o ) >

R = a x x- Mo {схХх + с2М) ß  + ̂ Го (С2^1  - с\Мх) ß, Q = c2ß(x:  ~M?)~2cxßX\Mv

где Л0 > О, Лх > 0 -  неизвестные действительные числа. Подставляя (24) 
в (23) и используя линейную независимость экспонент, найдем

Таким образом, справедлива
Теорема 4. Д л я  того чтобы система (23) имела решение вида (24) 

необходимо и  достаточно, чтобы выполнялись соотношения (25). 
Отметим, что параметр Л1 > 0 является произвольным.
Исследуем уравнения (25). Для упрощения вычислений положим,

что Ajf =1. Из системы (I) найдем

Г0 = Мо + Хо > Г х=Мі+Хі> Г 2 =MoMi+XoXr 
Решение системы (23) строится в виде

Д £ )  = Л + А ехР(£), (24)

е3 : # 3 = 0 => ахц 0 -  а2Хо + Г0 (V 0 “  V o ) = ° |  

е3 : Hi = 0 ^ a xXo+a2Mo+^o{blXo+b2Mo) = 0) 

e2 : H 2+R + ß 2 (d2x j -  V , ) + 2ß 2 (V i  -  dtXx) = 0І 

e2 : H 2 + R - ß 2 (dxx x + d2/jx) + 2 ß 2 (dxXx +d2/ux) = Oj

e : 2Л0Н2 + Hx+ A0R + Ä0ß 2 (d2x x -  V i  ) + Q = 0 

e : 2ä0H 2 + Hx + Ä0R -  Ä0ß 2 (dxx x + <̂2M ) + Q = 0

(IV)

(25)
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ах = -А Г 0, а2 = -b2Г0. (26)
Систему (IV) преобразуем к виду

(2Г2 + Г ,) (Ьхсох -  Ь2со2) = О, (2Г2 + Г ,) (Ъхсо2 + Ь2сох) = 0. (27)

Щ = М ) + М >  Щ = Х ь  +  Х\ -  

Из (27) следует, что либо
Г, + 2Г2 = 0, (28)

либо
а>х=а>2 = 0, (29)

если Ьхф О, Ь2 ф 0.
Пусть выполнено условие (28). Тогда остается исследовать системы

(II), (III). Систему (II) приведем к виду

Н2 + R + ß 2 (сїх/лх -  d2x x) = О,

Н2 + R + ß 2 (dxXi + d2/xx) = 0.

Из (ЗО) можно выразить коэффициенты dx, d2 через коэффициенты 
bx, b2, cx, c2. Для этого обозначим

H7+R л  Й . +R Ф, = ---- —— , Ф2 = -----— ----
1 ß 2 ß 2

Тогда

ДФ|Н-Ж,Ф Д Ф; - Ж,Ф, (31)
Г, Г,

Систему (III) приведем к виду

ГHx+3H2+2R + Q = 0,

| я 1+ з я 2+ 2 ^ + 0  = о.

Из (32) следует, что параметры с,, с2 однозначно определяются, если 
выполняется хотя бы одно из условий

.2  .2

(32)

2(XoZi~H>Mi) + ХЇ - Мх * 0 , (33)
И Л И

M)Ji + M + 2/U i * 0 .  (34)
Таким образом, справедлива

Теорема 5. Пусть выполнены условия (28), (33) или  (34). Тогда урав­
нение (2) имеет решение вида (4), (24), которое удовлетворяет краевым 
условиям (21).Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А.
 Ку
ле
шо
ва



20 ВЕСНІК МДУ імя А.А.КУЛЯШОВА № 2 (40) •  2012 •

Пример 3. Рассмотрим уравнение

w,
98
343

г +
265 265
32 + 16

w - (2  + 4г)|іw \ w + 7791 56
1715 245

ww

По теореме 5 оно имеет решение вида

w(t, X) = И“ I , F (f) = 1 + Л.ехр«), Я, > 0 .

Пусть выполнены соотношения (29). Тогда /7, = ~/л0, %х = - j 0. В этом 
случае условие (33) примет вид

(35)
Условие (34) не выполняется. Следовательно, справедлива

Теорема 6. Пусть выполнены условия (29), (35). Тогда уравнение (2) 
имеет решение вида (4), (24), которое удовлетворяет краевым условиям  
(21').

Пример 4. Рассмотрим уравнение

W, =
63 + (-20 + 20/)w + ( l- /) |w |2 w + 8 109

ww„----- 44/

По теореме 6 оно имет решение вида

w(t, ̂ ) = [4 -  4F “1 (£)] + / [2  -  2F~l (^ )] , F(d;) = 1 + Я, ехр(< )̂, Я, > 0 .
Таким образом, в работе развит прямой метод построения кинковых 

волновых решений нелинейных систем типа реакции с диффузией.
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