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О ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ 
ЛИНЕЙНОГО МАТРИЧНОГО УРАВНЕНИЯ 

ЛЯПУНОВА С ПАРАМЕТРОМ

В данной работе исследуется задача о периодических периода со решениях 
матричного дифференциального уравнения Ляпунова с со-периодической по t 
правой частью. На основе метода регуляризации [1, гл. 2] разработана методика 
получения эквивалентного интегрального уравнения для исследуемой задачи. 
Д ля исследования разрешимости полученного интегрального уравнения приме
нены методы теории интегральных уравнений [2, 3]. Разработан эффективный 
алгоритм типа [1] построения решения.

Рассмотрим матричное дифференциальное уравнение

dX
dt = Л А( t ) X +  ЛХ B(t) + F0(t)+ Л Fx(t), X e R nxn, (i)

где А (і), В{ t), F(J(t), Fl (t) -  непрерывные апериодические (n x п)-матри- 
цы, Л -  скалярный вещественный параметр. Примем следующие обо
значения:

СО

а = тах||Л(0||, ß  = тах||.В(/)||, /*0 = т х̂| F0(0||, Aj = т ^х|| ^ (/) II, М= |Л(г)с/г,

N = -  ^В(т)с1т, £=\ я\, у - ф- q = —yco2(a + ß )2, \Х\С = max\Х(tJ||, 
2 t

где / є [О, a>], Ф -  линейный оператор: ФХ = MX -  XN,  || • || -  подходя
щая норма матриц (например, любая из норм, приведенных в [4, с. 21]), 
С -  банахово пространство непрерывных («-периодических (п х п)-мат- 
ричных функций.

Согласно [4, с. 216] задача об апериодических решениях уравнения
(1) эквивалентна периодической краевой задаче для (1) с условием

Х(0, Л) = Х О , Л). (2)
Построим матричное интегральное уравнение, эквивалентное задаче (1),
(2).

Пусть X = X(t,Л)-решение этой задачи. Тогда из (1) имеем
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t
X(t, A )= Х(0, A) + J(A4(r)X(r,A) + AX(r,Я)В(т) + F0 (r) + A F{ (r) ) J r .  (3)

о
Полагая в (3) t  = со, получим на основании условия (2) при А ф 0:

СО 1 со со
|(Д г)Х (г, Я) + Х(т, Л)В(т))с1т =---- |F 0( r ) J r -  \F,{z)dr. (4)
О ^ 0 0

Далее воспользуемся формулой

Х(т,Л)= X ( t ^ ) + ] x ( a A ) d a ,  
t

где Х(а ,Л )=  с1Х((т,Л)1 der ■ Используя эту формулу, имеем из (4) в 
силу (1)

со со со т
\A{r)dzX(t, Я) + X(t, Л) jB(T)dr + j^(r)( j(ÄA(a)X(a, Л) + ЛХ(сг, Л)В(ст) +
0 0 0 /

со т
+F0(cr) + AFl(<7))d<j)dr + J( |(ЯДсг)Х(сг,Я) + ЛХ{а,Л)В{а) + F0(cr)+ (5)

О t
л СО СО

+AF](<r))dcr)B(T)dT =----^F0(z)dr-  J^(r)(ir.
^ о о

Пусть матрицы М и N не имеют общих характеристических чисел. Тогда 
согласно [5, с. 207] оператор Ф обратим и уравнение (5) можно записать 
в следующем виде:

Г со t
Х(і,Л) = Ф~х I JА(т)( J(ЛА(а)Х(сг, Я) + ЛХ(er, Л)В(а) + F0 (er) +

I  0 г
CD t

+ AFJa)da)dr+  І П(ЛА(<у)Х(сг,Л) + ЛХ(<т,Л)В(а) + Fr.(a) + ЛРЛсг)^а)В{фт-  (6) 
0 т u i

1 со со ]
- j l Fo(T)dr~ l Fi(T)dT f

Таким образом, всякое (классическое) решение задачи (1), (2) удов
летворяет матричному интегральному уравнению (6). Покажем обрат
ное: всякое непрерывное решение уравнения (6) является решением за
дачи (1), (2). Пусть X = X (t,/l)-  непрерывное решение уравнения (6).
Дифференцируя обе части уравнения (6) по переменной t, получим с 
учетом перестановочности оператора дифференцирования и оператора 
ф -1Эл
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= ф ~ 1J °l A(z)dz(XA(t)X(t, Я) + XX {t,X)B{t) + FQ(t) + XF^(t)) +
dt [ 0

CO
+{XA(t)X{t,X) + XX(t,X)B(t) + FAt) + XF, (/)) J B(z)dz

и i 0

откуда
dX(t,X)

= XA(t)X(t,  Л) + XX(t, X)B{t) + Fq (t) + XFx (0 . (7)
dt

Покажем, что данное решение уравнения (6) является апериодическим. 
Из (7) имеем

dX( t , X)  = [hA(t)X(t ,X)  + XK(t,X)B(t) + FG(t) + XFx(t) ]dt. (8)
Выполнив интегрирование по частям в (6) с учетом (8), получим соотно
шение

&  Г П
J XA(t)X{t ,X) +XX(t ,X)B(t ) +FAt) + XFAt) dt = 0 ;
0 L U 1 J

отсюда следует (2).
Таким образом, установлено, что полученное матричное интеграль

ное уравнение (6) в соответствии с [4, с. 216] эквивалентно задаче об 
©-периодических решениях дифференциального уравнения (1).

Для исследования разрешимости уравнения (6) воспользуемся мето
дом разложения в ряд по степеням параметра X [2, 3]. Следуя [1], фор
мальное представление апериодического решения будем искать в сле
дующем виде:

X ( t , X ) = \ x _,+  I  ХкХ At). (9)
X 1 k=0 К

Для определения неизвестных матриц X, At),к = 0,1,2..., подставим (9)К 1
в обе части уравнения (6) и приравняем коэффициенты при одинаковых 
степенях X . Тогда получим последовательно

СО
Х_х=-Ф~х \Fü(z)dz,

0

X 0(t) = Ф_1Ш (г )  (j(A(o-)X_x + Х_хВ(сг) + F0(a))dcт) dz +
[о Т

со t со Л
+ |(  j(A(cr)X_i + Х_хВ(а) + F0(cr))dcr)B(T)dz -  \Fx(z)dr  I ,

O r 0 J

X x{t) = Ф~1\ ] а {т) (J(A(cr)X0(a) + X Q(cr)B(cr) + Fx(cr))da)dr +
10 T
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со t
J( f (A(a)X0 (a) + X 0 (ct)B(ct) + Fx {a))da)B{t)dz
О г

Х к+\{-1) = Ф~1\ / A(T) ( і (*<r)Xk (<r) + X k (<7)B(<T))d<T)dT +
[0 T

со t 1
+ \ ( \ (A(cr)XK(<7) +X K(<7)B(<y))d(7)B(r)dr \,k=\,2,.. .. (10)

0 T }
Выполнив оценки по норме в (10), получим следующую рекуррент

ную формулу:

со

\ \ х к+\
Из (11) имеем явную оценку

X, , к = 1,2,....

к+\ <qK\XA , к = 1,2,... .II III/?

(И)

( 1 2 )

Используя неравенство (12), получим из (9) при 0 < Я <

X + \\х п  с II 0

X

+є
С

+ їх,

X , + sq X ,

+ є X ,

+ ... +e^qk *

1

X ,

С 1 - e q
то ря;

лютно и равномерно относительно / є R в области 0 < \Я\ <

(13)

На основании [4, с. 43] можно заключить, что ряд (9) сходится абсо-

Ч

Согласно [3, с. 160] сумма X(t,X) этого ряда представляет собой 
решение уравнения (6) в указанной области. Применяя принцип сжима
ющих отображений [2, с. 605] к уравнению (6), нетрудно доказать, что
при выполнении условия 0 < |А|<7 < 1 это решение единственно. Таким 
образом, получена

Теорема. Пусть матрицы М, N не имеют общих характеристических

чисел. Тогда в области 0 < U |< — апериодическое решение уравнения
Я

(1) существует и единственно; оно представимо в виде (9).
Получим оценки, характеризующие скорость сходимости алгоритма 

(10). Из (9) имеем

\ x ( t , x ) - x m (t,x)\ < s m + l \\Xm+i(t)\\+

+sm + 2 \\Xm+2(t)\\+ ... , т = 0, 1,2, ..., (14)
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где
і iw к

X m (t,X) = \ х ,  + Е Я  X At) .  
я  1 к=0 К

Выполнив оценки по норме в (14), получим

X(t ,X)  -  X m (t,A) < С ст+\птÖ С/ , т - 0 ,  1, 2,... .(15)
1 — eq

Поскольку для полученного алгоритма имеют место неравенства

* - i l c  s  ГЛ -

+ qhß + ycoĥ  < q-ycoh^ + qh^+ ycoh^X.0 X

X , с

-1 

* q X r c  + qhy < { \ + q h Q){q + qyaj),

где q = yco‘■{a + ß ) ,  то оценки (13), (15) нетрудно привести к коэф

фициентному виду:
(Ь^ + £ ĥ )(ya> + eq) усо(Ьд+ eh )̂ [2 + єсо(а + /?)] 

£(1 -  є q) 2є(\- eq )\X(t ,Xic  і  

X(t,X) -  А„,|/.л) <
(hy + qhQ) (g + qyco) w+1 ,m

1 -  eq

ey{a + ß)coz'[yco{a + /?) + !] • y(a  + ß ^ a p -h ^  + 2
4(1 -  eq) (eq)m

Таким образом, на основе подхода [1] получено аналитическое пред
ставление апериодического решения уравнения (1) с удобным для при
менения алгоритмом (10) и эффективно проверяемыми условиями схо
димости и скорости сходимости.

Затруднения могут возникнуть при получении оператора, обратного 
к Ф. Однако при дополнительных предположениях о характеристичес
ких числах матриц М и N, для Ф"1 имеют место явные аналитические 
представления [5, 6].

Полученные результаты проиллюстрируем на следующем примере, 
полагаяЭл
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A(t) =
1 2cos/A 

sin/ 1
B(t) =

/

1 3sin/^| f 1 sin 2/
V ' )  =cost 1 cos2/ -1

*j(0 =
cos t sin/ 

-sin/ COS /
a>-2 л .

Поскольку M  = 2л E, N  = - 2 л E,  to Ö = 4лЕ ,  где E -  единичная 
(2 X 2)-матрица. В качестве нормы матриц примем евклидову норму. 
Тогда

Г=т^> a  = S  , ß  = VTI, h0 =л/3 , K=42,
4 71

при этом

? = ^ (17+ 2V 66). (16)

Согласно доказанной теореме 2л  -периодическое решение данного урав
нения существует и единственно в проколотой окрестности

72О < |Я| <
л-(17 + 2л/66)'

Построим приближенное решение
1Xx(t,X) = jX_t + x 0(t) + ÄXJt), (17)

используя разработанный алгоритм. Применительно к рассматриваемо
му уравнению имеем

2 к
(18)

1 1л 

і  F»(T)dT-
1 2  7t f t

X„(t) = —  J A(T) I 
Ал о r

A(<j )X_x + X_xB{<j ) + Fq (er) der +

A(<t)X_x + X_xB(<j ) + Fq{<j ) dcrB(T)- Fx(t) \dr, (19)

1 In { t
x ,( /)  = f -  J A(T)j

о I
A i a J X ^  + X ^ B i ^  + F^cr) dcr +

A{<j )X q{<j ) + X q(<t)B(<t) + Fx(<j ) dcrB(r) yir. (20)

Выполнив в (18) -  (20) требуемые вычисления, получим соответственно
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* - 1 - 5

ол
1

(0 =

\ 2

_5
8

(cosf + shu + sin It)

1 ^
—(2 sin / + 3 cos t -  cos 2t)

Xx{t)

' І . 3 2 3  2 5  1 17—sin t — cos Z + sin t-1—sin2/H— sin?-----
3 3 8 2 32

5 3 1 1-  cost +—sin/— cos2/ —
v8 8 2 8

—sin/— sin2f— cos t ----
4 2 8 16

. З 1 3 3 2 5 1 47sin t-\—cos t H— sin t — sin2?— cos/ + sin/-----
3 2 8 2 32

Подставив в (17) результаты вычислений, получим

Xx(t,X)

1 5 1 3 2 з ? 5 1 17----  — + /l(-sin t — cos Z+sin /+ -sin2/+—sin/----- )
2Я 8 3 3 8 2 32

— ( cos/ +sin/+sin2z) +Л(— cos/+ -sin /-—cost )
v2 8 8 2 8

(2 1 )

1 7 1 9  7—(2 sin t +3 cos t -  cos 2t)+Л(— sin t — sin 2/— cos t -----)
2  4 2 8 16

1 5  З 1 3 3 2 5 1 47-------- i-/l(sin t Ч—cos t -\—sin t — sin2/— cos/+shu-----)
2Я 8 3 2 8 2 32

Воспользовавшись (15), найдем оценку для X ( t , Ä )  -  X ^ ( t , / 1)
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Поскольку

то
С = 716,06444... « 4,008,

X(t,Ä) -  X x(t,X) <
Є q 4,008 

1 -Eq
(22)

где q дается соотношением (16). Из (22) видно, что при достаточно ма
лых значениях Ä,  формула (21) имеет высокую точность.
Найдем оценку для ||Х(/Д)|| на основе соотношения

I X(t ,X)  І < Xft»(V3 + gV2) [ 2 + єсо( Уб+УЇТ) ] (23)

І X(t ,Ä)  I <

2e ( \ - sq )
Используя полученные выше конкретные значения величин, входящих в 
(23), имеем

(V3+g>/2) [ \ + є п {  Уб+УГТ) ]
є[ л/2-£л-(л/Ї7 + 2л/66) ]

Из структуры алгоритма (10) видно, что построение приближенных 
решений задачи (1), (2) связано с простыми вычислительными проце
дурами.
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