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ОБ ИССЛЕДОВАНИИ НОВЫХ ФОРМ 
ВОЛНОВЫХ РЕШЕНИЙ ДВУМЕРНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ФИШЕРА И ЛОТКИ-ВОЛЬТЕРРА

Известно [  1-21 ], что уравнения Фишера и Лотки-Вольтерра играют важ­
ную роль в моделировании широкого круга задач биологии, химии, социологии. 
Центральное место при этом занимают вопросы, связанные с существовани­
ем точных волновых решений нелинейных уравнений параболического типа и 
разработкой методов их построения. В настоящей работе излагается пря­
мой метод из [16] применительно к двумерным уравнения Фишера и Лотки- 
Вольтерра.

I. Известно, что классические методы интегрирования нелинейных 
уравнений в частных производных, например, метод обратной задачи 
рассеяния (М О З Р ) или метод Хироты, а также их модификации, к ука­
занным уравнениям не применимы. Некоторые классы точных решений 
построены с помощью методов группового анализа [12-15]. Тем не ме­
нее, вопрос о разработке общего метода интегрирования уравнений Ф и­
шера и Лотки -  Вольтерра остается открытым.

Рассмотрим двумерное уравнение Фишера [14]

с произвольными действительными коэффициентами и краевыми усло­
виями Неймана

Краевые условия (2 ) являются типичными при моделировании биологи­
ческих процессов (см. [13 ]). На основе прямого метода из [16] решение 
задачи ( 1 ), ( 2 ) будем строить в виде

где F (£ ) -  неизвестная функция одной переменной, a ,ß ,y ,c p  -  произ­
вольные действительные числа. Подставляя (3 ) в (1 ), получим

F 3 (А + К) -  F 2 (А  + 2 К ) + F (K  -  aF' + Dp2F ”) -  2 Dp2 {F ')2 +B p2 (F ' f  = 0 ,(4)

Уравнение (4 ) -  это нелинейное уравнение второго порядка. Его реше­
ние, с учетом ( 2 ) , будем строить в виде

(2)

u (t ,x ,y )  = \ - F  l (£), I; = at + ß x  + yy + cp (3)
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МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ 5

F(%) = a + b ex  р (£ ), (5 )
где а > 0 ,b > 0  неизвестные параметры. Подставляя (5 ) в (4 ), получим 
следующие соотношения:

а = 1, B = 2D, А + К  =  0, K  + a  =  p 2D .  ( 6 )
Таким образом, справедлива

Теорема 1. Для того чтобы уравнение ( 4 )  имело решение (5 ) , необ­
ходимо и достаточно, чтобы выполнялись соотношения (6 ).

На основании теоремы 1 устанавливаем следующий результат. 
Теорема 2. Пуст ь выполнены условия (6 ) . Тогда задача (1 ) , ( 2 )  

имеет решение вида (3 ) , (5 ) , которое удовлетворяет начальному ус­
ловию

м(0, X, у )  = 1 -  [і + Ь ех р (/к  + уу + (р) \ 1. 
причем параметр Ъ > 0 является произвольным.

На рис. 1 представлен график решения задачи (1 ), (2 )

н (£) = 1 - [ 1  + *ехр ( £ ) ] - 1  

при следующ их значениях параметров: А —1.0, В = 2 .0 , £) = 1.0, 
£  = -1 .0 ,  а  = 3.0, ;0 = 1.О, х = 1.0, <р = 0 , 6 = 1.0.

и

Рис. 1

II. Рассмотрим систему Лотки-Вольтерра

щ  = D (иж  + Uyy) + ^  + и2 |+ u(ci\ — Ъ\и — C}v), D > 0 , (7 )
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6 ВЕСНІК МДУ Імя А.А.КУЛЯШОВА № 2 (36) • 2010 •

vt = D { v ^ + v yy) + ~ - { v l + v ‘2 ]+ v {a 2 ~ b 2u -C 2 y ), D >  0 ( 8 )

с произвольными действительными коэффициентами и краевыми усло­
виями

ux (t ,x ,y )  U ±00 = 0 , uy (t ,x ,y )  I = 0 ,
У -  (9 )

vx (t ’ x >y) L . +oo= 0 > vy(?>x >y) =  0.
.y—>±°o

Исследование системы (7 ), ( 8 ) сведем к одному уравнению Фишера 
вида (1 ). С этой целью положим, что

v(t, X, у )  =  Х0 + u{t, X, у ) , (10)
где ^ 0 , Х\ * 0  (см. [13 ]). Подставляя (10 ) в (7 ) , ( 8 ), получим одно 
уравнение Фишера (1 ), если выполняются условия

Ял
Ä q = — , А! =1 —До, ф 1- Ь 2)с2 = ( c 2 - c i ) ( c 2 - a 2),

с2

ах - а 2 =
(  \ 

- - 2 а2 - « 2 ^ 2

с 2  ~ а 2V c2

При этом коэффициенты А, К  определяются формулами

с 2 с 2
Применяя теорему 2, устанавливаем следующий результат.

Теорема 3. П уст ь выполнены условия (1 1 )  и, кроме того,

а =  1, B =  2D, al = b l + c l, p 2D  = a  +  ̂ ^ . - a l .
С2

Тогда краевая задача (7 ) -  (9 ) имеет решение

u{t, X, у )  = 1 -  [1 + бехр^ ) ] - 1 , v (f, X, у )  = Дд +  Л,и(Г, X, _у) ,

которое удовлетворяет начальному условию

м(0 , X, у )  = 1 -  [1 + b cxp (ß x  + у у  + (р)\ 1, v (0 , х ,у )  =  ЯХ)+ Л1и( 0 , х, у ) ,

причем параметр b > 0 является произвольным. Графики функций и (£ ) , 
v (£ ), которые являются решением задачи (7 ) -  (9 ), приведены на рис. 
2 при следующих значениях параметров: В = 2 .0 , D  = 1.0, f l j= 2 ,0 , 
bi =  -2 ,0  , сі =  4,0 , a2 = 0,5, b2 =  -0 ,5 ,  c2 = 1 .0 , b =  1,0 , a  = 1,0 ,
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МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ 7

ß  -  , у  = - і—, (р = 0 , Äq = 0.5 , Л] = 0.5 • Кривая 1 соответствует функ-
V 2

ции и{% ), кривая 2  -  функции v (£ ) .

Рис. 2

III. Рассмотрим двумерное уравнение Фишера (ср. с [14])

ut — D iu^  + UyS) + Аи н-------- (и 2 + и2) + Rux + Qu + Ku2, D >  0 (12)
1 -  и v у 1 у

с произвольными действительными коэффициентами и краевыми усло­
виями Неймана (2 ). Решение уравнения (12 ) будем строить в виде (3 ). 
Подставляя (3 ) в (12 ), получим

F 3 (А + К) -  F 2 (А + 2 К) + іф г + (ßR + yQ-  a)F' + Dp2 F" J +  p 2 (B -  2D)(F')2 = 0 .(13)

Решение уравнения (13 ), с учетом краевых условий (2 ), строится в 
виде

F (£ ) = a + 6 exp(£) + dexp(-<f;), (14)
где a > 0 , b > 0 , d > 0  -  неизвестные параметры волн. Подставляя (14 ) в
(13), найдем

А + К  =  0, а  = R ß  + yQ, p 2 ( B - D )  = K , a (3 D -2 B )  = D - B ,

~ (15)
4bd(2D  - B )  =  (а 2 -  a)(B  -  D ).

Таким образом, справедлива
Теорема 4. Для того чтобы уравнение (1 3 )  имело решение вида

(14), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись соотношения (15 ).

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А.
 Ку
ле
шо
ва



8 ВЕСНІК МДУ імя А.А.КУЛЯШОВА № 2 (36) • 2010 •

На основании теоремы 4 устанавливаем следующий результат. 
Теорема 5. П уст ь выполнены условия (1 5 ). Тогда задача (1 2 ), ( 2 )  

имеет решение вида (3 ) ,  (1 4 ), которое удовлетворяет начальному у с ­
ловию

и{ 0 , х ,у )  = \-\а + Ь ех р(/?х + уу + ф) + d  ехр(-уйс - у у -  .
График решения задачи (12 ), (2 )

и(£) = \ -[а  + Ь ехр(£) + d e x p ( - l )]- 1

представлен на рис. 3 при следующих значениях параметров: А  = - 0 .8 , 
5  = 1.0, D  = 0.6 , К  =  0 .8 , R = 2 .0 , ß  =  -1 .0 ,  ß  = 1.0, у  =  1.0, a  = L0, 
а = 2 .0 , b = d  = 1 .0 .

Рис. З

IV . Задача (12 ), (2 ) допускает также решение вида

u (t ,x ,y ) = \ -F ~ 2 (%), F(%) =  a + b ехр(£) + d exp(^) . (16)

Подставляя (16 ) в уравнение (12 ), найдем

F \ A  +  К ) -  F \ A  + 2 К )  +  2 (R ß  +  y Q - a ) F F '  +

+  2 D p 2 F F ” + p 2(4B  -  6 D ) ( F f  + K  = 0 , (17)
и, следовательно,

А + К  = 0, а  = R ß  + yQ, 4B = 5D, p 2D  = K , 4bd = a2 - \ .  (18)

Таким образом, справедлива
Теорема 6. Для того чтобы уравнение (1 7 )  имело решение вида

F ig )  =  a + b exр(£) + d  е х р ( -£ ) ,

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись соотношения (18 ).
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МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ 9

На основании теоремы ( 6 ) устанавливаем следующий результат.
Теорема 7. Пуст ь выполнены условия (1 8 ). Тогда задача (1 2 ), (2 )  

имеет решение вида (1 6 ), которое удовлетворяет начальному условию

и (0 ,х ,у ) = \ - [а  + Ьехр(/йс + уу + cp) + d е х р (-/?х - у у - ^ ) ] - 2  ■

На рис. 4 представлен график решения задачи (12 ), (2 )

и(£) = 1 -  [а  + b ехр(£) + d  ехр( -  £ ) ] ~ 2 

при следующих значениях параметров: Л = -0 .8 ,  5  = 0.5, £> = 0 .4 ,
£  = 0.8, І? = 2 .0 , Q = - 1.0 , £  = 1 .0 , у  = 1 .0 , а  = 1.0, а = 2 .0 ,

Рис. 4

V . Рассмотрим систему Лотки-Вольтерра 

Ut = D{uxx+uyy)+-j ~̂Uŷ +R\ux + ~‘rQ\̂ y ̂ Ql^y + m(oi — b\u — cjv) ) (19)

D > 0 ,

vt = D(vxx + v yy') + Y ^ ( vl  + vy )+ R 3vx + R 4ux + Qlvy + Q\uy +v(a2 -  b2u - c 2v) (2 0 )

с произвольными действительными коэффициентами и краевыми усло­
виями Неймана (9 ). Сведем систему (19), (20 ) к одному уравнению 
вида (12). Для этого положим, что

v(f, X, >0 = Л0 + Xxu(t, X, 3/), Л0 Ф 0, Яі 5t 0 .

Тогда при выполнении условий
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10 ВЕСНІК МДУ імя А.А.КУЛЯШОВА № 2 (36) • 2010 •

і _ а2 о _ і  а2 п р _ R4c2 ^2Іс2 ~ а2)'Ч) - — > лі - 1— > щ - щ - --------------------------------- >
с2 с2 с2 - а 2 с 2

0 _ f t = _ a £ 2 _ _ a ( £ 2 z 5 2 ) ,  a i + a i = ‘j n _ h ° i _
(21)

с2 - а 2 с2 с 2 с 2 ~ а2

Фі - ь 2 )с2 = ( с 2 - с і ) ( с 2 - а 2 ) 
система (19 ), (20 ) приводится к одному уравнению вида (12 ), в котором

A = R = Rl +
с2

Ґ \ 
с2 ~ а2

а2

К  = —Ь\ — С\ +

ö  = ß l  +

с\а 2

С \
с2 ~ а2

« 2
0 2 ,

с2

Применяя теорему (5 ) , устанавливаем следующий результат. 
Теорема 6 . П уст ь выполнены условия (2 1 ) и, кроме того,

ai=b\+c\, а  = ß

p \ B - D )  = ^ - - a v a (3 D -2 B )  = D - B ,  4 b d (2 D -B )  = (aL- d ) ( B - D )  
c2

Тогда краевая задача (19 ), (20 ), (9 ) имеет решение

u(t, x,y) = u(g) = \-\a + b ехр(£) + d е х р (-£ )]- 1 ,

V(t, X, у) = v(£) = ÄQ+ X]U(t, X, у)  , 

которое удовлетворяет начальному условию

u(Q,x,y) = \-\a + b ехр(/?х + yy + cp) + d ехр(-/?х  - у у -  <р)]- 1  >

v(/, я, >>) = v (£ ) = Лф + V ( £ )  •

Äi +
r \ 

c2 ~ a2
a 2

Ro + y Qi +

г \
c2 ~ a2

a 2
Q i

V I. Из пункта IV следует, что система (19 ), (20 ) может иметь реше­
ние

u(t, X, j )  = 1 -  [а + b ехр (£ ) + d exp ( -  £ )] 2 = w(£), 

v (t ,x ,y )  = ^ + A 1u(^) = v(^)

при выполнении условий ( 2 1 ) и следующих соотношений:

(22)
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ах =  bi +  C j ,  а  =  ß

і

+

(  с2 - а 2 ^

I
(N +  у Qi +

с2 а 2
0 2

К а2 у 1 « 2  J
p 2D  =  S l ^ L _ ax! 4 B  =  5 D ,  Abd =  a 2 - 1 .

Таким образом, справедлива
Теорема 7. П уст ь выполнены условия (2 1 )  и (2 3 ). Тогда краевая 

задача (1 9 ), (2 0 ), ( 9 )  имеет решение вида (2 2 ), которое удовлетворя­
ет начальному условию

w(0, X, у )  = 1 -  [а + Ъ ехр(/?х + уу + (р) + d  ехр(-/?х  -  уу -  ф )\ 2 > 

v(0, х ,у )  = Ло + Л{и(О, X, у ) .

VII. Рассмотрим двумерное уравнение Фишера с кубической нели­
нейностью

и* = D(uxx + и + Ли н--------+ и у |+ Rux + Qu у + Ки - \ - Н и D  > 0 ,(2 4 )
уу 1 -м  у ' у

с произвольными коэффициентами и краевыми условиями (2 ). Решение 
уравнения (24 ) будем строить в виде (16 ). Подставляя (16 ) в (24 ), по­
лучим нелинейное уравнение

laF-V  = Dp2 \lF3F" -  6F2(F ')2 ]+ ̂ F 6 -  F4 j+ 2(Rß + Qy)F3F' + 4p2BF2 (F ')2 +

+at[f6 -2 F 4 + F 2]+ / /J f6 -3 F 4 +3F2 - l ]  ^
и,следовательно,

а  = R ß  + yQ, A(B - D )p2 = 2 K  + 3H  + A, p 2(A B -3 D )  = 2 (2K  + 3H  + Ä ) ,

-  (6a 2 + Ab d)(2K  + 3 H  + Ä) + 2 Dp2 (3a2 + Abd) + (4 5  -  6D) p 2a2 + К  + 3H = 0,

-  (2a2 + бЪсГ&гК + 3H  + A) + Dp2 (a2 + 9W ) -b d p 2(AB -6 D )  + К  + 3H = 0 , (26)

a4 +\2a2bd + 6b2d 2 +12 D p2 (a 2bd + b2d 2 ) -  2 bdp2 (AB -  6D )(bd  + a 2) +

+  (a 2  + 2 М ) ( £  + ЗЯ ) -  Я  = 0.

Таким образом, справедлива
Теорема 8 . Для того чтобы уравнение (2 5 )  имело решение вида 

(16), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись соотношения (26 ). 
На основании теоремы 8  устанавливаем следующий результат. 
Теорема 9. Пуст ь выполнены условия (2 6 ). Тогда краевая задача 

(24), ( 2 )  имеет решение вида (1 6 ), которое удовлетворяет начально­
му условию
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u (0 ,x ,y ) = \ -\ a  + b e x p (ß x + y y  + (p) + d  ß x - y y - ( p ) \  2 .
„2

График решения задачи (24 ), (2 ) u(g) = l - F  (£ ) представлен на 
рис. 5 при следующ их значениях параметров: А —1.2, В = 0.625, 
D  =  0 .5 , £  = -0 .57564372, Я  = 0.31709581, ß  = 1.0, ^ =  1.0, /> = >/2, 
а = 1.0, 6  = ^ = 0 .39 5 08 1 09 -

Рис. 5

V III. Исследуем на основе уравнения (24 ) систему Лотки-Волътер- 
ра с квадратичными и кубическими членами

В ( 0 fy\ 2
ut -  D(uxx + м^,) + -  -\ых 4-Иу J+ Щих + Rivx +Qiuy + Q2vy +a\U +a2uv +

+ cx̂ v2 + b]iî  + + b-̂ uv2 + , D > 0,
(27)

Vf -  +v>y) + +  vy)+ -%vx + + Q-Zvy + Q4uy +C\U2 +C2UV +

1 4 2 2 4+ C3V +djM +dju  v + dyuv +d4v

с произвольными коэффициентами и краевыми условиями (9 ). Сведем 
систему (27 ) к одному уравнению вида (24) с помощью подстановки

v (t ,x ,y )  =  A0 + Ä lu (t,x ,y ), Äq * 0 ,  Хх ф 0 .
Тогда при выполнении соотношений

Л$+Л1 =1, R i + ä 1R2 = R 3 + ' y - ,  Qi + A\Q2 = 6 3  + — Q4 ,
Я] Aj

л
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МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ 13

а2̂ > + 0 ^  + 3b4A^Xy — с2Я̂  + 2 с3Л0 + d3A$ + 3d4A$ ^
/Ц Лу

üj + fl2 ^ 1  Äq + Ь2Ло + 2 /1 qAjÖ3 + ЗЬ^ЛоЛ2 = (28)

= ~Гсі + с 2 +Сз\ + — d2ÄQ+ 2 d ^ + 3 d 4A0Äl,

a-̂ Äy +  by +  b2Xy +  b^Xy +  b4Ä f  =  — dy +  d 2 +  d-^Xy +  d 4Xy
A

система (27) сведется к одному уравнению вида (24 ) с коэффициентами 

r = щ  +  ä\R2 =  R , Q  — Q\+ M Q i s  Q  > А = а2я^ +зя^Ліаз ч-Ь^я^ ч-зь^я^Лу = А ,

= öj + 0 2^-1 + 3#зA()A2  + b2ÄQ + 2 Aq^Z>3 + ,

H  =  0 3 +  öj  +  b2Ä і  +  ^ з А2 +  Ь^Л} =  н .

На основании теоремы 9 устанавливаем следующий результат.
Теорема 10. П уст ь выполнены условия ( 2 8 )  и, кроме того,

а  = R *ß  + yQ ' , 4 ( B - D ) р 2 = S * , р 2 ( 4 B - 3 D )  = 2 S * ,

-  (6а2 + 4 bd)S* + 2 D p2 (За2 + 4 bd) +  (4 В -  6D ) p 2a 2 + K *  + 3 H *  = 0 ,

- ( 2 a 2 +6bd)S * + D p2 (a 2 + 9 b d )-b d p 2 (4 B -6 D )  + К * + 3 H *  =0,

а4 +12 a2bd + 6b2 d 2 +12 D p2 (a2bd + b2d 2 ) -  2 bdp2 ( 4 B -  6 D )(bd + a2) +

+ (a2 + 2bd)(K* + 3 H * ) - H *  = 0 , S* = 2K* + 3H* + A*.

Тогда краевая задача (27 ), (9 ) имеет решение вида

u (t ,x ,y ) = \ -F ~ 2 (%), F(%) = а + 6 ехр(£) +  d е х р ( - £ ) >

v (t ,x ,y )  = Äq +Ä lu (t ,x ,y ) , 
которое удовлетворяет начальному условию

и(0, X, у )  =  1 -  [а + b exр(/?х +  + ^ ) + ехр(-/?х -  XV -  <р)]~2 >

v(0, X, >>) = Äq + V C O , X, у ) .

Таким образом, предложенный метод позволяет аналитически моде­
лировать волновые решения двумерных уравнений Фишера и Лотки- 
Вольтерра с различными типами нелинейности.
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