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УДК 512.548
H.A. ЩУЧКИН

ПОРОЖДАЮЩИЕ МНОЖЕСТВА ПОДАЛГЕБР 
n-АРНЫХ ГРУПП

В теории групп известен способ получения множества порождающих 
элементов подгруппы Н группы G, порожденной множеством X, использую
щий элементы множества X и элементы множества S всех представителей 
правых смежных классов группы G по подгруппе Н. Более точно: подгруппа Н 
порождается множеством всех элементов вида sx{sx}~1, где s и х пробегают 
множества S и Х  соответственно, а символом {д} обозначается фиксирован
ный представитель правого смежного класса Hg. В данной работе установ
лено, что аналогичный результат умеет место и в теории п-арных групп. 
При этом тернарный (п = 3) и п-арный (п> 4) случаи существенно отлича
ются друг от друга и поэтому рассматриваются отдельно.

Существуют различные определения n-арной группы (п > 3), эк
вивалентность которых доказывается многими авторами (см., на
пример, [1], [2]). Мы выберем определение, предложенное в [3], со
гласно которому множество G с одной n-арной операцией [ ] и одной 
унарной операцией ~ называется n-арной группой, если в G выполне
ны тождества

[[*1 ~ * „ R +i  •• =  [*1 - X i  t e +i - a C i + J a w *  ™ *2n-i] (1 )

для всех і = 1, ..., п — ї й

[ у х ^ х ]  = [уз^ххх]  = [xa^jxy] = [ х х х ^ у ]  -  у . (2)
n-2 n-3 n-2 п-3

Таким образом, n-арная группа G является алгеброй < G, [ ], - > 
типа (n, 1), в которой выполнены указанные тождества (1) и (2). 

Полагая в (2) у = х, видим, что в n-арной группе G для любого
ее элемента х  существует элемент X такой, что [х..хх\ - х -  Элемент 
Зс называют косым для х. "-1

Согласно леммам 2.3 и 2.4 из [4] в n-арной группе G выполняются 
тождества

к ' Л І  = k - л  Жп'“«  ж1-"W ,  и ж = [£ £ ]•  (3)
n-З п-3 п-З п-З (п_2)

' """у “ —
п-2

Кроме того, по теореме 2.6 из [4] n-арная подгруппа Н n-арной груп
пы G, порожденная множеством X c G  (обозначается < X  > = Н), 
совпадает с множеством всех элементов вида [ж; ... xm(n_1)+1], где

х х є XUX ,г  = 1, ... ш(п — 1) + 1, X = {ж I X є X}.
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В частности, это верно в случае, когда сама п-арная группа G 
порождается множеством X.

1. Функция выбора представителя класса смежности по подгруппе.
Пусть Я — п-арная подгруппа произвольной п-арной группы G. 

Известно [5—6], что отношение
Ъ ^ с е > [ Н Л Ъ ]  = [НЛс]

п -1  п -1

является эквивалентностью и классы этой эквивалентности равномощ
ны. Кроме того, одним из классов является сама п-арная подгруппа Я. 
Классы этой эквивалентности называют правыми классами смежнос
ти по п-арной подгруппе Я. По аналогии с группами [7—8] опреде
лим на п-арной группе G функцию выбора д -> {д}, которая всем 
элементам одного и того же класса смежности ставит в соответствие 
один и тот же выбранный представитель этого класса. Такую функ
цию, как и в случае групп, назовем выбирающей функцией. 

Отметим важное свойство выбирающей функции:
|[{хі}х2...жп]} = {[а*г2..лгп]}. (4)

Действительно,

[{ж1 }х2 - х п]] = [lä ^ä {x l)]x 2-x n] = 
п -1  п -1

= [[я^я x ^ - x j  = [fLJl[x1x 2...xn]].
п -1  п -1

Ясно, что {{х}} = {х} для любого X є G. Если же х  — выбранный 
представитель некоторого правого смежного класса G по Я, то

{{ж}} = {х} = ж. (5)
2. Построение порождающего множества тернарной подгруппы с 

помощью порождающего множества тернарной группы.
Выбирающая функция позволяет по порождающим элементам 

п-арной группы строить порождающие элементы п-арной подгруппы. 
Покажем это вначале для тернарных групп, то есть для п-арных 
групп при п = 3.

Теорема 1. Пусть X  -  порождающее множество тернарной груп
пы G, Я -  ее тернарная подгруппа, g {g} -  выбирающая функция 
по тернарной подгруппе Н, S  -  множество всех выбранных пред
ставителей, а -  фиксированный элемент из Н,

R — {г = [[sax]{[sax]}a] | s є £, х є XUX},

Т = {t = [ö[sxa]{[^]}] I s e S, X є XUX}.
Тогда:

1) R и T с  Я;
2) R = Т, Т = R;
3) если а є S, то Я порождается любым из множеств R или Т.
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Д оказат ельст во. 1) Покажем, что элементы г и  f лежат в Я. 
Действительно, так как

[ЯЯ[яах]] = [ЯЯ{[вах]}], 
то для некоторых hv h2, h3, hi из Я верно равенство

[h ^ sax ]] = [h3h4{[sax]}],
откуда

[[h^aMsax]] = [[h3h4a]a{[sax]}].

Если в полученном равенстве положить h=[h1h2a], h’=[hji4a], то оно 
примет вид

[ha[sax]] = [h.’a{[sax]}].
Из последнего равенства находим

h ’ = [7ia[[sax]{[sax]}a]],
откуда

[[sax]{[sax]}a] = [ahh ’] є Я , 
то есть г е Я, R с  Я. Аналогично доказывается включение Т с  Я.

2) Найдем косой элемент для г. Для этого положим s ’ = {[sax]} є S. 
Тогда, используя нейтральность в смысле [5] последовательности а х  ха, 
а также (4), получим

s = {s} = {[[sax]xa]} = {[{[sax]}xa]} = {[s ’ xa]},
откуда

s = {[s’xa]}. (6)

Теперь, используя (3) при n — 3, определение элемента s’, нейтраль
ность последовательности ä x x a , а также (6), получим

г = [[sax]{[sax]}a] = [a{[sax]}[sax]] = [a{[sax]}[xas]] =

= [as ’[xas]] = [a[s ’xa]{[s ’аэа]}] с  T, 

то есть R cT . Аналогично доказывается равенство

t = [a[sxa]{[sxa]}] = [[s ”ax]{[s ”ax])a], 
где s”={[sxa]} є S, то есть T с  R.

Из включений R c T h T c R  следуют включения R c  T и TcR , 
откуда, ввиду выполняющегося в G тождества х = х, получаются 
включения R c  Т и Т с  К ,а  значит, и равенства R  = Т, Т = R-

3) Пусть w — произвольный элемент из Я. Так как w  є G, и G 
порождается множеством X, то, как отмечалось во введении, этот
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элемент может быть представлен в виде w = [у1у2- у 2т+1\, где у. є XUX. 
Полагая

“ і =  а > U 2і  =  У і ' " У 2і - 1’ U 2i+1 =  У г " У 2га  

для 7 = 1 , 2 ,  2ш+1 и используя тот факт, что для любых Ъ, с е G
последовательности ЪЪ, ЬЬиЬссЬ являются нейтральными, получим

w  = [[[ааг/1]{[а.а.у1]}{у1}][у2а[{[г/1у2СІ]}{[УіУ2а]}а]]

[Уз (ІЇУіУгФУз МУ1У2У3 Ш У А Ш 1У2У3 ]УіаШІУіУ2Уг ]У4а]И1 -

АУ2т4{[Уі---У2та]}{[Уі---У2та]}а]][У2т+і{[[Уі---У2тФУ2т+іШУі---У2т+іШ
Последнее равенство, используя равенства {ги} = {а} = а и равенство 
(4), перепишем в виде

w = [[[{wi }аУі ]{[{Mi )аУі ]}а][а[{м2 }y2a]{[{u2 }у2а]}]

[[{иг}ауг){[{и3}ау3])а][а[{щ}у^а]{[{щ}уАа]}] ...

-  [a[{^2m}У2таК[{“2ш }У2та]Ш{и2т+1 }Щ2т+1 MKm+l }аУ2т+1 ]№  (7)

Введя обозначения s. = {u.}, I = 1, 2, ..., 2 т  + 1, равенство (7) можно 
переписать следующим образом

w = [[[«! аух ]{[S! ау\]}а] M ^ aK h ^a ]} ] 0>з аУз ]{ts 3 аУз Ы  [ ф 4У4а]([54У4а]}] ••
r,eR і,єТ  г2є й  t2eT

•••[а[82тУ2т “]{[«2тУ2гпа]}Ш«2т+1аУ2т+і]{[82т+1аУ2т + іМ _  r . . ,
------------ Г^Г----------- ' --------------- --------------------- ' -  [Vl -  rJ mrm+ J-Гт+1ЄЯ

А так как, согласно 2), tv ..., tm є R , rv ..., rm+1 є T , то, ввиду 
отмеченной во введении теоремы 2.6 из [4], w e < R > , w e < T > ,  
откуда, в силу произвольного выбора w  є Н, следуют включения 
Н с < R >, Н с  < Т >. Обратные включения < R > с  Я, < Т > с Н  
следуют из доказанных в 1) включений К с Н ,Т  е й .  Таким образом, 
H = < R > , H  = < T > .  Теорема доказана.

3. Построение порождающего множества n-арной подгруппы с 
помощью порождающего множества n-арной группы.

Рассмотрим теперь n-арные группы при п > 4.
Лемма. Пусть G — n-арная группа, Я — ее n-арная подгруппа, 

9 -> {э} — выбирающая функция по n-арной подгруппе Н. Тогда

[ с Ь Щ Ь } М є Н
п-3

для любых с є Я, b £ G.
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Д оказат ельст во. Так как
[Я ^ Ь ] = [Н^Я{Ь}].сєЯ,

n -1  n -1

то для некоторых hv ...,h2n_3 из Я имеем равенство
[ h i - K - 2с Ь 1 =  К - 1 - ^ 2 п - з { Ь } ] ,

откуда
ЦЛі-Л.-2сЬ] W4b}{b)c] -  [ h ^  ..Л2П_3[{ьуь} {b}c]]

n -3  n -2

ИЛИ

[hi..A„_2[cb{b}4b}{b>]c] = [hn^ ..h 2n_sc] є Я. 
n -3

Так как Я — п-арная подгруппа, то решение z = [cb {Ь}...{Ь} {Ь}] уравне
ния п~3

[hv .hn_2zc] = [hn_i..A2n_3c]

лежит в Я, то есть [cb{b}...{b}{b}] є Я . Лемма доказана.
п -З

Теорема 2. Пусть п-арная группа G порождается множеством X, 
Я — ее п-арная подгруппа, д -> {д} — выбирающая функция по 
п-арной подгруппе Н, S  — множество всех выбранных представите
лей, а — фиксированный элемент из Я,

Т = {t0(s, у), tj(s, у), tn_2(s, у) I s є S, у є XUX},
где

A)(s, У) = [ФУ ^]{[sy£^]}...{[sya^]}{[sya^]}],
п -2  п -2  п -2  п -2V-----------------у---------------- ,

п -З

У) ~ [°[s аУ ] {fs аУ Sc5]}-{[s £b̂ 3ay £^2 ]} {ts °У
i - l  п -2 - t  i-1  п - 2 - і  i-1  п -2 - t  i-1  n -2 - i

n -3

для і = 1,2,  ..., n ~ 2 .  Тогда Т с Я ,  если же а є 5, то Я порождается 
множеством T u  {а}.

Д оказат ельст во. Включение Т с Я  следует из предыдущей лем
мы, если в ней положить

с = а , Ъ = [si/ а^а] или Ъ = [sa^May а^а ], г = 1, 2, ..., п ~  2.
п -2  і —1 п -2 - t

Пусть и -  произвольный элемент из Я. Так как и  є G и G по
рождается X, то, как отмечалось во введении, этот элемент может
быть представлен в виде

U = [У\Уг-Ут{п-і)+іІ У і є х и х ,  і  = 1, 2, ..., m(n -  1) + 1.
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Полагая

Щ = а , и к (п -і)+1 = ІУ і-У к (п -і)+ іІ  u k(n-i)+i = [Уі-Ук(п-і)+і
n -l

где при к = О, 1, т  ~  1 всякий раз I = 2, 3, п -  1 и используя 
свойство (4) выбирающей функции, а также тождество {{х}} = {х}, 
будем иметь

{[НІо^ааУі]} = ЫіЬ
n-3

{[{u fc(n-l)+l}yfc(n~l)+2 SL^S]} = 1и к(п- 1)+2І> 
n-2

{[{u fc(n-l)+i+l} £ ^ 2  аУк(п-Х)+і+2 ~  {u k(n-l)+i+2}’
і - 1 n - i-2

где і = 1, 2, ..., n -  2 и um(n_1)+1 = и.
Теперь легко устанавливается нейтральность в смысле [4] следую
щих последовательностей:

{[{«о I £L^S “ У і ] } - { [ К } аУ\ ]} {[{«о} £ ^ 2  а Уі]} £ ^ 2  a iu i},
ч______ n -3 _______________ n -3 ______  ̂ n -3  n -2

n -3

{[{u fc (n -l)+ l}yfc (n -l)+ 2  S ^ £ ]} -{ [{ u k (n - l)+ l }Ук(п-\)+2 E ^ s ]}  {[{u fc(n -l)+ l H/fc(n-l)+2 ? ' ; л .]} 2 ^ 3  a {u fc(n -l)+ 2b  
v_______________________ n - 2  _________________________n - 2  n - 2  n - 2

n -3

{[{u fe(n-i)+i+i}fiL^SаУк(п-і)+і+2 £L^2 ]}-{[{u fc(n-i)+t+i}£L^SаУк(п-і)+і+2 2 ^ 2
i______________ i - 1______________n - i-2  г- i  n -i-2

n-3

{[{Mfc(n-l)+i+l}SL^3a ?/fc(n-l)+i+2 2 ^ 2  ]} lL^S  a i u k(n-l)+i+2}> 
i-1  n - i - 2  n -2

Г Д Є  І =  1 ,  2 ,  . . . ,  П  —  2 .

По условию {a} = а, а так как и, а є H, то
{u } { [і/ і 2/2 •••2/rn(n-l)+l] }

Поэтому, используя нейтральность указанных последовательностей, 
будем иметь

И = Ы1У2 -  ^»-ц+іі =

= [с^л [о[{«0 } сил ayJ ] {[{«о } а^я оу: ]} ...{[{«о } ]} {[{«о } сил аг/! ]}] сил
п -2  п-З  ______ п-3______________ п -3_____  ̂ п -3  п -2
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[а[{щ}у2 а^л] {[{щ}у2 а~д]} {[{гіх}у2 2^Sl}] £ £
n -2  n -2  n -2  n - 2  n -2V----------------v----------------/

_______________________________ n -3 _______________________________ /

Щ

[a[{u2}oy3 a^a]{[{u2}ay3 а™а]}...{[{и2}ау3 ал.]} {[{щ}ау3 о ^ а ]}]^  ...
n -3  ___________n -3 _______________ n -3  n -3  n -2,

4 1 у

...V , а. . .а а {и , =т(п—1)+1 »̂-v--» 1 т(п— 1)+1JJ
п -2

_  [а...а v-\ а...а у?. 9 -А ^ - ß.- л г у г п - i u i { [У іУ г  У т ( п - ц + іМ  =
n -2  n -2  n -2  n -2

_  [сил Vy a^a v2 ... i?m(n_i)+ia]
n -2  n -2  n -2  n -2  ’

ГДЄ

V . _ _ ц + і [ Q[{u m (n -1 )}  £ ^ 5  а У т (п -1 )+ 1 І  {t{w m ( n - l ) } & ^ S a y m (n - l)+ l]} " '{ [ (w m (7 i-l)}  ї ^ 5 а !/ т ( і і - 1 )+ іі)
n - 3  >____________ n -3 _____________________________ n - 3 _____________ (

n - 3

{[{u m (n -l)}  CL»0 а ї/т (п -1 )+ і]} ] . 
n -3

Таким образом, доказано равенство

и  =  v i  v 2 2 ^ 3  v 3 -  S ^ £  v m (n - i)+ ia ] ш
n -2  n - 2  n -2  n -2

Так как все г>р v2, ..., um(n_1)+1 принадлежат T и элемент и выбран в Н 
произвольно, то по теореме 2.6 из [4] имеем включение Я с < Т и { а } > . 
Обратное включение < Т и { а } > с Н  следует из доказанного ранее 
включения Т с Я .  Таким образом, Н = <Ти{ а} >.  Теорема доказана.

Если п-арная подгруппа Я имеет в п-арной группе G конечный 
индекс, то число всех представителей во множестве S  совпадает с 
этим индексом. Поэтому из доказанной теоремы вытекает

Следствие. n-Арная подгруппа конечного индекса в конечно по
рожденной п-арной группе конечно порождена.
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