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А.М. ГАЛЬМАК

ОБ ОПЕРАЦИИ [ V

В предыдущих работах автора изучалась 1-арная операция Г ] ко­
торая была определена для любых 1> 2, к >  2 и произвольной подстановки 
а є & на k-ой декартовой степени Ак полугруппы А. В данной работе в 
определении операции [ ]!До к полугруппа заменяется произвольным группо­
идом. В связи с этим возникает естественный вопрос: какие из полученных 
ранее результатов об операции Ц  0 fc для случая полугрупп окажутся вер­
ными и для случая произвольных группоидов? Приведены примеры таких 
результатов. В частности, установлено, что если а -  нетождественная 
подстановка, а группоид А  содержит более одного элемента, то в 1-арном 
группоиде < А , [ ]г а > нет единиц; если к тому же группоид А обладает 
единицеи, то l-арныи группоид <  А*, [ ](о >  неабелев.

1. Определение. Пусть А  -  группоид, к >2,1 >2,  а -  подстановка 
из Sk. Определим на А к вначале бинарную операцию:

X о у  =  ( x v  Х2, ..., Хк) I  ( y v  y v  у к)  =  ( х іУа(1), х 2Уо(г), х ку а{к]), (1) 

а затем і-арную операцию:

-  ч « , = * , : & , : (  -  (хм : ( * м ;  * , » . . . » .  (2)

Понятно, что операция [ ]2 совпадает с операцией ° .

2. Замечание. Легко заметить, что если о =  (12 ... к), то операция 

° совпадает с операцией

X о У =  (Xi) X v  0 ( y v  y v  ; ^  х ^ У ь ,  х кУї)

из [1, определения 2.2.3], а операция [ ]2 о к — с операцией [ ] из того 
же определения. Операции ° и [ ], fc впервые были определены в [2]. 
Там же в [2] впервые была определена и операция [ ], „ для случая 
полугруппы А.  Заметим также, что операция [ ]п ^  аналогична 
n-арной операции, которую Пост определил на множестве всех 
п-арных подстановок [3].

3. Теорема. Пусть А  — полугруппа,
Х(. — (аСд, агй, . . ., х л) є А к, г =  1, 2, . . ., I.

Тогда
[XjX2 ... х ;]г а к — ( y v  у 2, . . .  , у к),

где

У j  X l j X 2a(j) ■■■ І  -  1 ,  2 ,  . . ., k .

Д оказат ельст во. Полагая
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Х 1-2 о ( * ! - !  о X l )  =  ( У і ~ 2)> У і ~ 2)> ■■■> V T ) .

X 2 о (• • • ( X I-2 о ( X i-1 о X l ) )  ' ' ’ )  =  ( y ? , y f ,  V f )

и используя (1) и (2), получим

v (ll) = X  X1 (I-l)j (o(j)’

y \  ] -  Х ( 1 - 2 у У І ( і )  -  X ( l- 2 ) jX ( l- l)a b ')X l< y m )  ~  X ( l - 2) j X { l - l ) 4 ( j ) X ^ ( j )  >

( 2 ) _

Уі X2iXM lV  Xil-lW-3(i)Xlc2) 3 a ( j T "  ( l - l ) c ‘- 3( j )

__ (2) __ _

У  j  X 1 j y a( i)  Х Ц Х 2с(і)Х З ф ( І ) )  • "  Ж (І-1 )в '-3(о О ))Х !о '-г (<гО))

~  X 1 ^2 aü ) X 3a2(j)  ••• ’

Теорема доказана.
Из доказанной теоремы вытекает, что если А  — полугруппа, 

то определение 1 и определение 3.1.4 из [1] определяют одну и ту 
же 2-арную операцию. Можно также сказать, что определение 1 
обобщает ї-арную операцию 3.1.4 из [1], на случай группоидов. 
Из теоремы 3, если учесть замечание 2, вытекает предложение
3.1.5 [1].

Многие утверждения из [1] об операции [ ]г к могут быть обобще­
ны на случай операции [ ], о к. Например, следующие две леммы, 
являющиеся следствиями определения 1, обобщают леммы 2.2.4 и
2.2.5 из [1] соответственно.

4. Лемма. Пуст ь А  — группоид, т  є {1, ..., I — 2}. Тогда

[х,х„ ... х,1, , =  [х. ... X [х  .. ... X,], .1 ,, .,« • 1 2  14, а, к L 1 mL m+1 Ш—т., а, fcJm +l, er, к 9
в част ности ,

[ Х 1 -  X Jl, fc =  Х 1 О tX 2 - к’

[ Х 1 -  X Jl, о, к =  1Х 1 -  X I- 2CX I-1  о X i ) L l , a , fc-

5. Лемма. П уст ь А  — группоид с единицей 1,

т  є {1, ..., I -  1}, е =  ( 1, ..., 1) є А к, Xj, ..., xm є А к.
к

Тогда

=  е; [X! ... xme _ . _ e ]  =  [Xl ... х т]т
1

Следующее предложение обобщает предложение 2.2.7 из [1].
6. Предложение. Если А  — группоид с единицей 1, содержащий 

более одного элемента, а ~  нетождественная подстановка из S ,, тоa k
операция о не являет ся ассоциативной.
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Д оказат ельст во. Для х, у, z є A k положим

<Х  О У )  О 2  =  К .  U v  U fc)> Х  о ( У  о Z )  =  ( V V  v 2> - >  V 0 -

Тогда, согласно определению операции а ,

ui ~  <)zabv Vi ~  х }Увмг аги)> І  ~  •••>

Если теперь ПОЛОЖИТЬ X. =  Уа(Л =  2ст(й =  1, TO U. =  1, V. =  2о2(я . Так 

как а  — нетождественная подстановка, то с2 ( j )  ф a(j), для некоторо­

го j  =  1, ..., k. Поэтому v j — Z j {j) можно выбрать отличным от zo(j) =  1, 

откуда следует и. ф v .. Следовательно,

/ С \ (Т (Т / О \(х  у ) Z Ф X (у  z).
v о 47 7 о  о w  о 7

Предложение доказано.
В [1] больпшнство результатов об операции [ ], fc получены для 

случая, когда группоид А  является полугруппой. Возникает естествен­
ный вопрос: какие из этих результатов останутся верными, если от­
казаться от ассоциативности операции в группоиде A4

7. Теорема. Пуст ь  ст — нетождественная подстановка, а группо­
ид А  содерж ит  единицу  1 и элемент а, от личны й от  1. Тогда  
1-арный группоид <  А к, [ ]; к >  неабелев.

Д оказат ельст во. Так как а  — нетождественная подстановка, то 
найдется такое j  є {1, ..., к}, что c ( j )  =  s *■ j, где j  є {1, ..., k}. Поло­
жив

e (1, ..., 1), a (1, ..., 1, a, 1, ..., 1)
k  s - l  k -8

и применив лемму 5, получим

[ае  ... ©]i — я — (1, 1, а у 1, .. . j 1),
4 V   ̂  ̂ V ...   ̂ ..... у-

1-1 ä—1 к -8

[ е а е ... e],>g[t -  [еа ]2 а t =  е ® а =
7-2

=  ( l ^ J )  I  1, а, а,
fc S - l  fc -* j - 1 it-J

Следовательно,

[ae  ••• e]u ,fc* [e a e  ... e]!ajfc,
1-1 Ї-2

то есть Z-арный группоид <  A fc, [ ]( c fc >  не является абелевым. Пред­
ложение доказано.
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Если в теореме 7 положить ст =  (12 ...  к), то получим предложе­
ние 2.8.1 [1].

Если в теореме 7 в качестве группоида А  взять полугруппу, то 
получим предложение 3.5.1 [1].

8. Лемма. Если  ст — нетождественная подстановка, а группоид  
А содержит более одного элемента, т о в группоиде <  А к, ° >  нет  
единиц.

Доказат ельст во. Так как ст — нетождественная подстановка, то 
найдется такое j e  {1, . . . ,  к}, что a( j )  =  s *  j, где s є {1, . . . ,  к}.

Предположим, что е =  (ер ег, . . . ,  ек) — единица в <  А к, °  > ,  и

для любого а є А  положим
а  —  ( е 1 > - г e j - i>  а > e j+i> ■ ■ • > e fc)-

Так как е -  единица в <  А к, ^ > , то

а " е  =  а =  (ev ■■■, e^v а, е.+1, . . . ,  ек), (3)

а, согласно определению 1, j -ая  компонента элемента а ^ е равна

aeaü) =  aes, откуда и из (3) следует а =  aes. Последнее равенство верно 
для любого а є Л, в частности е =  ее .' 1 1 S

Так как е — единица в <  А к, ^ >, то

е °  а =  а =  (ек, . . . ,  е._р а, е.+1, . . . ,  ек), (4)

а, согласно определению 1, j -ая  компонента элемента е ̂  а, ввиду

a(j) =  s *  j, равна =  e.es, откуда и из (4) следует a =  еег. Срав­
нивая это равенство с полученным выше равенством е. =  e.es, полу­
чаем а =  е., что невозможно, если выбрать а ф е.. Лемма доказана.

9. Теорема. Если  ст — нетождественная подстановка, а группо­
ид А  содерж ит  более одного элемента, т о в 1-арном группоиде  
< Ак, [ ]г а0к >  нет  единиц.

Д оказат ельст во. Ввиду леммы 8, считаем I > 3.
Так как ст — нетождественная подстановка, то найдется такое

І є {1, . . . ,  к}, что a ( j )  =  s *  j, где s є {1, . . . ,  k}.
Предположим, что e =  (ev ev , ek) — единица в <  A k, [ ] a k >, 

и для любого а є А  положим
a  —  ( Є1> • • • > e j - l>  a ) e ; +l> ' • • I e fc)'

Так как e — единица в <  A k, [ ]г o k > , то

[ a e _ e  ]г Wi fc =  a =  (ev . . . ,  e._v a, e.+1, . . . ,  ek), (5)
Z-l

а так как по лемме 4
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[я Є ...Є  ]; а к  [ ае[ е  ■ ■ ■ Є ]г_2, а,  к  ] ,  а,  к ’

1 - І  1 -2

ТО, положив

[ a e ^ s U k  =  > %)> I g ^ s U « ,  »с =  (Vv • • •> v k)
1-1 1-2

И используя определение операции [ ]j п к, получим U =  a(eMj)V<j*(j)h 

откуда и из (5) следует а =  a(ea(J)val ) .  Последнее равенство верно 

для любого а є А, в частности

е3 =  ei (W o * W)> = еДел*>> - (6)

Так как е — единица в <  А к, [ \  а к >,  то

[ еа е _ е  ], 0 fc =  а =  (ер . . . ,  e._i; а, е.+1, ек), (7)
1-2

а так как по лемме 4

[ е а е ^ е ][ а k =  [ е а [ е _ е ] г.2 a J 3>а к,
г-2 ї-2

ТО, ПОЛОЖИВ

[e a e ^ e ] ,  =  (to,, . . . ,  wk)
1-2

и используя определение операции [ ]г д к, а также условие o ( j )  =  s *  j, 
получим

W. =  e , (W a «W)) = ЄДЄ̂ ( » ) ,  

где (v v vk) те же, что и выше. Сравнивая w  с j - ой компонентой в 

(7), получаем а =  e3(esuo(s)) , откуда и из (6) вытекает а =  е. для любого

а є А. Последнее равенство возможно не всегда, так как в А  имеются 
элементы, отличные от е . Теорема доказана.

Если в теореме 9 положить а  =  (12 ... к), то получим предложе­
ние 2.10.7 [1].

Если в теореме 9 в качестве группоида А  взять полугруппу, то 
получим предложение 3.7.3 [1].
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