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В.Н. ЛАПТИНСКИЙ, Д.В. РОГОЛЕВ

О РАЗРЕШИМОСТИ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ КРАЕВОЙ 
ЗАДАЧИ ДЛЯ СИСТЕМЫ МАТРИЧНЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ РИККАТИ

Получены конструктивные достаточные условия однозначной разре
шимости периодической краевой задачи для системы матричных диффе
ренциальных уравнений Риюсати.

В данной работе с помощью метода [1, гл. 3] исследуется краевая задача

~  = Al(t)X + ХВ, (ґ) + X(S, (t)X + S2 (t)Y) + F,(f), (1)

rlW
? ±  = A2(t)Y  + YB2 (0  + Y(P, (r)X + P2 (/)'Y) + F2 (t), (2)

X(0) = X (ö>), (3)

Y(0) = ¥(©), (4)
где te[0,co], X(t), Y ( t )є R"x", матрицы A,.(f), S,(r), P,.(r), Ff(f)
(i = 1,2) определены и непрерывны на промежутке [0,<г>]; со> 0.

Система уравнений (1), (2) относится к многомерным системам 
дифференциальных уравнений специального вида. В частности, к та
ким уравнениям относятся матричные дифференциальные уравне
ния Ляпунова, Риккати, играющие важную роль в теории и прило
жениях дифференциальных уравнений [1-4]. Указанная система 
впервые появилась, по-видимому, в теории дифференциальных игр 
(см., например, [3]). Задача типа (1)-(4) рассмотрена в [1].

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А.
 Ку
ле
шо
ва



МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ 13

Примем следующие обозначения:

D = {(t,X,Y):0<t<(O,||Х||< а,КУЦ< р2}, Ä,.(со) = [ А ,(г ) d t , Yi = ||А"1 (а,)|,

ai = max||A,(/)||, ß, = тах||в,(г)||, St= max||S, (r)||, //, =max]|P,(/)||;

ht =шах||Е((/)|, ||Т|С =шах|т(/)|>

Яп = її ^а.со2 (а, + Д + 2 SlPl + S2p2) + ©(А + 2SlPl + S2p2)

021 = УіМіРг®
1a2ct) + 1

Я 22 — її

где ^є[0,й>], px,p2> 0, І ' !  — мультипликативная норма матриц

(||ST||<||S||-||T||), например, любая из норм, приведенных в [5, с. 21].
В случае, когда коэффициенты в (1), (2) постоянные, получим 

систему типа [3].
Теорема. Пусть выполнены следующие условия:

1) d etÄ ,*0  (/ = 1,2), (5)

2) Гі I I « У  [(«j + А ) А  + SiРІ + A A A  +^] +

+ ® ( А  А  + А А2 + А  А  А  + К )| *  А  ,

Гг ^ а 2°>2 [(«2  + А ) Р2 + A  A2 + A A A  + К  ]  + 

+ ® ( А  А  + А  Рг + А  А  А  + К ) к  А  ,

(6)

3) <1, det(E -Q )>  0 , (7)

где Е = diag(\,\), Q = (?y) .
Тогда задача (1)-(4) однозначно разрешима в области D.
Доказательство. Используя условие (5) и следуя методике [1], 

сначала выведем систему матричных интегральных уравнений, экви
валентную задаче (1)-(4).

Из уравнения (1) на основании условия (3) имеем
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14 ВЕСНІК МДУ імя А.А.КУЛЯШОВА № 1 (35)* 2010*

Ja , (r )X (r )ä r  = ~ J[x(r)B j (г) + X (r)(S1 (г)Х (т) + S2 (г) Y (r)) + F, (r ) ]d r .
0 0
Воспользуемся тождеством типа [1, с. 47]

Ф  (О t  ( т  N

jA j(r)X (r)</r = | а ,(гУ гХ (* )-I |а,(сг)£/сг сЖ ( г )  +
о V о

+ J|JAi(‘T)rfo' Щ т)- (8)

Тогда на основе (8) в силу (1) получим

Ä, M X «  = j f  Ja, (<r)rf<r][A, (r)X (r)+ X (r)B , (г) +
о Vo  )

+X(r)(S, (r )X (r) + S,(r)Y(r))+F,(r)]rft- -

со/ ca s'
-  J[ Iа . M  * H [ a , W x  W + X W B . ( 0 +

+X(r)(S1(r)X (r)+ S 2(r)Y (r))+ F 1(r )]r fr -

- £ х ( г ) в ,  W + X  W (s , W x  W + s2 W  Y W ) + F. («■ )]* • 0 )
0

Так как, согласно (5), detÄ,(ü>)*0, то из (9) получим матричное 
интегральное уравнение

Х (/) = А-1 (®)| I  JA, (cr)dcr j [A ,  (r )X (r) + Х(г)В, (г) +

+X (r)(S ,(r)X (r) + S, (г) Y(r))+F, (г)] *■ -

<ä/<ä ^
-J  Ja,(o-)At [ а 1( !-)Х(г) + Х (г )В 1(г )  +

t  \ T  )

+X(r)(S, (r)X (r) + S,(r) Y (r ))+F, ( r ) ] *  -

- ] [X (r )B ,(r )+ X (r )(S l(r )X (r )+ S J(r )Y (r))+ F 1 ( r ) ] * j  • (Ю)

Аналогично получим следующее интегральное уравнение:

Y W a ^ J ' f ' l A . w A . M V H + Y W B . W t
I OVO
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+Y(r)(P, (r )X (r) + P: (r) Y (r)) + E, ( г ) ] л

+Y(r)(P, (r )X (r) + V, (r) Y (r)) + F, (r)] A

CO

£ У (г )В г(г) + У (г)(Р ,(г)Х (г )+ Рг(г)¥ (г)) + Рг( г ) ] *  ■ (11)
0

Верно и обратное: всякое непрерывное решение системы мат
ричных интегральных уравнений (10), (11) является решением задачи 
(1)-(4). Это можно показать с помощью несложных выкладок.

Исследуем разрешимость системы уравнений (10), (11). Эту систе
му запишем в операторной форме:

где через С, (і = 1,2) обозначены соответствующие интегральные опе
раторы в (10), (11). Эти операторы действуют на множестве

Покажем, что из условий (5)-(7) следует выполнение модифици
рованного [6] принципа Банаха-Каччиопполи [7, с. 605] на множестве

Сначала покажем, что (£l(X ,Y ),£2(X ,Y ))e  D, если (X ,Y ) e D .  Вы
полнив оценки по норме в (12), (13), имеем последовательно

X = 4 (X ,Y ), 

Y = A (X ,Y ),

( 12)

(13)

{(X (05Y(r)):|x||c <со, [|Y[|C <со}.

0 = { (x (0 ,y (0):||x ||c < a ,||y ||c < a }.

||£, (X , Y)|| < (ÄT1 H|| [a, {a )da  [A,(r)X(r) + ВДВДг) +

+X(r)(Sj(r)X(r) + S2(r)Y(r)) + F ^ d r  -

[а і(т)Х(г) + Х(г)Ві(г) +

+X(r)(SI(r)X(r) + S2(r)Y(r)) + F,(r)]i/r -

CO

-  j fx ^ B ^ r )  + X(r)(Sj(r)X(r) + S2(r)Y(r)) + F,(r)]rfr <
0
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16 ВЕСНІК МДУ імя А.А.КУЛЯШОВА Ns 1 (35) •  2010 •

J J|a . H K  [Ца .^ Ц х м Ц+Цх м Цв . « ^
[ о  Vo  )

+||X(r)|||S1(r)|[||X(r)j| + ||X(r)|| |S2 coll I YCr)||+ |lF,(r )||]rfr +

(0 f  €0 ^
+| J|a ,H | * t [||а д г)||Х(г)И в д ||в ,(г)|| +

Лг )

+||X(r)||||S1(t-)||||X(r)|| + ||X(r)||||S2(r)||||Y(r)|| + ||F,(r)||]* +

Jtllx ^ ll lB.w ll+ lx w llls .w lllx w ll+ Ix (ollls ^ olllYw l + lF.(r) l l ] * l s0 J

s  Г, I + А  )||ад|| + 'S, llx W f  + St ||X(r)||||Y(r)| + * , ] *  +

+ Ja , (^  -  г ) [ ( а , + A  )l|X(r)||+ 3, ||X(r )|j2 + ||X(r)||| Y(r)|j + jtfr +
t

+ j[  A  ||X(T)| + s, ||X(r)f + <52 ||X(r)||||Y(r)|| + h,] r fr j <

 ̂Ті I I aî 2 [(«i + A ) A + SiPi2 + 5гA A  + \ ] +

+ a>(#/?! + 8хр ї  + ö2p,p2 + Ä,)

Аналогичные оценки выполним для оператора :

IIА (X, Y)| ^ |Ä"‘ (ffl)|| I j f  fA , (<t)d a ]fA 2(T)Y(r) + Y(r)B2(r) ■
[ о  VO J

+ Y(r)(P ,(r)X(r) + P2(r)Y(T)) + F2(r ) ]dr  -

- j f  Ja2 (<т)Лг][A 2(r)Y(T) + Y (t)B 2(t) +
t \ t  у

+Y(r)(P1(r)X(r) + P2(r)Y (r)) + F2(r )]r fr -

-  j[Y (r)B 2(r) + Y(r)(P[(r)X(r) + P2(r)Y (r)) + F2(r )]d r  | <

(14)
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МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, Б1ЯЛ0ГІЯ 17

1т +

s ^ | J [ I A ^ <T)l0'CTj [ l A3(r)llllY('-)ll+ llYw IIBi w!l

+IYfr)|||P,W||XW|+||Y(r)|||P1(r)||Y(r)| + |F! (r)||]rf;
ф {  (О ^

+ J J l h W I K
І\т j

+|Y(r)|||P1(r)||X(r)|+||Y(r)l||Pi (r)I|Y(r)|| + ||F2(r)||]*
(0
' j [ lY(r)!ll|B2(r )|l + llY(r )|!|P,(r )!|X(r)J| + ||Y(r)|||p2(T)|||Y(r)|+|F2(r)|]t/-T><

dr +

+

; r21 ja 2r [{a 2 + A )|Y(r)|| + A ||X(r)||||Y(r)|| + ̂ 2 ||Y(r)||2 + h

Cö

Ja2 (со -  т)[(а2 + A)||Y(r)|| + M ||X(r)||||Y(r)|| + и2 ||Y(r)||2 + h2]dr

+j [  А ІІВДІІ + fh |X(r)||Y(r)|| + M2 lY (r ) f  + A>]rfr j  < 

-Г 2\^ a2co2 [(a 2 +ß2)p2+ ц2р.22 + M A p2 + h, ]  +

+ ® (А /72+ Уи2/722+М А/72 + А2)|- (15)

Из (14), (15) на основании условия (6) следуют соотношения
|A(X,Y)|c ä rt, (16)

IK(X,Y)||c S ft . (17)

Далее из (12) имеем для произвольных (х , y ),| x ,yJ

\ _

є / ) :

Су (% Ў ) -  С, (X, Y) = А"1 (®)| \Aid°  A i ( Ї  -  х )  + ( Ї  -  х )в , + 

+(ÜS Д  -  XSjX) + (^S2t  -  x s 2y ) d т-

-  jj jiА^сг А1( І - х )  + ( Я - х ) в ,+
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18 ВЕСНІК МДУ імя А.А.КУЛЯШОВА № 1 (35) •  2010 •

+(іЬзД -  x s ,x )+ ( k s £  -  x s 2y ) dr-

- j [ ( Ü  -  x )B j + (Й вД  -  x s ,x )  + (&S2t -  XS2y)]</t I

Выполнив оценки по норме, получим

|к,ў)-£,(х,ў)

d r -

<||Ä-4 «)||||J ĵA ,^

( i s  Д  -  x s ,x )+ ( І 8 2Ў -  x s 2y )

а Д - х Ы І - х Ь ^

( i s  Д  -  XS,X) + ( І 8 2Ў -  XS2y )

а Д І - х М І - х Ь ^

о)/ аз \

\ ! Aläa;

d r -

dA<-  j [ ( i  -  х ) в , + ( ІЬ Д  -  x s ,x )+ ( i s 2t  -  XS2y )
0

s  r, | Y  j| А,|Лт J||a, ( k  -  x )| + ||(i -  x )b ,|+

+||is1( i - x l+ | | ( i - x ) s 1x  + ^s2(^ -  y )||+||(̂ :-x )s2y

A Jä t  |а Д Ї - х ) М ( Ї - х ) в ,Ін
дії

+| i s ,  ( i  -  х | + | (x -  х Ь д Ц + ||is2 (ў  -  y)J+

i -x )B j| +  i s , ( i - x )  + ( i - x ) s , x  

№ - y |+  ( i - x ) s 2Y

dz +

> \r

dr +

+ xs„ dx\<

|а,й)2(а, + A +  23, pl + S2p2) + a>(ß1 + 25xpx + S2p2) ||І- х||̂  +

(І л +82px(ü — а,®  + 1 
\2

Y -Y
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Отсюда следует оценка

| | /;(it)-A (x ,Y )| |c < ri.

+су( Д + 2 Sypy + д2р2)] 

Аналогично получим оценку

A ( Ü ) - A ( x ,  y )

і

с̂сусо2 (ay +ßy+ 2SyPy + S2p2) +

X - X  + S2pyCOf l  л—а,й) + 1 Ў - Y
Не U  )

(18)

^ Ї і \^РМ  ~«2® + 1 X - X +

- ff2®2 («2 + A  + A A + 2A A ) + " ( A  + A A + 2/̂ 2 A )

Запишем (18), (19) в матричном виде
K <Q K ,

Y - Y (19)

(20)
где

'  £ y ( k j ) - £ y ( x ,Y )  ' (  ~ ~ \ х-х
К = С

4 ( £ , f ) - A ( x ,  Y)
V с )

, к = с

Y - Y
V с )

Используя условие (7), можно показать на основании [8, с. 370], 
что характеристические числа положительной матрицы Q располо
жены внутри единичного крута с центром в начале координат. Таким
образом, на множестве D имеют место соотношения (16)-(19), явля
ющиеся условием модифицированного [6] принципа Банаха-Каччиоп- 
поли [7, с. 605] сжимающих отображений применительно к системе 
уравнений (12), (13). На основании этого заключаем, что решение
X = Х ( /) , Y = Y(t) этой системы на множестве D существует и един
ственно. В конечном итоге это означает, что задача (1)-(4) однознач
но разрешима в области D .

Замечание 1. Вместо условия (7) можно принять условие ||q || <1, 
более удобное для применения.

Для построения решения системы матричных интегральных урав
нений (10), (11) (см. также (12), (13)) воспользуемся классическим ме
тодом последовательных приближений (см., например, [7, с. 605]):

X, (<) = АГ' (ш)| П А , (<r)do|[А, (r)X,_, (г)+ Х,_, (г)В, (г) +
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20 ВЕСНІК МДУ імя А.А.КУЛЯШОВА № 1 (35)» 2010

+ хм  (r)(s, (r)X,_, (r )+ S 2 (r)Y,_, (r))+F, ( r ) ] d T  -

- j f Iа. (a ) d a  [A. (r)xi-i(r)+x*-i (0Bi (0+

+Хы (г)(8,(г)Хм (г)+8г(г)¥,.,(г))+Г,(г)]</г- 

- £ x l4(r)B,(r) + X,_,(r)(S[(r)XH (r) + S,(<•)¥,„,(r)) + F,(r)]dr 1, (21)

Y ,(')  = Ä;'(<o)| J  \h,{a)da  [A 2(r)Yl4 (r) + YM (r )B ,( i)  +
lovo )

+Xm W ( p.M x .-. W  ■+ Pa W V.- ,M ) + Г2 W ] *  -
с о /  CO \

-|  [A ,(r)Y ,_,(r) t V . r )  +

+*ы (г )(р, М х ы M  + f .  M M )  + F2 M ]  *  -

-][Y ,-,(!-)B ! (r )+ Y ,.,(r )(P1(r)X ,.1(r) + P2(r)Yt.1(r))+F J( r ) ] * | > (22) 

к = 1,2,...,
где X0(0 , Y0(/) — произвольные матричные функции класса С[0,со],

принадлежащие множеству D .
Используя условия (6), нетрудно показать, что все приближен

ные решения, полученные по алгоритму (21), (22), принадлежат мно
жеству D . Заметим, что эти решения, вообще говоря, не удовлетво
ряют краевым условиям (3), (4). Поэтому следует создавать более эф
фективные алгоритмы построения решения задачи (1)-(4). Такие алго
ритмы можно получить на основе применения подхода [1, гл. 3]. Их 
разработке будут посвящены дальнейшие исследования авторов.

Изучим вопрос о сходимости полученной последовательности. Сле
дуя известному приему (см., например, [9]), этот вопрос заменим эк
вивалентным вопросом о сходимости рядов

Х0+(Х1- Х 0) + ... + (Х , - Х ,  _,) + ..., (23)

Y0+(Y1- Y 0) + ... + (Y4-Y t_1) + ... (24)

Докажем равномерную по t є [О,а>\ сходимость рядов (23), (24). Для 
этого построим специальный сходящийся матричный степенной ряд,
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который мажорирует на [0,<о] указанные матричные функциональ
ные ряды. Из (21), (22) имеем соответственно

Х „  - X ,  | Ja .c/ctj[A ,fx, X, ,)+ (Х ,-Х ,.,)В , +

+(XtS,X„ - X HS,Xt4) + (X,S2Y, - X l4S2Y,,_,)]rfr- 

- ї  } а , * гj[A,(X, - X l.,)+(X, - Х М)В, +
I\V )

+(X»S,X, -X „ S ,X t l ) + (X,S!Y1 -  X .^ Y ,_ , ) ] * -  

j [ (X . -  +(X,S,X, -  X^S.X^O+lX.SjY, -  X,_,S2Y,_)]</rJ. (25)

ft/r \
Y „ -Y ,= Ä ; '( f f l )  J  Ja2* t  [A J(Y ,-Y l.,) + (Y ,-Y ,.,)B ,+

[OVO 7

+ ( W , - V „ P , X , . 1)+(Y,P2Y ,-Y ,_1P2Yt_ ,)]d r - 

|A2rfaj[A2(Yt -  Y, _,)+(¥, - Y „ ) B 2 +

+ ( W ,  -V MP,Xl.,) + (YlP2Yt - Y „ P 2Y,.,)]rfT-
£0

"  jt(Y* -  Y*-.)B2 + (y№  -¥ *_№ _,)  +

(26)+ (Y1P2Y4-Y mP2Ym ) ] * | > k = 1,2,...

Выполнив оценки по норме в (25), (26), получим оценки типа (18), (19):
l|x„-x,||c s

-  Г,\\а<">г (“ . + Д + l s , А  + siА)||х* -  Х,_,II + ^ '‘ А р<ш'' II yi -  Y1-|\l І +

+Г,{®(д +2SlPl +#2л)||Х, -x,_,||c +Ä2P,«||Y1 -  YH |cj , (27)

Y, . , - Y4 S

<y,-Иа.ддогЦх,- X ,  ,||, + ± а 2<»г(а2 + Д, + др, + 2ftft)| Y , - Y,_,|| L
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+Уг {МР2Ч1Х* -  Х*-і||с + ® (А  + fhPi + ІРгРг )||Y* -  Yfc-ilc } , £ = 1,2,... (28) 
Запишем оценки (27), (28) в матричной форме

Z*<Q Zi4 , * = 1,2,..., (29)
где

1 х ы - х і '

I K . - y . I L
Далее на основании рекуррентной оценки (29) имеем явную оценку

Zk< Q % ,  к = 1,2,... (30)
Поскольку характеристические числа матрицы Q расположены 

внутри единичного крута, то, используя оценку (30) и соответствую
щие мажоранты для рядов (23), (24), можно показать, что на основа
нии [5; 7] последовательность jx* (r),Y*(r)}” сходится равномерно по
te\0,(o\ к решению системы интегральных уравнений (10), (11), при 
этом имеет место оценка

Z( < (Е -  Q)-1 Q'Z0, / = 0,1,2,..., (31)
где

Jx-x,
I Y - Y ,

ПІС

Используя оценку (30), нетрудно получить оценку области лока
лизации решения задачи (1)-(4), определяемую алгоритмом (21), (22):

(32)Z S Z „+ (E -Q ) ' Z„,
где

A y
» Z 0 —

л 0|1с

Замечание 2. Используя условия (6), (7), аналогичную оценку мож
но получить, исходя из системы интегральных уравнений (10), (11).

В самом деле, выполнив оценки по норме в тождествах (10), (11), 
получим

Z < QZ + R , (33)
где R = со/о»(г1,г2);

г, = \ a\w + 1 ’ = УгК®
(\ . , —а2со + 1 |.
\2

Используя положительную обратимость матрицы Е -Q , из (33) 
получим оценку
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Z < (E -Q )  R. (34)
Как видно, оценка (34) является коэффициентной. Чтобы вос

пользоваться оценкой (32), следует получить оценки для Z0, Z 0, т.е. 
эта оценка менее удобна для применения, чем оценка (34). Однако в 
случае Х0 =0, Y0 =0 эти оценки совпадают.

Замечание 3. Отметим в соответствии с замечанием 1, что если 
принять IQ! < 1, т о  оценка области локализации решения может быть 
получена в виде

zll<-IW
i-llQll

Аналогичная оценка имеет место для Ъ.:

I I Z I U M M , / = 0,1,2,...
і 'і 1-lQl

Таким образом, в настоящей работе получены коэффициентные 
достаточные условия однозначной разрешимости на компакте и дан 
эффективный алгоритм построения решения задачи (1)-(4).
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