
МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ

УДК 517.925
Д.В. РОГОЛЕВ

А Н А Л И З  П Е Р И О Д И Ч Е С КО Й  КРА ЕВ О Й З А Д А Ч И  
Д Л Я  С И С ТЕМ Ы  М А Т Р И Ч Н Ы Х  У Р А В Н Е Н И Й  

Т И П А  Р И К К А Т И

Получены конструктивные достаточные условия однозначной разрешимос­
ти периодической краевой задачи для системы матричных дифференциальных 
уравнений Риккати.

Введение
Рассмотрим краевую задачу:

^  = А, (/)Х + ХВ, (г) + X(S, (/)Х + S2 (О Y) + F, (/), (1)

dY—  = А, (/) Y + YB2 (/) + Y(P, (Ox + Р2 (/) Y) + F2 (/), (2)

Х(0) = Х(ю), (3)
Y(0) = ¥(©), (4)

где t є [0, со], Х(0, Y(0 є Мяхя, матрицы А, (?), В, (?), S, (t), Р, (?), F, (?) (і = 1,2)
определены и непрерывны на промежутке [0,со]; со>0.

В работах [1-3] на основе применения метода [4, гл. 3] в случае
іо

det J A, {r)dz ф 0 (г = 1,2) проведен конструктивный анализ задачи (1)-(4).
О О)

В работе [5] задача (1)-(4) изучалась в случае det |в ,  (т)сіт ф О (г = 1,2).
В данной работе, являющейся продолжением0 и развитием [1-3, 5], 

задача (1)-(4) с помощью указанного метода изучена в случае, когда мат-
іо со

рицы jA ;(r)t/r, -Jb . (r)dr (/ = 1,2) попарно не имеют общих характерне-
О О

тических чисел.
Основная часть

Примем следующие обозначения:

D = |(/,Х, Y ): 0 < t < со, ||х|| < pv ||y|| < р2), М,. = J" А,- (г)d r ,

N,. = -J0'UB.(r)c/r, у* = ||ф “1(£и)||, а, =шах||А,(г)||, Д = тпахЦв,(г)||,

s t  =  т ,ах1К  (011> я = т (ах1р- (Oll’ h i = т (ах1р/ (Oll> 1Т1с = mfaxllT(0 ll,
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ап=Л Г ( « і  +  ß \ ) ( a \ +  ß\ +  2 5 \p\ +  5 i P i  ) c° 2 +  P\ +  S 2P ^ )0 )

a n  = К  ö i f t c o f U a ,  +  Д ) с у  +  і ] ,  a 2] = у 2/л,р2с о { ~ ( а 2 +  ß 2)(o  + \ I ,

a 22 =  У 2 ; ( a 2 + ß 2 ) i a 2 +  ß l  + P\P\ + 'ІН 2 Р 2)С° 2 + ( A P i  + 2 ^ 2 ) «

где fe[0,ü)], р,,/э2 >0, Ф( -  линейный оператор, 0 /Z = M/Z-Z N /, || • || -
любая подходящая норма матриц, например одна из таких норм, приве­
денных в [6, с. 21].

Теорема. Пусть выполнены следующие условия:
1) матрицы М, , N, (/ = 1,2) попарно не имеют общих характеристи­

ческих чисел; (5)

2) У\ Ь  (аі + Я )[(а> + Д ) А + З я 2 + + К ] « 2 +

(6)+ ((5 ,р ,2 + <S2p ,p 2 + / іі)ш |  < р ь  

^  («2 + А ) [ia 2 + А ) Рг + М1Р1Р2 + ИгРІ + К ] 1®2

{̂ Р\Р\Рг Р2Р2 ^ 2 ) — Рг ,

3) ап <1, det(E-A)>0, (7)

где Е = d ia g  (1,1), А = [ a tJ.
Тогда задача (1 )-(4 ) однозначно разрешима в области D. 
Доказательство. Сначала воспользуемся тем, что матрицы М,, N, 

(і = 1,2) попарно не имеют общих характеристических чисел (см. условие 
(5)), и выведем соответствующую систему матричных интегральных урав­
нений, эквивалентную задаче (1)-(4).

Из уравнения (1) на основании условия (3) имеем
СО (О
\  А, (г)Х(т) + Х(г)В, (r)dr = -  J[x(r)(S, (г)х(т) + S2 (г) Y(г)) + F, (г)]dr .
О О

Воспользуемся тождествами типа [4, с. 47]
СО со t Ґ т ^

JAj (т)Х(т)сіт = j*A1 (r)c/rX(?) - 1 | a i (a)da cfiL(r) +
0 Vo

W I w \
+ |  I A t ( a ) d a  d X ( r ) , (8 )

I Vr
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6 ВЕСНІК МДУ імя А.А.КУЛЯШОВА № 1 (37) •  2011 •

й) й) t f  Т
J Х(т)В, (z)dr = X(f) J В, (г)с?т -  J(dX(r)) J В, (er) der

Vo

+J(rfX(r))^JB, (er)dc

Тогда на основе (8), (9) в силу (1) получим последовательно
/ ( г Л й)ґ (О ^

м ,х ( /) -  x (/)n , -  J | а ,  (<т)с/сг ж (г)+П  Ja , (o-)rftT Щт) -

(9)

ґт
-J(oX(z-)) |в,(сг)с/(т + J(c?X(z-)) |в,(сг)с/сг

о Vo J t Vr j

Q)
= -J[x(r)(S , (r)X(r) + S2 (t) Y(r)) + F, (r)]dr ,

0

M,X(/)-X(/)N, = \ { \ A x(er)da [А,(2-)Х(2-) + Х(г)В,(г) +
O V O  )

0) f  0) ^
+X(r)(S, (t)X (t) + S2 (t) Y(r)) + F, (r)\dr -  J J A, (er)der [A, (r)X(r) +

t V r  J

+X(t)B, (t) + X(r)(S, (t)X (t) + S2 (r) Y(t )) + F, (r)]rfr +
t

+J[A1(r)X(r) + X(r)B1(r) +
0

( T Л ü)
+X(r)(S, (r)X (r) + S2 (r)Y(r)) + F, (t)]\ JB, (er)der dr -  J[A, (t)X(t) +

\ o  )  t

Ґ ü) ^
+X(r)B, (r) + X(r)(S, (r)X(r) + S2 (t) Y( t)) + F, (r)] J B, (er)der dz -

-J[x(r)(S , (r)X(r) + S2 (t) Y(r)) + F, (r)]dr . ( 10)

Так как матрицы M,, N, не имеют общих характеристических чисел, 
то, согласно [7, с. 207], оператор Ф; обратим, при этом оператор Ф ,-1 
является линейным и ограниченным. На основании обратимости опе­
ратора ф ^ 1 от уравнения ( 10) придем к следующему уравнению:

t l(r \
f Ja , (er)der [А, (г)Х(г) + Х(г)В,(г) +

о U  J
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СУ І io
+X(r)(S, (r)X(r) + S2 (r) Y (r)) + F, (r)]dr -  J j  A, (a) da  [ A, (r)X(r) +

At у
+X(r)B, (r) + X(r)(S, (z-)X(r) + S2 (z-) Y(r)) + F, (r)]rfr +

+}[Al(r)X(.) + X(r)Bl(r) +
0

( T Л ft)
+X(r)(S1(r)X(r) + S2(r)Y(r)) + F1(r)] Jß t( a ) da  d r - j[A 1(r)X(r) +

Vo )  i

(w \
+X(r)B,(r) + X(r)(S,(z-)X(r) + S2(r)Y(z-)) + F,(r)] Jß t( a ) d a  d r -

-}[x(r)(S , (r)X(r) + S2 (r)Y(r)) + F, ( r ) ] J r j  • (11)

Аналогично получим следующее интегральное уравнение:

Y(0 = ф2_1 } f K  И ^ Ї і Л  (t)Y(r) + Y(r)B2 (r) +
[o Vo J

CO f  CO ^
+Y(r)(Pi(r )X(r ) + P2(r )Y(r )) + F2(r ) ] ^ - J  JA2(ct)Jct [A2(r)Y(r) +

і V r  J

+Y (r)B ! (r )+ Y (r)(P l(r )X (r) + P (r)Y (r)) + F1( r ) ] *  +

+ j[A«W v W +YW B!W +
0

( г Л «
+ Y (r ) ( Pi ( r ) x ( r ) + P2(r ) Y ( r )) + F2(7)]  | В 2( a ) d a  r f T - J [ A 2( r ) Y ( r )  +

Vo J t

f  CO ^

+Y(r)B2(r) + Y(r)(P1(r)X(r) + P2(r)Y(r)) + F2(r)] j ß 2( a ) d a  d r -

-J [YW (P. M x «  + P. № M ) + Ъ М Ы  ■ < 12>

Верно и обратное: всякое непрерывное решение системы матричных 
интегральных уравнений (11), (12) является решением задачи (1)-(4). 
Это можно показать с помощью несложных выкладок.

Исследуем разрешимость системы уравнений (11), (12). Эту систему 
запишем в операторной форме:

X = 4(X,Y), (13)
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8 ВЕСНІКМДУ імя А.А.КУЛЯШОВА № 1 (37) •  2011 •

dr-

Y = £2(X,Y), (14)
где через £,(/ = 1,2) обозначены соответствующие интегральные операто­
ры в (11), (12). Эти операторы действуют на множестве С(/,К"Х"хК™").

Покажем, что из условий (6)-(7) следует выполнение обобщенного 
[8] принципа Банаха-Каччиопполи [9, с. 605] сжимающих отображений 
на множестве Z) = {(X(0,Y(0):llx||c <pp ||Yllc </с>2}.

Сначала покажем, что (£,(Х,Y),£,(X,Y))eD,  если (X,Y) є й .  Выпол­
нив оценки по норме в (13), (14), имеем последовательно

ІІ4 (Х> Y)| * ||ф.1  J 1А. [А> (0 ХМ + Х(0 В> 00  +II о V о )
О) Ґ (О ^

+X(r)(S1(r)X(r) + S2(r)Y(r)) + F1(r)]rfr-J  | а x{cr)da [А,(т)Х(г)
I \ т  J

+X(r)B1(r) + X(r)(S1(T)X(r) + S2(r)Y(r)) + F1(r)]rfr + }[A1(r)X(r)
0

( Т+Х(г)В, (г) + X(r)(S, (г)Х(г) + S2(г)Y(г)) + F, (г)] Jß , (a)da
\о

со
- j[A 1(r)X(r) + X(r)B1(r) + X(r)(S,(r)X(,) + S2(,)Y (r))

І

(̂О Л (О
+F,(r)] Jß x{a)du flr r - j[x ( r) (S 1(r)X(r) + S2(T)Y(T)) + F1(r)]fl?r

\r J o

- K - l O f  JIA > (ст)Ікст][ІІА > o)llllx o ) l l + Ix (r )lllB . o ) l l +
I о VO J

+llX(0|||S, (0|I|X(0 | + И О І К  (ОІЦИОІІ + |F, (rfljrfr +
О) Ґ CO N

+J[]llAi И К ] [ І І А. (>-)j||X(T)|| + ||x(r)|||B, (r )|| + ||X(r )||||Sl (0||I|X(0|I

+llx(r)lllls! (OIIIY (Oil+№ (Oil]*-+J[llAi (OIIINOII+llx(r)llllBi (01н
0

+llx (0 l s. (01111х (OilHlx (0 lllK (Olll|v(r)||+If, (r)|]f j|B, M||rf
Vo

0)

+J[IA. (OIINOll+llx(OIII|Bi (0IHIx(0lll|s, (OIINOll+

dr +Эл
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МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ 9

+||х  М |||К  Wlll|Y(r)|| + ||F, (г)Ц](Лв, (c%da J *  + 

+ j t l x M II I |S .  ( ^ ) l l |X ( r ) | | - H | ]X { r ) | | l |S 2 ( r ) | ] | Y ( r ) | |  +  |]F, ( r ) | ] ] r f r j  <

s ’,'i| | “ ir + A)IIx (r )ll+<sillx (j')f  +<s2| x (!')||Iv (!')||+*i <*■+

+|а,(ю- r) (a, + ß ] )|x(r)| + St ||x(r)||2 + S2 ||x(r)||||y(r)|| + \ dr  +
0 L

+J ßxr Г (a, + A )||x(r)|| + $ ||x (r)f + £2 ||x(r)|||| Y(r)|| + A, ] J r  +
0 L

+|Д(й,-г)Г(а1+Д)||х(г)|| + |̂|х(г)||2 + ̂ 2||х(г)||||¥(г)|| + /2і] л  +
0 L

+ | [ Ф ( Г^ М | Х ( Г) | И 0 И ] * Ь

s / i  j^(«, + Д )[(<*! + Д )д  + <W + £гДА + l\]a>2 +(S,p,2 + + h,)

Аналогичные оценки выполним для оператора С2:

I I А (X, Y)| < ||ф2->I I  /Г/А 2 (<t)c/ctVa2 (г)Y(r) + Y(r)B2 (г) +
0V0 J

о) (  (о ^
+Y(r)(Pl(r)X(r) + P2(t)Y(t)) + F2 (т)]<іг -  j  jA 2(o-)ofcr [A2(r)Y(r)

t V r  J

+Y(r)B2 (r) + Y(r)(P,(r)X(r) + P2(r)Y(r)) + F2 (r)]rfr + {[A, (r) Y(r)
0

( T+Y(r)B2 (r) + Y(r)(P,(r)X(r) + P2(r)Y(r)) + F2(r)] JB2(a)da
Vo

(O
- f  [A2 (r)Y(r) + Y(r)B2 ( t )  +  Y(r)(P,(r)X(r) + P2(r)Y(r)) +

t

ґ (О Л 0)
+F2(r)] \ B 2(a)da  rfr-J[Y(r)(P,(r)X(r) + P2(r)Y(r)) + F2(r)]rfr

dr ■

/ о

.(15)
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10 ВЕСНІК МДУ імя А.А.КУЛЯШОВА № 1 (37) •  2011 •

- К ' І І Н  DIA2(r)llY(T)l+lY(r)lllB2(r)l+loVo у

+l|Y(r)|ll|P1fr)||||X(r)|| + ||Y(r)||||PI(r)||||V(r)|| + ||F ,(r)||]*  +
СО Ґ а) Л
I і J |A , И К  [IIA, (r)||||Y(r)|| + ||У(г)||||Вг (r)|| + ЦУМЩВДЩВДЦ
t\T J

1̂1 Y^)lllpi(r )|l|V<T)[| + ||F= (,-)||]Л + J[|| A= (r)||||Y (r)|| + ||Y (r)||||B2 (r)|| 4
0

■І У М ІІВ Д ІІВ Д І + ||Y(r)||P lW ||||Y(r)|| + ||r2 (r)||]f /||B , (<r)||*T
vo

dr +

+ A , r  Y r  + Y r  B,fr +

<y 2\ \ a 2r

I
‘ІВДІІІГ.МІІВДІІ + |V(riP,M||||Y(r)|| + ||F, (r)||] J||B, (<г)||Лг

Vr

^/[(^(^llllPKOllllxcoll+ ||Y( )̂||||P2(r)||||Y(^)||+ ||f2 (^)||]^r| <

(a2 + ß2)\\Y(r)|| + //, ||x(r)||||Y(r)|| + ц2 ||y (r)f + h2

+J a2 (a -  г ) (a2 + /?2)||y(r)|| + |x(r)|||Y(r)|| + /.i2 ||Y(r)f + A,
0 L

+)ß2r (a2 + A)||Y (r)|| + и  ||x(r)||||Y (r)|| + ц2 ||Y (r)|f + h,
0 L

+}ß2(a)- t )  (a2 + ß2)\\Y(гт)І + ц ,| |x (r) |Y (г)|| + ß2||Y( г ) | |2 + h2
о

+}[M ||x(r )|||| Y (r)|| + цг ||y (r)|f + h2~\dr J <
^ У 2 j \ ( < * 2  + Ä ) [ ( « 2  + ß 2) p 2 + MlPlP2 + M2 P 2 + К ] 0?  +

dr +

dr +

dr +

dr +

dr +

+ (^Pxp2+V2Pl+lh)a>y (16)

Из (15), (16) на основании условия (5) (6) следуют соотношения
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МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ 11

ll^(X’Y)||c ^ А, 

||A(x,Y)||c <p2.

Далее из (13) имеем для произвольных (x,Y ),|x,Y j

(17)

(18)

є £ > :

£, (х, ў )  -  (х,  Y) = Ф, 1 j ff f A, ( a ) d a  А, ( г ) ( ї  -  х )  + (Й -  х ) в ,  (г)
Ы о л

+(xs,x -  x s , x ) +( i s 2t -  XS2y )  І dr  -  m  <7) d a ІГ A, ( r ) (x  -  x )  -t
i \ t  y L

+ ( x - x )b , ( r )  + ( x S , i - x s , x )  + (xS2Y - XS2y )  dr+' j  А , ( г ) ( ї - х )
J  0 L

f T \

+(І  -  x )b ,  (r) + ( x s , x  -  x s , x )  + (xS2Y -  XS2y )  J B, ( a ) d a
\o

-J А , ( т ) ( І - х )  + ( І - х ) в , ( т )  +
t

f a  \

+ ( x s , i  -  x s , x )  + (x S 2Y -  XS2y )  J B, (a ) d c j

dx -

dr -

-J ( i s  Д  -  x s , x ) + ( І в 2Ў -  XS2Y)
0 L

Выполнив оценки по норме, получим

dr (19)

£,(І ,Ў)-£, (Х ,Ў) < Ф,- JA  x{a)d(T А , ( г ) (х -х )  + ( х - х ) в 1(г) +
о А

+ ( х в Д -  XS,X) + ( xS2Y -  XS2y ) dx — iw <т)с?сг1Г А, (т ) (х  -  x )  +
і V  г J L

+ ( І  -  х ) в ,  (г) + ( i s , i  -  XS,X) + ( І в 2Ў -  XS2Y) dx + \ А , ( г ) ( І - х )  +
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12 ВЕСНІК МДУ імя А.А.КУЛЯШОВА № 1 (37) •  2011 •

+ (XS2Y -X S,Y ) J b ,(o-)rftTjrfr-| (XS,X- XS,X) + (x S2Y -  XS2y )

\
Ц А Д а ) ! ^ ^  A, ( r ) | x - x |  + | І - х ) в і (г)

i s . C i - x l  + l ^ - ^ S . X  + i s 2( t - y )  + | |( i - x ) s 2Y

\ p
I A, (cr )||й?<7 А ,(г)(Й -х) + (Й -х)в ,(г)  + І Ь іД ї-х )

dr

dr +

i - x ) s , x  + i s 2( t - y )  + ( i - x ) s 2Y dx +

x - x W r )  + | x s , ( x - x )  + ( x - x ) s j x

А , ( г ) (Х -х )  

x s , ( y - y )

- x ) s , В, (а-)|с/сг
Vo

dr +
J і

А, г X - X + x - x )B,M

k s i k - x )  + ( i - x ) s . x  + й в Д ў - ў К  ( і  -  x ) s , y llBi (а’)ІИсг dr +

+J i s , ( i - x )  + ( i - x ) s , x  + x s 2(y - y ) + (x - x )s 2y dr}<

2 ( a i + ß\ ) ( a i + ß\ + 2 8 \P\ + 5 i P i )  0)2 + {2 5 \Px + S 2p 2)(o X - X

Y - Y

Отсюда следует оденка

£,(Х,Ў)-£,(Х, Y) ;Г, Г (“ і + Д )(«! + A + 2<5iA + 5іРг )<°2 +

X - X+ (2£,P, +ö2p2)co 

Аналогично получим оценку

а ( І ў ) - а (х .ў )

c + S2p M - ( a x+ßx)co + \ | Y -Y ■ (2 0)

< y\ j/*, p2to ^ (a 2 + ß2)co +1 X - X

:(«2 + A ) ( « 2  + ßi + APi + 2/і2Р2) су2 + ( ^ p ,  + 2/i2p 2)cy Y - Y • ( 2 1 )

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А.
 Ку
ле
шо
ва



МАТЭМАТЫКА, ФІЗІ КА, БІЯЛОГІЯ 13

Запишем (20), (21) в матричном виде
К< АК, (2 2)

где

К
£,(Й,Ў)-£,(Х,Ў)|

1 ^ \
X X

с , к  = с

Y - Y
с ) C J

Используя условие (7), можно показать на основании [7, с. 370], что 
характеристические числа положительной матрицы А расположены внут­
ри единичного круга с центром в начале координат. Таким образом, на 
множестве D имеют место соотношения (17)—(21), являющиеся услови­
ем обобщенного [8] принципа Банаха-Каччиопполи [9, с. 605] сжимаю­
щих отображений применительно к системе уравнений (13), (14). На 
основании этого заключаем, что решение X = Х(7), Y = Y(?) этой системы 
на множестве D существует и единственно. В конечном счете это озна­
чает, что задача (1)-(4) однозначно разрешима в области D.

Замечание 1. Вместо условия (7) можно принять грубое условие 
IIаЦ < 1, но более удобное для применения.

Для построения решения системы матричных интегральных уравне­
ний (11), (12) (см. также (13), (14)) воспользуемся классическим мето­
дом последовательных приближений (см., например, [9, с. 605]):

Х* (0 = ф ."‘ U  {)■A. (<r)*r][A, (т)хы (г) + Xw (г)В, (г) +
[ о  Vo )

+х*_, (r)(s, (r)Xw (г) + S2 (г) Yi4 (т)) + F, (r)]dr -

СО Ґ со ^

~ j  j A 1 (a ) d a  [ А 1 ( г ) х *-1 ( r ) +  хк- 1 ( г ) в 1 (т)+
t Vt j

+Х*_, (r)(S, (т) Х*_, (г) + S2 (г) Y*_, (г)) + F, (г)] dz +

+/[А, (г)Хм  (г) + Х*_, (г)В, (г) +Х*_, (z)(S, (г)Х4_, (г) + S2 (г) Y*., (г)) +
О

Ґ г  ̂ О)

+F'( r )] J"Bi{p,')d(T rfr-J ,[A,(r)Xt_1(r) + Xt_,(r)B1(r) +
Vo J t

Ґ  at ^

+XM(^)(Si(7)XM(^) + S2(r)Yw (T)) + F1(T)] J b , d z -
Vr J

- ]  [x*-. (r)(s, (r)x*-> (0+s2 ("))+F. ’ (23)
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Y* (0  = Ф2-' j  И A, (a)da  [A, (r) Yt_, (т) + Y*., (г)В2 (г) +
U  VO )

+Y*., (т)(Р, (т)Хк_, (г) + Р2 (т)\ы (г)) + F2 (r)]dv -

(оґ (О \
\A2(a)da  [A 2(r)Yt_,(r) +Yt_,(r)B2(r) +

t \ r  J

+Yt_, (t)(P, (r)X t_, (r) + P(T)Yt_, (r)) + F2 (r)]dz +

j [  A2 (r) Yt_, (r) + Yt_, (r)B2 (r) +Yt_, (t)(P, (r)X t_, (r) + P2 (r) Yt_, (r)) +
0

f т  ̂ ш
+F*(r )] l B2(v)do- dt -  |[A2 (r) Yt l  (r) + Yt_, (t)B2 (t) +

vo J  t

fa,

+Y*_, (0(P . 0 0  X*., (r) + p2 (r) Yt_, (r)) + F2 (t)]\ JB 2 (<T)da dr -

(r )(Pi (r )Xt_, (r) + P2 (r) Yt_, (r)) + F2 (r)]c/r >, к = 1,2,..., (24)

где X0(0, Y0 (/) -  произвольные матричные функции класса С[0, ю], при­
надлежащие множеству D .

Используя условие (6), нетрудно показать, что все приближенные ре­
шения, полученные по алгоритму (23), (24), принадлежат множеству D .

Изучим вопрос о сходимости полученной последовательности. Сле­
дуя известному приему (см., например, [10]), этот вопрос заменим экви­
валентным вопросом о сходимости рядов

Х0 +(Х1 -X 0) + ... + (Xt -X t_,) + ..., (25)
Y0 + (Y, -  Y0) +... + (Yt -  Yt_,) +... (26)

Докажем равномерную по ?є[0,&>] сходимость рядов (25), (26). Для 
этого построим специальный сходящийся матричный степенной ряд, ко­
торый мажорирует на [0,й>] указанные матричные функциональные ряды. 
Из (23), (24) имеем соответственно

X*+i -  Xt = Ф, 1 Щ  А, (<т)^<т)[А, (т)(Х* -  Х*_,) + (X* -  Х*_, )В, (г) +
[ o v o  У

+(ХЛХ, - X ^ X ^ H X ^ Y *  -X t4S2Yt4) ] ^ -
О) Ґ (О N

- j  j  A, (a)da [A, (r)(Xt -  Xt_,) + (Х* -  Xt_, )В, (г) +
t v* J

+(XkSiXt - X t_iSjXk_l) + (XtS2Yk- X t_lS2Yt_l)]dT +
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dx -

dx -

Y - Y  =Ф**+1 жк 2
0 Vo

+j[  A, (x)(Xk -  Xt_,) + (X* -  Xt_,)B, (r) +
0

( T ^
+(X*S1X*-X t_1S1Xt.I) + (XtS2Yt -X t.1S2Yt_1)] jB,(<r)rfo-

VO у

(О
-{[A] (r)(x* -  X*.,) + (Xt -  Xt_, )B, (x) +

I

Ґ  o> ^
+ (XA X* -X t_1S1Xi.1) + (XtS2Yt -X ^ Y * ,,)] . Jb x(a)da

U  У

-1[(Х ЛХ , -X t_1S,Xt_1) + (XtS2Yi - X ^ Y ^ J j r j ,

r  \

J A2 (a)da  [A2 (r)(Yt -  Yt_,) + (Yt -  Yt_,)B2 {x) +
о )

+(YiP1Xt -Y t.1P1Xi.1) + (YiP2Y4 -Yi.1P2Yt_1)]rfr-
(О Ґ 0) Л

-J  J a 2{a)da [A2(r)(Yt -Y t_1) + (Yt -Y t_1)B2(r) +
/ U  J

+(YtP,X4 -  Yi_1P1X,_1) + (YtP2Yt -  Y,_1P2Y,_1) ] j r  +

+j[A 2 (r)(Yt -  Y*.,) + (Yt -  Yt.,)B2 (r) +
0

ґт
+ ( W t - Y t- № . 1) + (YtP2Yi -Y Jt_1P2Yt_1)] |B 2{a)da

VO у

(О
- J [  A .  (t)( Y* -  Y M ) + (■Yk -  Y t ,  )B2 (r ) +

t

(a> >
+( W *  -  Yi_,P1X,_1) + (YtP2Yt -  Y,_,P2YM)] Jb 2( a ) d a

(27)

dx -

dx -

- J [ ( W *  -  Yt_lP1Xi„,) + (YtP2Yi -  Y ^ Y ^ r (28)

Выполнив оценки по норме в (27), (28), получим оценки типа (20), (21):

^-(а, + ßx)(ax + ßx + 2 8хрх + 32р2)со2 +
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+ (2  + 8 2р 2) со |Х* -  X j c +S2p J ^ ( a x + Д )« +1 j|Yt -  Yt_,||c J • (29)

||Y*+1 -  %||с < y2 j Цхрг(о\ ~(a2 +ß2)co + 1 j||Xt -  Xt_,||c +

~{a2 + ßi) К  + Ä + A A + 2 2̂ A )®2 + (API + ̂ МгРг)60

Запишем оценки (29), (ЗО) в матричной форме
Z* ^ AZ  ̂ , , к = 1 ,2 ,...,

I Y , - Y J | c ^ . ( 3 0 )

(31)
где

7 f K , - x , i n

* 4 k . - v . l J '
Далее на основании рекуррентной оценки (31) имеем явную оценку

Z*<a X £  = 1,2„... (32)
Поскольку характеристические числа матрицы А расположены внутри 
единичного круга, то, используя оценку (32) и соответствующие мажо­
ранты для рядов (25), (26), с помощью [6, 9, 10] можно показать, что 
последовательность |x,.(f),Y;(f)}” сходится равномерно по t є[0,со\ к ре­
шению системы интегральных уравнений (1 1 ) ,  (1 2 ) ,  при этом имеет ме­
сто оценка

Z; ^(Е-А)~‘ A'Z0, / = 0,1,2,..., (33)
где

Л|Х-Х,.||СЛ
Y -  Y'Не у

Используя оценку (32), нетрудно получить оценку области локали­
зации решения задачи (1)-(4), определяемую алгоритмом (23), (24):

Z<Z0 + (E -A )'1Z0, (34)
где

Z = Л,Х|1сЛ
Vi,Y «cy

>z0
Л 1 Х о | | с Л

V lK llc ;

Замечание 2. Используя условия (6), (7), аналогичную оценку мож­
но получить, исходя из системы интегральных уравнений (И ), ( 12).

В самом деле, выполнив оценки по норме в тождествах (11), (12), 
получим

Z < AZ + F , (35)
где F = colon(f^,f2)\
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f\=Y*Aa[^{<*i + A)® + 1]> f2 = r \ h2®f^(«2  + A)® + 1/ ,2
Используя положительную обратимость матрицы Е -А , из (35) получим 
оценку

Z<(E-A)~‘f . (36)
Как видно, оценка (36) является коэффициентной. Чтобы восполь­

зоваться оценкой (34), следует получить оценки для z 0, Z0, т.е. эта оцен­
ка менее удобная для применения, чем оценка (36). Однако в случае 
Х0 = 0, Y0 = 0 имеем Z0 < F , то есть (34), (36) дают одинаковые оценки.

Оценка (36), очевидно, будет эффективной, если (E-A )_1F<R = c o l o n ( p [, р2). 
Замечание 3. Отметим, что если в соответствии с замечанием 1 при­

нять ||а|| < 1 , т о  оценка области локализации решения может быть получе­

на в виде ||z||<||f||/(1-||a||). И эта оценка будет эффективной, если 

||f||/(і - 1 Al) < ||r|| . При этом вместо множества D следует принять множество

D* = |(х(?), Y (?)): ||z|| < ||R||}. Здесь принята следующая норма: ||z|| = ||х||с + ||y||c . 
Аналогичная оценка имеет место для Ъ.\

|Й |< И Г Ы  /-01  2
“ 1- | а |  ....

Замечание 4. Приближенные решения, построенные по алгоритму 
(23), (24), вообще говоря, не удовлетворяют краевым условиям (3), (4). 
В связи с этим следует получить соответствующие оценки для

||x *+i(® )-x *+i(°)||* ||Y*+i(®)_Y*+i(°)||- На основании (23) имеем

[А, (г)Х* ( г )  + X, (г)В, (г) + Хк (r)(S, (z)Xt (г) + S2 (г) Y* (г)) + F, {z)]dz =

= dXk+,{v). (37)
Отсюда получим

[Xt (r)(S, (г)Хк (г) + S2 (г) Yt (г)) + F, (г)]dz =

= dXt+] (г) -  [A, (r)Xt (г) + Хк (г)В, {r)]dz . (38)
Подставляя (37), (38) в правую часть (23) и выполнив затем интегриро­
вание по частям, получим

6)
х *+. И  -  х *+1 (0) = "J A, (r)(Xt+1 (г) -  X, (r))dr -

0
со

-J(X ,+1(r)-X ,(r))B ,(r)Jr. (39)
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Аналогично на основании (24) получим следующее соотношение:
О)

Y*+1 (©) -  Yt+1 (0) = -J  A, ( t ) ( Y ,+] ( т )  -  Yk (r))dz -
о

со
-J(Yt+I(r)-Y t (r))B2(r)rfr. (40)

0

Выполнив оценки по норме в (39), (40), получим последовательно
||х*+1 (©) -  x t+1 (0)|| < (а, +Д)Н|ХІ+1 - x t ||c , (41)

||Y*+1 (®)-  Yi+1 (0)|| <(а2 + ß2)a \Yi+I -  Y jc . (42)
Из (41), (42) на основании (31), (32) имеем

Ak+x<QAkZ0, к = 0,1,2,..., (43)
где

Д4+1 = colon( ||xt+l (©) -  Xt+l (0)||,||Yt+l (©) -  Yt+1 (0)1),

Q  = diag((ax + ß x)co,(a2 + ß2)co).

Соотношение (43) представляет собой оценку погрешностей в условиях 
(3), (4) для приближенных решений, определяемых согласно алгоритму 
(23), (24).

Заключение
Результаты данной работы заключаются в следующем:
-развита конструктивная методика получения системы эквивалент­

ных интегральных уравнений для исследуемой краевой задачи в невы­
рожденном случае с двусторонней регуляризацией;

-  получены коэффициентные достаточные условия однозначной раз­
решимости указанной системы;

-исследован алгоритм построения решения задачи, основанный на 
классической вычислительной схеме;

-  выведены коэффициентные оценки области локализации решения. 
Таким образом, разработан конструктивный метод анализа задачи -

в рассмотренном случае.
Перечисленные результаты могут быть использованы при решении 

соответствующих задач теории управления.
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