
УДК 512.548
А.М. ГАПЬМАК

а-СОГЛАСОВАННЫЕ ВЕКТОР-МАТРИЦЫ
В работе для любого целого к>\ и любой подстановки ст множества {1, А}

определяются о-согласованные вектор-матрицы над произвольным кольцом Р. Если 
обычные матрицы рассматривать как однокомпонентные вектор-матрицы, то для 
них о-согласованность равносильна совпадению размеров. Доказывается, что если 
Р  -  ассоциативное кольцо, а подстановка а удовлетворяет условию <У = ст, то мно
жество всех а- согласованных вектор-матриц над Р одного и того же фиксирован
ного размера является 1-арной полугруппой относительно 1-арной операции [ ], к, 
где I > 2. Приводятся многочисленные следствия этого результата.

1. Введение. Так как матрица может быть умножена сама на себя 
тогда и только тогда, когда она квадратная, а перемножать квадратные 
матрицы можно тогда и только тогда, когда они имеют один и тот же 
порядок, то из замкнутости некоторого множества матриц относительно 
операции умножения матриц необходимо следует, что все элементы это
го множества являются квадратными матрицами одного и того же поряд
ка. Это означает, что если некоторое подмножество М множества М(Р)

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А.
 Ку
ле
шо
ва



МАТЭМАТЫКА, ФІ31КА, БІЯЛ0Г1Я 19

всех матриц над ассоциативным кольцом Р  является полугруппой отно
сительно операции умножения матриц, то оно является подполугруппой 
полугруппы Мп(Р) всех квадратных матриц порядка а над Р  для некото
рого п> 2. Других полугрупп в M(J°) нет.

Если рассматривать обычные матрицы как однокомпонентные век- 
тор-матрицы, то частичной полугруппе М(Р) будет соответствовать час
тичная /-арная полугруппа< М(к, Р), [ ], ак> всех ^-компонентных век- 
тор-матриц над Р  с частичной /-арной операцией [ ], а к, где ст -  подста
новка из Sk, удовлетворяющая условию & = и, а полугруппе Мв(Р) из 
М(Р) -  /-арная полугруппа < М а(к, Р), [ ],о к > из < М(£, Р), [ ], ак> всех 
1-компонентных вектор-матриц, у которых каждая компонента является 
квадратной матрицей порядка п над Р.

Имея ввиду сказанное выше, решение общей задачи изучения строе
ния частичной /-арной полугруппы < М(к, Р), [ ] ак> естественно начи
нать с поиска ответа на вопрос: исчерпываются ли ее 1-арные подполугруп
пы 1-арными подполугруппами 1-арных полугрупп вида 
<Мв(к ,Р ) , [\ 0 к >? Иначе говоря: существуют ли в < М(£, Р), [ ], a к> 
1-арные подполугруппы, отличные от 1-арных подполугрупп 1-арных по
лугрупп вида < Мп(к, Р), [ ]1а к >?

В данной работе получен отрицательный ответ на первый вопрос, 
соответственно -  положительный ответ на второй вопрос. Это означает, 
что частичная /-арная полугруппа < М (1, Р), [ ] ,ак> устроена сложнее, 
чем ее прототип -  частичная полугруппа М(Р).

2 Общие определения. Напомним определение ^-компонентной век
тор-матрицы из [1, 2 ], обобщающее понятие т-арной матрицы из работы 
Э. Поста [3].

2. і Определение [1]. Пусть Р -  кольцо, к -  целое, к > 1. Упорядочен
ный набор А = (Av ..., матриц Av ..., Ак размеров mi х nv ..., тк х пк с 
элементами из Р  называется векторной матрицей или вектор-матрицей 
размера (m, х nv ..., mk х nk) над Р.

Вектор-матрицу из определения 2.1 будем называть также к-компо- 
нентной вектор-матрицей.

Понятно, что 1-компонентные вектор-матрицы -  это обычные мат
рицы.

Вектор-матрица, у которой все компоненты Av ..., Ak -  матрицы од
ного и того же размера m х п, называется вектор-матрицей размера т* п.

Вектор-матрица, у которой все компоненты Av Ak -  квадратные 
матрицы порядков nv ..., nk соответственно, называется квадратной век
тор-матрицей порядка (nv ..., nk).

Вектор-матрица, у которой все компоненты Av ..., Ak -  квадратные 
матрицы одного и того же порядка п, называется квадратной вектор- 
матрицей порядка п.

Вектор-матрицам помимо уже отмечавшихся работ [1, 2] посвящена 
также работа [4].
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Для обозначения множества всех подстановок множества {1, 2 , к} 
используем стандартное обозначение Sk.

2.2 Определение [1]. Если к > 2 ,1> 2 ,< у -  подстановка из Sk,
Ау = (Ал,..., Ай), і = 1,..., I

-  ^-компонентные вектор-матрицы над ассоциативным кольцом Р  такие,
что для любого j  є {1, к} определено произведение

^  "  A /W )
то положим

[ А А ^ А ;и * = { ^ - - - Л } -  (2 -2 )
/-Арную операцию (2.2) иногда для краткости будем называть /-ар- 

ным произведением.
2.3 Замечание. Если в определении 2.2 все компоненты матриц 

A j,..., А, являются матрицами 1-го порядка, то операция [ ], о к определе
на на декартовой степени Р1. Таким образом, операцию [ ], а к из опреде
ления 2.2 можно считать обобщением операции [ ], д к из [5, 6 ].

Аналогично бинарному случаю, /-арное произведение (2.2) определе
но не всегда, а только в тех случаях, когда для любых соседних сомножи
телей в правой части (2 .1), число столбцов предшествующего сомножи
теля совпадает с числом строк последующего сомножителя.

2.4 Теорема [1]. Пусть
K  = (An,V ....  21 -  1

-  к-компонентные вектор-матрицы над Р, ст -  подстановка из Sk, удов
летворяющая условию & = ст. Тогда, если для некоторого і = 0, 1, ..., I -  1 
определена к-компонентная вектор-матрица

[А, А;[А/и ... A,J, а k Ам+1 ... А2,_1], а р
то для любого j  = 0 , 1,..., / -  1 определена к-компонентная вектор-матри
ца

[Aj ... А^А^, ... А.Д a k Ар1+І ... А2ь1]; о'Ц 
и верно равенство

[A j... A JA j ... A/w]; a k AM+1... A2M]) a i —
— [At ... A^A^j... AyJ, k A//iM ... A^J, a k.

Для обозначения множества всех ^-компонентных вектор-матриц 
размера (mї х nv ... , mk х nk) над Р  будем использовать символ 
М mtX„t (P). В частности, символом М П] (Р) обозначается
множество всех к компонентных квадратных вектор-матриц порядка (nv ..., пк) 
над Р. Если ni = ... = пк = п, то для обозначения множества всех 
£ -компонентных квадратных вектор-матриц порядка п над Р вместо сим
вола М л... „(Р) будем использовать символ Mn(£, Р). 

к

2.5 Предложение [1]. Если подстановка ст е Sk удовлетворяет усло
вию ст' = ст, то < Мn{k, Р), [ ]; о к > -  1-арная полугруппа.
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Заметим, что предложение 2.5 является также непосредственным 
следствием теоремы 2.4.

3 Основные определения. Для всякой подстановки ст є Sk положим:
а = а, ... а ... а (3.1)1 р р*-1 q 4 '

-  разложение а в произведение независимых циклов, где а^ , ..., а -  все 
циклы длины 1;

~ {І11, • • - 5 *1/, }> • -чХр ~ {*рЬ • • •» Ірір }> Хр±\ — ■ ">Xq — {Ід} (3.2)
-  а-орбиты, соответствующие циклам av ..., ст̂ , a t, ..., aq. Длина цикла
a.(r = 1,..., q) обозначается через /г. В частности, / j = ... = / = 1.

3.1 Определение. Упорядоченный набор пар ((mv л ,),..., (тк, пк)) це
лых положительных чисел называется а-согласованным или согласован
ным с подстановкой ст є Sk, имеющей разложение (3.1), если:

1) для каждой орбиты Хг = {іЛ, ..., irl }, где г=  1,..., р, и любого ее 
элемента irs, где 5=1, ..., верны равенства

\  -  " W  "»(.,) “  -  ”V"<u> - т' .• (3'3)

2) » V , - V  = V
3.2 Определение. Вектор-матрица размера {ml х nv ..., яг̂  х лА) называет

ся a-согласованной или согласованной с подстановкой a е Sk, имеющей раз
ложение (3.1), если набор ((fflj, л^,..., (лз̂  л̂ )) согласован с подстановкой a.

Таким образом, 1-компонентная вектор-матрица А = (A v ..., Л̂ ) раз
мера (ml X л^..., mk X л̂ ) является согласованной с подстановкой ст є 5̂ , 
имеющей разложение (3.1), если выполняется условие 1) определения
3.1 и, кроме того, согласно условию 2) того же определения 3.1, матри
цы 4  , Аі являются квадратными порядков , • ••,
соответственно.

3.3 Замечание. Если условие 1) определения 3.1 распространить на 
одноэлементные циклы, то для орбит X  і = {/^ J ,..., X  = {iq} равенства 
(3.3) примут вид

И/*,-1 = И 1-1,. = И 0,  , = И; =(Vi) ° ('р+і) ° Vi)

и , = И.-1 = » „  = 71,- = W, .

Таким образом, в определении 3.1 можно обойтись без условия 2), если 
в условии 1) считать г=  1,..., д.

3.4 Замечание. Покажем, что из выполнимости условия (3.3) для 
некоторого lrs є Хг следует его выполнимость для любого irs є Xr.

Если і и у различные элементы орбиты Х  ̂то j  = as(i) для некоторого 
5=1, ..., lr~ 1. Пусть для і є X  выполняется условие (3.3), то есть верны 
равенства

щ = m0(i> «о(0 = MCT2(l), • • •, = mas(i)’
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n <f(i) " W ) ’  V ' ( 0  т е » * (г ) ’  •••’  m ' -

Используя равенство j  = о*(/), а таісже тождественность подстановки crS 
перепишем последние две строки, поменяв их местами,

rij =  m a(j), «aüO =  WCT20 ) ’ "  nc'r- s-\ j)  =  malr~sü ) ’

V 'O )= V -O ) = wo^ ü )’ ■■■’ V ’O) =
Таким образом для j  є X  условие (3.3) также выполняется.

3.5 Замечание. Если ст -  цикл длины к из Sk, то условие 2) в опреде
лении 3.1 излишнее, а условие 1) примет вид

Щ = Wad), «cKD = » V (1), V - 2(l) = ток-\\У V - ‘0) = Wl • (3-4)
Таким образом, если ст -  цикл длины кш  Sk, то ст-согласованную вектор- 
матрицу можно определить как ^-компонентную вектор-матрицу 
А = (A v ..., Ак) размера (/п1 х nv ..., тк х лД для которой выполняется ус
ловие (3.4).

3.6 Замечание. Если ст = (12 ... к) є Sk, то ст-согласованную вектор- 
матрицу можно определить как такую вектор-матрицу А = (Д , ..., Ак) раз
мера (ml X nv ..., тк X пк), для которой

~ ®2’ ^2 _ тУ — ~ (3-5)
3.7 Пример. Если ст = (14)(236)(5) є 56, то ст-согласованной являет

ся всякая 6 -компонентная вектор-матрица
А = (Av А2, А3, А4, Л5 А6)

размера
(л^ X nv т2 X л2, л2 X л3, ж mv п5 х ш5, л3 х т2).

Если ст ■= (13)(24) є 5,, то ст-согласованной является всякая 4-ком
понентная вектор-матрица А = (At, Av А3, А4) размера

( / H j  X  j ö j ,  X  X  ІН ^, П 2 X

Если ст = (132) є Sy то ст-согласованной является всякая 3-компо- 
нентная вектор-матрица А = (Av А2, А3) размера (т х л, к х т, л х к).

Если ст = (12) є S2, то ст-согласованной является всякая двухкомпо
нентная вектор-матрица А = (Av А2) размера (т х л, п х т).

Следующие предложения являются следствиями определения 3.1.
3.8 Предложение. Вектор-матрица А = (A v ..., Ak) cs-согласована с 

тождественной подстановкой є є Sk тогда и только тогда, когда А -  квад
ратная вектор-матрица, то есть тогда и только тогда, когда все компо
ненты Av ..., Ak -  квадратные матрицы.

3.9 Предложение. Любая квадратная вектор-матрица А. = (A v ..., Ak) 
порядка л согласована со всеми подстановками из Sk.

3.10 Замечание. Один и тот же набор ((mv л ,),..., (mk, ak)), соответ
ственно одна и та же £ -компонентная вектор-матрица размера 
(лз1 X nv ..., mk X nk) могут быть согласованы с различными подстановка
ми. Например, набор ((ш, л), (л, л?), (л?, л), (л, л?)), соответственно 4-ком
понентная вектор-матрица А = (А ІГ Аг А3, А4) размера
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(лз X л, п X т, т х п, п х т) согласованы и с подстановкой (12)(34) є Sv 
и с подстановкой (1234) є 54.

4 Основной результат. Вектор-матрицы, согласованные с одной и 
той же подстановкой, могут иметь разные размеры. Мы будем рассмат
ривать a-согласованные вектор-матрицы фиксированного размера.

Если набор ((лз,, л() , ..., (тк, пк)) согласован с подстановкой ст є Sk, 
то все вектор-матрицы из M mi х Л] щ х Щ(Р) также согласованы с ст.

4.1 Теорема. Пусть Р -  ассоциативное кольцо, упорядоченный на
бор ((лз,, л ,),..., (mk, п^) -  согласован с подстановкой а є удовлетво
ряющей условию ст' = ст. Тогда множество М М| х щ х (Р ) замкнуто 
относительно 1-арной операции [ ] u i , а универсальная алгебра
< МИ|Х щ...щ х „к (Р), [ ], а к > является'l ’-арной полугруппой. В частно
сти, если d -  порядок подстановки ст, то < М щ х х „t (Р), [ ak>
-  (d + 1)-арная полугруппа.

Доказательство. Пусть А, = (Лл, ..., Ajk), і = 1,..., / -  произвольные 
вектор-матрицы из М т х Л]> х щ (Р), а подстановка ст имеет разложе
ние (3.1).

Так как порядок d подстановки ст есть наименьшее общее кратное 
длин ее циклов из разложения (3.1), то длина 1г любого цикла Хг из 
разложения (3.1) делит d. Кроме того, тождественность подстановки ст'“1 
влечет за собой делимость / -  1 на d. Таким образом, 1г делит / -  1, то 
есть I = 22. + 1 для некоторого целого t  Будем использовать также то, что 
любой j e  {1,..., к] принадлежит одной из орбит (3.2).

Пусть вначале j  является элементом какой-либо орбиты X ( r =  1,..., р) с 
числом элементов, большим единицы. Для j  = ia условие (3.3) принимает вид

”J ma2U)’ nc2(j) ~ ma\jY ' ‘ ■

•••’ V 2o) = V w> »«ио, = mj- (4.1)
Выберем в каждой вектор-матрице А ,,..., А, по одной компоненте

A\j,Aia(j), Ä3a2(j), ■■■, A([_t)a/-2(j.y (4.2)
Первые lr матриц из (4.2)

А1у, ̂ 2с(/> ^ 3(J2 \lr _l)0'r -2(у) ’ \a>r -1 (у) (4.3)
имеют соответственно размеры

Щ X np ma(j) X Ио&> іяв2(Л X nal(jy ...

m+*U)X m^ ü )X n^üY  (4 -4)
Из (4.1) и (4.4) вытекает, что матрицы (4.3) можно перемножить в 

указанном порядке, в результате чего получится матрица A{JA2a(j)... \jr-\j) 
размера т} х mf  то есть квадратная матрица порядка mf

Далее неоднократно будет использоваться тот факт, что подстановка 
о действует на элементы из Хг также, как цикл ог порядка то есть 
ст(/) = erj j )  для любого j  є X .
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Так как матрица ^ +l)J имеет размер х  nf  то матрица 
B\(j) =  A\jÄ2a(j) ■■■ A /ra'r- ‘ ( j)A (l,+l)o'r (j) ~  A lJA 2a(j) ' ' '

также имеет размер т. х п.
Аналогично доказывается существование произведений

Д 2(/) -  В \С 0^ (/г+2)сг(» ••• ^ (2 /r)0 ^ - ‘ (y )^ (2 /,+ l)a 'r ( j )■>

Д к /) ~  Л (і-іУ л + 2 Ж У ) • • • ■^(і / , ) о,' - 1(У )Л ^ г+1)о/' ' О ') ’

% )  =  B ( t - m \ ( t - \ ) l r+2)a(j) — \ t i rW r- \ j ) A (4 r -*W r u v

каждое из которых имеет размер ягу х п.
Используя записанные выше равенства для В ,..., а также

тождественность подстановки а1' на элементах орбиты получим

В «Л  ~  B (t-2X f)-\ t-2 )lr+2)a(j) ■■■ \ (t-\ )lr)a,r-\ j ) \ ( t -\ ) l r+\)al' ( j )

\ t - l ) l ,+ 2 ) a ( j )  ■■■ A (,lr)a'r -\ j)A (,ir+\)al-U )  ~

~  Д і ( / ) ^ / г+2)а (у ) ■'' ^(2/г) с ,г- ' 0 ) А (21г +1)а1г ( j )  ' ' '  А ( ‘ ~2)!г +2)a ( j )  "•

■■■ \ t - \ ) l r W ' - \ j ) A «t-X )lr +\W ’- ( j )  4 ( f - l ) /r + 2 )a (y )  ■■■ A (tlr W ' - \ j ) A (tlr+\W ' ( j )  ~

~  A \jA2aj ••• A (2irW ' - \ j ) A {2ir+ \ W 'U )

"•  \ t - 2 ) l r+2)c{j) • ■ ■ \ t-\ )lr)al' - l( j ) \ t -\ ) l r+ \ W 'U )

•4 (f-l)/, +2)ст(у) • • • (̂,/r )<JW (y)-̂ (f/, +l)o/'- (у) ~

=  A\jA2a(j) . . .  4 , a ' ' - 10 ) \ + l ) ^ 0 ) \ + 2 ) (J''-+10 )  ' ' '  A (2(, )<r2,' - , U )A (2/r+l)G2''-(j)

■ ■ ■ \ t -2 ) l r +2)<5<-'-2^ * \ ] )  \ t - \ ) l r )a {,- lv' - \ j ) \ t - \ ) l r + \)^ ,A)l’- ( j )

A(ilr)°"r~'U)A(Hr+»<SrU) ~

~A \jA 2a(f) . . .  \ t l t )a e' - xU )A {4 r ^ W ,r U ) ~ A iO ) A 2 o ( j )  ■ • • A ( l - l ) o ' - 2( j ) A ta‘ - ‘ ( j y  

то есть для любого j  = 1, p  определено произведение
A\jA2a(J) ... (̂/_1)с'-2(у)-̂ /стг-1(у) (4.5)

матриц (4.2), взятых в указанных порядке, являющееся матрицей разме
ра nij X Ilj

Если j  является единственным элементом какой-либо орбиты X 
(г= р +  1,..., <7), то, согласно определению 3.1, у-е компоненты ..., Л;уво 
всех вектор-матрицах At, ..., А( являются квадратными матрицами, кото
рые к тому же, согласно условию теоремы, имеют один и тот же порядок 
nij X т. = п. X п. Поэтому определена матрица
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ЛA  -  Л(М)А J = p  + <4-6)
а так как подстановка ст оставляет символ у на месте, то из (4.6) вытекает 
существование матрицы (4.5) не только для у = 1,..., р, но и для j  = р +  1, 
..., q, то есть для любого j  = 1, ..., к.

Таким образом, определена вектор-матрица [ А ^  ... А;]; а к размера 
(лз, X л,, ..., тк ж пк), то есть

[AiA2 ... А/]/ст*е М (Р).1 4 * v.* X пк 4 7
Следовательно, множество М М] х И ] х  „ (Р) замкнуто относительно 
/-арной операции [ ], а к. Ассоциативность этой операции следует из тео
ремы 2.4. Теорема доказана.

5 Следствия. Далее во всех следствиях Р  -  ассоциативное кольцо. 
Полагая в теореме 4.1 ст -  цикл длины к из Sk, и, учитывая замечание 

3.5, получим
5.1 Следствие. Пусть ст -  цикл длины к из Sk, числа лз,, л,, ..., mk, пк 

удовлетворяют равенствам (3.4). Тогда множество М щ х х щ (Р) зам
кнуто относительно {k  + 1 )-арной операции [ ]ь , g к, а универсальная ал- 
гебра <М Щ х х „t (Р), [ ]w> ak> является (к +\)-арной полугруппой.

Полагая в следствии 5.1 ст = (12 ... к), и, учитывая замечание 3.6, получим
5.2 Следствие. Пусть числа лз,, л ,,..., тк, пк удовлетворяют(3.5). Тогда

множество М т] х „....  х (Р) замкнуто относительно {k  + 1)-арной опера-
ЦШ1 hi, (12... 4), л!а универсальная алгебра <Ы Щ х х „к (Р), [ ] ^ (12 к)к>
является (к + 1)-арной группой.

Полагая в следствии 5.2 к=  3, получим
5.3 Следствие. Множество Мшxs syггх т(Р) замкнуто относительно 

Варной операции [ ]4 (Ш) 3, а универсальная алгебра

[  L , (123), 3 >

является А-арной полугруппой.
Полагая в следствии 5.2 к= 2, получим
5.4 Следствие. Множество Мщ хп вх т{Р) замкнуто относительно тернар

ной операции [ ]3 (12) 2, а универсальная алгебра < M mxn nyJP), [ ]3 (12) 2 > 
является тернарной полугруппой.

Для цикла ст є Sk длины к = 2г, где r>  1 обозначим через Mm J2r, ст, Р) 
множество всех вектор-матриц А = (Л,,..., А2г), у которых компоненты 
Л,, имеют размер лзх л, а компоненты А ^, ..., ^ 2М(1)
имеют размер л X лз.

Ясно, что множество Мт л(2г, ст, Р) совпадает со множеством 
МИіХЯі mlrxnlr(P) всех 2 г-компонентных вектор-матриц размера 
(лз, X л,,..., m2r X п2) ,  где

т  = = ... = / и ^ 2(1) =т, щ = ио2(1) = ... = = л>

т<у(.1) = ОТСТ3(1) = ■•■ =Wa2r-l(1) =п, Па{ 1)= иоз(1) = ... = яст2г-1(1) =т.
Поэтому из следствия 5.1 вытекает
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5.5 Следствие. Множество Мга л(2г, ст, Р) замкнуто относительно 
( 2 г +  1 ) - арной операции [ ]2fH 2/} а универсальная алгебра
< M (2r, а, P), [ ]Міві 2r> является (2г + 1) -арной полугруппой.

Полагая в следствии 5.5 ст = (12 ... 2г), получим
5.6 Следствие. Множество Мга п(2г, (12 ... 2г), Р) замкнуто относитель

но ( 2 г+  і)-арной операции [ ]2гИ,(і2 ...2Д2/> а универсальная алгебра
< Мщл(2г, (12 ... 2г), Р), [ ]2i+l022i)2r> ’является (2г+ \)-арной полугруппой.

Полагая в следствии 5.6 г = 2, полним
5.7 Следствие. Множество Мго л(4, (1234), Р) замкнуто относитель

но 5-арной операции [ ] 5 23 4, а универсальная алгебра
< Мт л(4, (1234), Р), [ ]5 (1234) 4 > является 5-арной полугруппой.

6  /-Арные полугруппы в < М(1, Р), [ ], „ *>• Во введении отмеча
лось, что все полугруппы в частичной полугруппе М(.Р) всех матриц над 
ассоциативным кольцом Р  исчерпываются подполугруппами полугрупп 
вида М (Р). Что в связи с этим можно сказать об /-арных полугруппах в 
частичной /-арной полугруппы < М(£, Р), [ ]( а k > всех ^-компонентных 
вектор-матриц над ассоциативным кольцом Fi Ответ на этот вопрос со
держится в следующей теореме.

6.1 Теорема. Пусть Р -  ассоциативное кольцо, ст -  подстановка из 
удовлетворяющая условию & = ст, М -  подмножество множества M(k, Р), 
замкнутое относительно I-арной операции [ ], а к. Тогда универсальная 
алгебра < М, [ ]; в к > является 1-арной подполугруппой 1-арной полугруппы
< М т| х ...щ х „а’(Р), [ ]1ак> для некоторого набора ((mv пх) , ..., (mk, nk)),
согласованного с подстановкой ст.

Доказательство. По теореме 4.1 для любого набора 
((mv л ,),..., (mk, nk)), согласованного с подстановкой ст є Sk, множество 
M m,x щ х „t (P) замкнуто относительно /-арной операции [ ], о к, а уни
версальная алгебра < М М] х х (Р), [ ] , „ * >  является /-арной под
полугруппой в частичной /-арной полугруппе < М(£, Р), [ ]; о к >.

Пусть для подстановки ст имеет место разложение (3.1) с ст-орбитами 
(3.2).

Так как множество М замкнуто относительно /-арной операции [ ]( о к, 
то [А ... A] u i e M  для любой вектор-матрицы А = (Av ..., Ак) є М,

/
то есть определено /-арное произведение

[ А ^ А К і ^ Г ь . - . Г * } ,
/

где
Yj = AjAeff)... A ^ 2̂ A ^ ^ y j  = 1, ..., k. (6.1)

В частности, это верно для любого элемента j  из любой ст-орбиты Хг 
(г = 1,..., р) с числом элементов /, большим единицы. Так как / . < / = # . +  1, 
то, выписав первые 1г+ 1 компонент из правой части (6 .1), видим, что 
существует произведение
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•^а(/) о2(7) a ''-2U) <3,r~ \ j) <’ lrÜ )-

Это означает, что если вектор-матрица А имеет размер (ml х nv ..., тк х пк), 
то

nJ "  n°<f) = m<j2uy Пс1' ги) = та,г~'иУ ” а''чО') = Ша7ЧУ)’
а так как ст'г -  тождественная подстановка, то последние равенства при
нимают вид

ni  =  т°<1> Па<л  =  т а20 ) ’ "а '^ 2(Л =  та‘̂ 'и У  ” a '^l(y) =
Таким образом, выполняется условие 1) определения 3.1.

Если j  -  элемент из любой ст-орбиты Хг(г  = р + 1,..., q) с числом эле
ментов, равным единице, то (6.1) принимает вид YJ= Aj ... Aj. В част

ности, определено произведение AjAj, откуда следует совпадение разме
ров матрицы Aj. Таким образом, условие 2) определения 3.1 также вы
полняется. Следовательно, набор ((лг1; nt) , ..., (тк, пк)) согласован с под
становкой ст.

Пусть теперь В = (Bv ..., Вк) -  еще одна вектор-матрица из М разме
ра (//j ж vt, ..., fj.k X v4). Так как множество М замкнуто относительно 
/-арной операции [ ], в к, то

[ А ^ В  А ^ ] , , ^  {Zu ..., Zk} є М,

где
zj =  AjAa(j)... Aa,r.l(fBa,r(j)Aatr+>(j)Aalr+2(f) ... Ac,.I(jy

Тождественность подстановки <зК позволяет переписать последнее ра
венство следующим образом

Zj — AjAa(j)... Aj '-i^ B jAq̂ A ^ + i^  ... Aai-,^ .

Поэтому = \ij, Vj = ma(j), откуда и из (6.2) вытекает т} = (-L, ny = v.
Следовательно, вектор-матрица В имеет те же размеры, что и вектор- 
матрица А, то есть все вектор-матрицы из М имеют один и тот же размер 
(mj X nv ..., тк X пк).

Таким образом, доказано включение М с М В|ХЧ щ х (Р), где на
бор {{mv л ,),..., (тк, лА)), как показано выше, согласован с подстановкой 
0 . Теорема доказана.

Работа выполнена при поддержке Белорусского республиканского 
фонда фундаментальных исследований (проект Ф ЮРА-002).
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