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-  жРАСЧЕТ ДЕФОРМАЦИИ 
У ВЕРШИНЫ КЛИНОВИДНОГО ДВОЙНИКА 

НА ОСНОВАНИИ МЕЗОСКОПИЧЕСКОЙ 
ДИСЛОКАЦИОННОЙ МОДЕЛИ

На основании мезоскопическои дислокационной модели, согласно которой рас­
стояние между двойникующими дислокациями нельзя считать пренебрежимо малым, 
рассчитаны деформации у вершины клиновидного механического двойника. Показано, 
что деформации у вершины двойника могут менять знак своей величины не только в 
зависимости о т  соотношения плотностей дислокаций на противоположных дойни- 
ковых границах, ной в зависимости о т  соотношения величин параметров, определя­
ющих расстояние между дислокациями.

*
Дислокационная модель тонкого двойника, предложенная в [1], справедли­

ва для ограниченного класса клиновидных двойников, для которых выполняется 
соотношение H/L < 10-4 -  10~3, где Н шина двойника у устья, a L -  длина клино­
видного двойника. Такие двойники чаще встречаются в таких материалах, как, 
например, титан, кремнистое железо. Как правило, на практике приходится иметь 
дело с двойниками, для которых H/L > 10-2 - 1 0-1 [2-7]. Теория таких двойников в 
настоящее время слабо развита. Особый интерес при этом составляет матема­
тическое моделирование начальных стадий двойникования, которые во многом 
определяют дальнейшее развитие двойников. Для двойников на стадии зарож­
дения свойственно малое численное значение параметра L. В отдельных случа­
ях при наличии стопоров на пути движения вершинной дислокации возможна 
ситуация, когда Н > L.

Для моделей начальных стадий развития двойников присуще то, что двой­
ники необходимо рассматривать на таком масштабном уровне, когда из-за ма­
лости размеров двойников, необходимо учитывать параметр, определяющий 
расстояние между двойникующими дислокациями. Однако упрощения, которые 
дают такие модели, заключаются в возможности оперирования дискретными
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величинами, а суммарный вклад в деформационную картину двойника, может 
быть определен суммированием дискретных вкладов компонентов, составляю­
щих двойниковые границы.

Развитие клиновидных двойников во многом связано с напряженным и де­
формационным состоянием у его вершины. Поэтому целесообразной и актуаль­
ной представляется цель данной работы, заключающаяся в разработке способа 
расчета деформационного состояния у вершины клиновидного двойника на ме­
зоскопическом масштабном уровне.

Рассмотрим клиновидный двойник формы, близкой к форме равнобедрен­
ного треугольника (рис. 1). Такие двойники возникают в деформируемых двой- 
никующихся материалах в малодефектных областях. Смещения, которые со­
здает единичный дискретный компонент границы такого двойника (двойникую- 
щая дислокация), могут быть определены из соотношений [8]:

5

Рис. 1. Типичный в и д  кл и н о в и д н ы х  д в о й н и к о в  формы 
равнобедренного треугольника 

(растровая электронная микроскопия 
с использованием NANOLAB-7)
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Здесь Ькр и Ьв -  краевая и винтовая составляющие вектора Бюргерса двой- 
никующих дислокаций; v -  коэффициент Пуассона.

Дислокационная модель рассматриваемого двойника на мезоскопическом 
уровне схематически может быть представлена так, как это показано на рис. 2. 
Поля смещений, создаваемые каждой границей (ОА и ОВ (см. рис. 2)) такого 
двойника, находятся в результате суперпозиции смещений, формируемых каж­
дой дислокацией границы и определяемых по формуле (1). Результирующие 
смещения, создаваемые обеими границами в общем случае могут быть опреде­
лены, как
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Uj(x,y) = X ui (x -n d ,y  + nh) + £ u j  ( х  -  md, у -  mh),
n m

,OA „  .O B

(2)

где i принимает значения x, у или z; Uj и u; -  смещения, формируемые 
соответственно границами ОАи ОВ клиновидного двойника (см. рис. 2).
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Рис. 2. Схема взаимного расположения дислокаций, их компонент вектора 
Бюргерса и декартовой системы координат для расчета полей напряжений 

и деформаций у клиновидного двойника

Учитывая (1) и (2), полагая ориентацию винтовой и краевой составляющих 
вектора Бюргерса такой, как на рис. 2, а именно, направление краевой составля­
ющей совпадает с направлением оси ОХ, а винтовой -  перпендикулярно плос­
кости рисунка (плоскости XOY) в сторону наблюдателя (вдоль положительного 
направления оси OZ правой декартовой системы координат), для клиновидного 
двойника в однородной и изотропной среде получим:
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Из данных соотношений могут быть определены и компоненты тензора де­
формаций Uy. Для этого необходимо найти частные производные [8].
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1 dUj 3uj 
5xj dXj

(4)

В результате получим:
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Для определения деформаций в вершине клиновидного двойника удалим 

из его вершины двойникующую дислокацию и рассмотрим деформационное со­
стояние, создаваемое в этой точке дислокациями двойниковых границ. Такое
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удаление дислокации приведет к тому, что суммирование по п в (5) будет вес­
тись не от нуля, как ранее, а от единицы. Чтобы определить напряжения и де­
формации в вершине двойника, необходимо также в (5) принять х = у = 0, так как 
в нашем случае вершина двойника находится в начале декартовой системы ко­
ординат (рис. 2). В результате из (5) получим:
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В случае, когда N=M, из (6) следует
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Из-за симметричного относительно оси ОХ (рис. 2) расположения дислока­

ций на двойниковых границах при N=M и постоянстве параметров d и h, компо­
ненты тензора деформаций и ^ ,  и ип  равны нулю в связи с тем, что де­
формации дислокаций на двух двойниковых границах скомпенсированы. В то 
же время из-за расположения на двойниковых границах дислокаций одного зна­
ка деформации u ^ , uyz удваиваются. Рассмотрим эти деформации более под-

U
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робно. Для этого введем безразмерный параметр

Х,1(х ,у ) = и«(Х' 5%  . (8)
/  U lj

где = В ху = B W = Ъкр/ 2%. В ^  = В у2 = Ь̂ / с- Этот параметр позволяет без
ущерба общности абстрагироваться от численных значений вектора Бюргерса 
двойникующих дислокаций, который индивидуален для каждого материала.

На рис. 3, а и б представлены зависимости х ху и x yz от числа двойникующих 
дислокаций на двойниковых границах N. При расчете принималось d = 0,15 мкм; 
h = 0,05 мкм; v = 0,33. Видно, что с ростом N численные значения рассматривае­
мых деформаций монотонно растут по модулю. При больших значениях N скорость 
роста величины деформаций уменьшается. Это связано с тем, что растет длина 
двойника, а вместе с ней увеличивается расстояние от вершины двойника до при­
бавляемых к его устью дислокаций, который начинают вносит ь свой суммарный 
вклад в деформационное состояние в вершине двойника благодаря дальнодей-
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При N*M деформации и та, Uyy, зависят от параметра
N  1 M i

a  = Z1-Z1-
n=l ^  m = i^

(9)

Причем при N<M получаем Д<0. Это значит, что если на границе ОВ (рис. 2) 
дислокацийбольше, чем на границе ОА, то деформации и**, и ^ , уверши- 
ны двойника будут менять знак своей величины на противоположный.

В плане анализа зависимости деформаций у вершины клиновидного двой­
ника от параметров d и h, рассмотрим зависимости:

Xij ( d , h )  X i j ( d , h )

А
где

N  1 M i

= Z i + Z “
11=1 n m=im

(10)

(11)

Зависимости (10) представлены на рис. 4. Как видно из данного рисунка, 
деформации и ^ ,  и иху знакопеременны, а деформации ии  и uyz знак сво­
ей величины не меняют (здесь речь будем вести о деформациях, так как их кон­
фигурация аналогична конфигурации зависимостей (10)).

Деформации и** у вершины двойника растут с уменьшением расстояния 
между двойникующими дислокациями (рис. 4, а). При d>h и при d>1 наблюдает­
ся ихх<0, а при d<h в основном и хх>0. Такая же ситуация наблюдается и в слу­
чае деформаций иху (рис. 4, в). В случае деформаций в зависимости от 
соотношения величин параметров d и h также наблюдается изменение знака 
деформаций. При d>h и d>1, и >0, а при d<h, и <0 (рис. 4, б).

Рис. 4, а
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h, мкм

Рис. 4, в
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h, мкм

Рис. 4, д

Рис. 4. Распределения: Xxx̂ d,h  ̂ (а); — (б); Хху̂ ,h  ̂ (В); (г) и *yz<d-h) (д)
A A L Д X



МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ

В зависимости от параметров d и h конфигурация деформаций и,^ и uyz у 
вершины клиновидного двойника имеет отличный вид от конфигурации напря­
жений u ^ ,  un  и (рис. 4, г и д). Высокая скорость роста деформаций 
наблюдается при уменьшении h, а у деформаций uyz -  при уменьшении d.

Таким образом, предложен способ расчета полей деформаций у вершины 
клиновидного механического двойника. Показано, что у деформации у вершины 
двойника могут изменять знак своей величины не только в зависимости от соот­
ношения плотностей двойникующих дислокаций на противоположных двойни­
ковых границах, но и от параметров, определяющих расстояние между двойни- 
кующими дислокациями.
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