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Введение

О МНОГОМЕСТНЫХ ОПЕРАЦИЯХ 
НА ДЕКАРТОВЫХ СТЕПЕНЯХ

В данной работе вначале для любых целых к > 2 и 1 > 2 н а  декартовой степени А" 
произвольного группоида А определяется 1-арная операция [ ] \ ки изучаются свойства 
этой операции. Строятся примеры ассоциативных и неассоциативных операций ука
занного вида. Отмечается ассоциативность (sk + 1)-арной операции / ]skt1 k в случае, 
когда А -  полугруппа, и неассоциативность операции [  ]sM k, где 2 < I < к в случае, 
когда А является группоидом с единицей, содержащим элемент, отличный от едини
цы. Далее для любых целых т > 2 и п > 3 на декартовой степени Вт(п~1> множества 
В определяется n-арная операция [  ]n т которая при т = 1 совпадает с п-арной 
операцией [ ]п п_1. Доказывается ассоциативность n-арной операции [ ]пт и приво
дятся многочисленные следствия этого результата. ' '

К числу операций на декартовых степенях относятся, например, произведе
ние комплексных чисел, произведение кватернионов и произведение октонио- 
нов, которые определены соответственно на 2-ой, 4-ой и 8-ой декартовой степе
ни множества действительных чисел. Все перечисленные выше операции явля
ются бинарными, из них только произведение октонионов является неассоциа
тивным. n-Арные операции на декартовых степенях при п > 2 ранее, как прави
ло, не рассматривались, и по этой причине о них мало что известно. В данной 
работе для любых целых k > 2 ,  1>2,  т > 2 и п > 3 н а  декартовой степени Ак 
группоида А определяются /-арная операция Ц  к и n-арная операция [ ]n m m 
которая при m = 1 совпадает с n-арной операцией [ ]п „_г  Доказывается ассоци
ативность n-арной операции [ ]n m >и приводятся многочисленные следствия 
этого результата.

Определенную на множестве А n-арную операцию [ ] называют ассоциатив
ной, если в А выполняются тождества

[[XiX2 ... xn]xn+1 ... x2rJ  = [х,[х2 ... xnxn+1] ... X2n_,] = ... = [XlX2 ... X ^[xn ... x2nJ ] ,

Впервые такая п-арная операция появилась у Дернте, который использо
вал ее в своем определении n-арной группы [1]. Если же в А выполняется тожде
ство

И Х 1Х2 -  Х А +1 -  X2 n J  =  tX 1X2 -  X n - J X n -  Х 2 п - Д

то n-арную операцию [ ] называют полуассоциативной.
Информация по п-арным группам имеется в работах [2 -  5].
1. /-Арная операция [ ], к. Пусть А -  группоид, к > 2 ,1 > 2. Определим на Ак 

вначале бинарную операцию

х о у = (х,, х2, ..., хк) о (Уі, у2......ук) = (Xly2, х2у3....... хк.1ук, хку1), (1)

а затем /-арную операцию

[х,х2 ... x j , к = х1 о (х2 о ( . . .  (хм о (хм о х ,))...)). (2)

Понятно, что операция [ ]2 к совпадает с операцией о .
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Пример 1. Тернарная [ ]3 2 и 4-арная [ ]4 2 операции, определенные на R2, где 
R рассматривается как группоид с обычной операцией умножения чисел, имеют 
следующий вид:

І К  х2)(у1, y2)(z,, z2)]3 2 = {xy2zv x2y,z2);

[(xr  * 2){yv y2)(z1, z2)(u1( u2)]42 = ( x ^ u , ,  x2y1z2u1).

Тернарная операция [ ]3 3, определенная на R3, где R снова группоид с обыч
ной операцией умножения чисел, имеет следующий вид

[(х,, х2, х3)(Уі, у2, y3)(Zl, z2, z3)]3 3 = (хіУ2г 3, x2y3zr  хзУіг 2).

Проведя соответствующие вычисления, можно убедиться в ассоциативнос
ти тернарной операции [ ]3 2 и неассоциативности 4-арной операции [ ]4 2 и тер
нарной операции [ ]3 3

Теорема 1. Если А -  полугруппа, п > 3, s > 1, то операция [ ]sCn_1)+1 является 
ассоциативной. В частности, ассоциативна n-арная операция [ ]n пг

Теорема 2. Пусть А -  группоид с единицей, содержащий элемент, отличный 
от единицы, к > 2, 2 < / < к, s > 0. Тогда (sk + 1)-арная операция [ ] к, определен
ная на Ак не является полуассоциативной.

Следствие 1. Пусть А -  группоид с единицей, содержащий элемент, отлич
ный от единицы, к > 2, 2 < / < к, s > 0. Тогда (sk + /)-арная операция [ ]sk+/ к, 
определенная на А \ не является ассоциативной.

Нам понадобится следующая
Лемма 1. Пусть А -  полугруппа, п > 3, [ ]п ^  -  n-арная операция, определен

ная на А"-1 формулой (2) при к = п -  1, / = п,

хі = (хи. xi2...... xi(n_1}) е A -1, i = 1........п.
Тогда

1Х 1Х 2 -  x J n , n- i  =  ( У , .  У 2 ' -  ■ У „ - і ) .

где
У] "  X 1jX 2(j+1) X (n-j)(n-1)X (n-j+1)1 X (n-1)(H )X nj’ j  “  1 . . П “  1-

Доказательство. Используя формулы (1) и (2), получим 
[ х , х 2 ... x ^ x J h ^  =  X ,  о  ( Х 2 о  ( ... ((х(п_1(1.....х ^ , , )  с  ( Х п1 , ... , х ^ , ) ) . . . ) )  =

"  V ( V  (  ( Х п -2  °  ( Х (П -1)1Х П2’ Х (п -1 )2 Х пЗ ' 1 X (n -1 )(n -2 )X n (n -1 ) ’ Х (п_ 1 )(п_ 1 )Х п1) )  . . .  ) )  -

-  Х 1 °  ( Х 2 с  (  . . .  ( Х ^  О ( Х (п_2)1Х (п_ 1)2Х п3 , Х (п_2)2Х (п_ 1)3Х п4 , . . .

’ X (n -2 )(n -2 )X (n -1 )(n -1 )X n 1 ' X (n -2 )(n -1 )X (n -1 )1 X n 2 ^  •••  ) )  -

... -  х ,  о (х21х32... xn(iv1), х22х33... х(п_1)(п_1)хп1,х23... х(п_2)(п_1)х(п_1)1хп2, ...
X X X  У У У  у \ =

••• » 2(п—2) 3(п—1) 41 " •  п(п-З)' 2(п—1) 31 " •  А П(П-2К

-  ( X ^ X j j  . . .  X ^ j^ jX ^ ,  X 12X 23 . . .  X (n_ 2 ) (n 1  )Х (п_ 1:)1Х п21 . . .

X X X  X X X  X ^
•* ' 1 (П—2) 2(п—1) 31 '*• л п(П-2)5 1(п-1) 21 л п(п-1)/'

Лемма доказана.
Таким образом, согласно лемме 1,

1Х 1Х 2 -  X J n , n - l  =  ( Х ц Х 22 Х ((Ь. 1Х1Н1)Х П1, Х 12Х 23 . . .  Х (п_2)(п. 1 |Х (п_ 1 ) іХ п 2 , . . .

" ■  1 Х 1 (п—2)Х 2(п—1 )Х 31 Х п (п -2 ) ’ Х 1 (п -1 )Х 21 " •  Х п (п -1 ) ) ' ( 3 )

п-Арная операция [ ] n m . Пусть В -  множество, m > 2, п > 3, А = Вт -  
т-ая декартова степень множества А, < А, • > -  полугруппа, операцию которой в 
некоторых случаях для сокращения записей указывать не будем.
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Заметим, что если В -  полугруппа, то в качестве • можно взять операцию, 
определенную на А = Вт покомпонентно.

Определим на Вт(л_1> n-арную операцию [ ]п т т следующим образом. Если

tt; = ( а ^ ,  ... , а ® , а ^ ,  ... , а ^ ,  ... , а^" 1}, ... , а[£ 1}) 6 Вт<"-1>, і е {1, ... , п},
то ^

[01,01,. ..  а п]п m m(n_1} = (Уі1...... y1m, у21, ..., y2m, ..., ym)V ..., y(n.1)m) e B^-d , (4)

где уі( определяются следующим образом

( У , ............... У » >  =  (а {? . -  . а<£) •  ( а ™ ........а ^ )  •  ... ^

( a (n -j) l ■ > a (n -j)m ) •  ( a (n - j+ l)p  ' a (n -j+ l)m ) *

-  (<*(£-1)1...... а (І-і)т ) * ( а п /........ а (п£ ) 6 Bm, j = 1......П -  1. (5)

Если положить а ц = ( а ^ , . . . ,  a j£ ) e Bm, y, = (yjr  ..., y^), j e {1,... , n -  1}, to

Y j  "  а 1|а 20+1) " ■  a (» -IH n -1 )a (»-J*1)1 • ”  a (n -1 )U -1 )a nJ Gv l \
Понятно, что, ввиду (3), при m = 1 n-арная операция [ ]n m m совпадает с 

n-арной операцией
Для доказательства ассоциативности n-арной операции [ ]n m m рассмот

рим на А"-1 = Bmx . . .x B m n-арную операцию [ ]п и запишем явный вид этой

операции. Для этого для любого i е {1...... п} положим
Л2Л

X, = (Хм.......х |(пИ|) € А"-1, х„ = (x[iJ), ... , х ^ )  е В"\ j = 1, ... , n -  1,
то есть

х, = « ----- х £ ) . ( х ® . . . ,  *Р>)........ (xSr-’>........ х ‘Г > ) ) е А «

Применяя лемму 1, получим [х,х2... x j n ^  = (у,, у2, ..., у ^ ) ,  где

У і  “  X 1|X 2U *1) —  X (n-JH n-1 )X (n-J+1)1 —  X (n -1 )U -1 )X n j e  В " 1
ИЛИ

V
Yj vxn , ••• , Х1тДХ21 . . x2m ) ■■■ VA(n -j) l' ■■■ ■ x (n-j)m I

' (n-j+l)l> ••• ’ x (n-j+l)m/ v x (n-l)l > "■ ’ х (п-1)тЯ  Xnl , , XnmA

Пример 2. Если m = 2, n = 3, to

« . - ( a ® ,  c ® , a {? \ a ^ ) ,  a g ,  a ® , a g ) , *  = («<?, ag>. a ® , a«>),
[0ЦСЦ0Ц]3 2 4 -  (yit . У12, У21, У22),

где

(Уц. Уі2) - (а|і}, аІ2))(а̂21), а̂Хазр аз2 )■

( У г і  ■ У 22 ) =  ( ) ( а  $ ,  а § ) ( а § } , а $  )■

Кроме того,
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Х1 =  (Х11 =  ( , Х $ ). Х 12 =  ( Х < ? . Х ^ ) ) ,  Х2 =  (Х21 =  ( X j i  , x g ), х г2 =  ( х £ > , х ^ ) ) ,

Х3 = (Х31 = ( Х ^ ,  х ® ) , х 32 = (х^1) , х ^ ) ,  [x1x2x j 3 2 = [y1,y 2],

где

х.V =  X X X =  ( X ®Уі 11 22 31 ^ X jj , х 12 Д Х 2 1 I Х 2 2  л х 31 ’ 32 >'

V =  X X  X =  ( X ®  у ® ) ( х ®  х < 2>>“ 2 12 21 32 'Х ц  і Xj2 /vX 2l I Х 2 2  А j , x 32 )■
Для доказательства ассоциативности п-арной операции [ ]n m m нам пона

добится следующая
Лемма 2. п-Арные полугруппы < Вт(п' 1>, [ ]п т > и < А"-1, [ ]п п1 > изоморфны. 
Доказательство. Ясно, что отображение <р, ставящее в соответствие эле

менту

« > ....... < > ,о < 2>....... а ™ ....... а ] - '> .......а ‘- ' ’ ) Е В «
элемент

((а {1}, ... , а ^ ) ,  (а,(2), , а ^ }), ■■■ , (а [п_1), ... , а ^ -15)) е Ап“1,
является биекцией Bm(n~1) на А"-1.

Кроме того,

t«l«i ®dn, m, ra(n-l) ~ (Уц’ ••• ’ Уіт’ У21 ’ •" ’ У2т’ •" 1 У(п-1)1’ ■" 1 У(п-1)т)Ф ~
- ((Уц> > Уіт)' (У21’ ’ Угт)’ ' (У(п-1)1’ ’ У(п-1)т)) -

_  ( У 1 ■ У г '  ’ У ( п - 1 ( )  ~  ( а н  “ | п - і ) ( п - і ) а п і '  ° І 2  ■ ■ ^ п - г н п - і і ^ п - і і і ^ п г '

... , CĈtX̂ ... ■■■ <Wd°W ’ ацп-1)а21 a(n-1)(n-2)an(n-1)) _
[ ( а ц ,  ■ ^ ( n - I J ^ ^ J l ..............® 5 (П -1 ) )  ( ® П І ’ • • •  ' а п (п -1 ) ) ]п ,п -1

= [((a^V, ,  а £ > ( af t  1}..... ................................а ^ ) ..... ( а ^ ...... а (2пш_1)))...,

-  ■ « а » ..... < 0 ........ ( а (пГ 1}- -  ■ =
= Г (« (1) о (1) о (п_1) а (п - 1))Ф ( а 0)  „(1 ) „ ( к - i )  „(п-і)\ч>ц а п , ..., а 1т, а п , а 1т ; т 21 , а 2т , а 2] ......  а 2т /

(~0) „О) г / ” -1) „ “ (“ -1)191 = Г/*(Р«1Р «14
f  ' а п 1 .........  а пт> пі > ■■■■ a nm > Jn.n-1 1а 1 “ 2 a n V n - l '

то есть

[a1a2 . . .a X >ra>m (n - i)= [< a ^  ... а Щ ,
Следовательно ф -  искомый изоморфизм. Лемма доказана.

Лемма 2 и теорема 1, согласно которой n-арная операция [ ]п П_1 является 
ассоциативной, позволяют сформулировать следующую теорему.

Теорема 3. п-Арная операция [ ]n m ассоциативна.
Если в теореме 2 положить m = 2, то получим 
Следствие 2. n-Арная операция [ )(12 ассоциативна.
Если в определении операции [ ]n'm m положить m = 2, n = 3, В = R,

< А = R2,» > -  полугруппа комплексных чисел с операцией

(а, Ь) • (с, d) = (ас -  bd, ad + be),

то из следствия 2 вытекает
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Следствие 3. Определенная на R4 тернарная операция
[(xv х2, х3, x4)(yv у2, у3, y4)(z,, z2, z3, z4)] = (r,, r2, r3, r4),

где
Гі = W ,  ~ W l  “  W 2 "  Х2У /2. Г2 = ХіУз22 “  W 2 + W i  + W v

Г3 =  Х з У і 2 Э -  W s  -  W 4  -  W * -  Г4 =  Х з У і2 4 "  W 4 +  Х 3У 22 3 +  Х 4У і 2 3-

является ассоциативной.
Если в определении операции [ ]n m m(n_1} положить m = 2, n = 3, В = R,

< А = R2,» > -  полугруппа двойных чисел с операцией

(а, Ь) • (с, d) = (ас + bd, ad + be),

то из следствия 2 вытекает
Следствие 4. Определенная на R4 тернарная операция

[(хг  х2, х3, х4)(у,, у2, у3, y4) (z v z2, Zj, z4)] = (г,, Г2, r3, r4),
где

Г1 = Х4Уз21 + W i  + W 2 + W z- Г2 = W 2 + W 2 + W i  + W r
r3 = x3ylZ3 + x4y2z3 + x3y2z4 + х4Уіг 4, г4 = хзУіг 4 + x4y2z4 + x3y2z3 + х4уі2з,

является ассоциативной.
Если в определении операции [ ]п m m(n_1} положить m = 2, n = 3, В = R,

< А = R2,» > -  полугруппа дуальных чисел с операцией

(а, Ь) • (с, d) = (ас, ad + be),

то из следствия 2 вытекает
Следствие 5. Определенная на R4 тернарная операция

[(X,, х2, х3, Х4)(у,, у2, у3, y4)(zr  z2, z3, z4)] = (г,, r2, г3, г4),
где

Г1 =  W r  Г2 =  Х і У з 2 2 +  W i  +  W i '  Г3 =  W 3 '  Г4  =  Х 3У 12 4 +  Х 3У 22 3 +  W 3 ’

-  чявляется ассоциативнои.
Если в определении операции [ ]n m положить m = 2, п = 4, В = R,

< А = R2,» > -  полугруппа комплексных чисел, то из следствия 2 вытекает
Следствие 6. Определенная на R6 4-арная операция

<
[(х,, х2, х3, х4, х6, х6)(у1> у2, у3, у4, у5, у6)

(zr  z2, Zj, z4, zgI z6)(u1, u2, u3, U4, u5, u6)]4 2 e — (rv r2, r3, r4, r5, rg),
где &

Г1 =  Х 1Уз2 5и 1 -  W s u i  -  х іУ 42 ей і " х 2Уз2 би 1 -  

-  ХіУз2бй2 + W 6 U2 -  ХіУ425й2 "  W 5U2'5 2 ’

Г2 = ХіУз25й2 "  Х2У425и2 "  W 6U2 “  Х2Уз2би2 +

+  Х ,У з2 би 1 -  W 6 U 1 +  W 5U 1 +  W 5 U 1-

Г3 -  ХзУб21̂ Э ~ Х4Уб21*"*3 _ ХзУб22иЗ Х4Уб22̂ 3 ~
-  X3y5z2u4 + x4y6z2u4 -  x3y6zlU4 -  x4y5zlU4,

r4 =  W A  -  Х4Уб2 1и 4 -  W 2U4 -  Х 4Уб2 2и 4 +  

+  W A  -  Х4Уб2 2и з +  Х зУб2 1и Э +  W l U3'

Г5 =  Х б У і2 Зй 5 “  W 3 U 5 "  Х бУ22 4й 5 " Хб У і2 4й 5 "

“  ХбУі24йб + ХбУ224ив “  Х5У22зиб “  ХбУі2зйб'
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Г6 =  х б У і2 з й б -  x 6y 2z 3u 6 -  W A  -  х б У і2 4й е +

+  W 4U5 "  Х з У Л й 5 +  W 3 U 5 +  W 3U 5'

является ассоциативной.
Если в определении операции [ ]n m m(n_1) положить m = 4, п = 3, В = R,

< А = R4,» > -  полугруппа кватернионов с операцией
(a1t b,, cr  d,) • (а2, Ь2, с2, d2) = ( а ^  -  b,b2 - -  dnd21 а ^  + b2a, + c,d2 - d,c2,

a ic 2 +  CA  + d A "  b  1 d 21 a i d 2 + +  b i c 2 "  c i b 2).

то из теоремы 1 вытекает
Следствие 7. Определенная на R8 тернарная операция

[(хг  х2, х3, х4, х5, xe х7, xB)(yv у2, у3, у4, у5, у6, у7, у8)

Z 2’ Z 3' Z 4’ Z 5' Z 6' Z 7’ Z 8 ^3  4 6 _ ^ 1 '  ^2’ ^3' ^4’ 5' *"б' ^7’ *"б)'
где

Г1 =  W l  -  Х2Уб2 1 -  ХзУ72 1 "  W l  "  Х1У6Z2 "  Х2У5Z2 "  Х3У8Z2 + Х*Уз2 2 "

-  W 3 -  Х зУб2 3 "  W 3 +  X 2y 8Z 3 -  X 1У 8Z 4 -  W a  ~  Х 2У 7Z 4 +  Х3У6Z 4 '

r2 = x ^ z ,  -  x2y6z2 -  x8y3z2 -  x4y8z2 + x ^ z ,  + x2y5Zl + x3y8z, -  xAy7z, +

+ Xly7z4 + x3y6z4 + x4y6z4 -  x2y8z4 -  x,y8z3 -  x4y5z3 -  x2y7z3 + x3y6z3,

Г3 = Х2Ув23 -  W 3 -  X3y7Z3 -  Х4У8Z3 + W l  + W l  + W i  -  X2y8Z 1 +
+ Xly8z2 + x4y6z2 + x2y7z2 -  x3y6z2 -  хіУбг 4 -  x2y6z4 -  x3y8z4 + x4y7z4,

r4 = x,y5z4 -  x2y6z4 -  x3y7z4 -  x4y8z4 + Xly8Zl + x4y6Zl + x2y7Zl -  X3y6Zl +

+ W 3 + W 3 + W 3 - Wz - W 2 -  W 2 -  W 2 + W ^  
r5 = (W s  -  x6y2Z5 -  W s  - W s  - We - We - We + We -

~ ХіУг^7 _ ХбУі̂ 7 — Х?Уг̂ 7 + ХвУ4̂ 7 — ХвУ428 — ХбУ|28 ~ Х7Уз28 + ХвУ228’

Гб = хэУsZ6 -  We - We - W e  + W s  + х5Уз25 + Ws ~ We + 

+  ХэУ3Z8 +  Хб У Л  + W s  -  W e  -  W 7 -  ХэУ3Z7 -  W 7 +  W v  

r7 =  W l  -  ХбУ2Z7 -  W 7 -  W 7 +  W s  +  W s  +  W e  -  W e  + 

+ Х5У4Z6 + ХбУі2в + We - We - We ~ We ~ 4<Zs + W a- 
r8 = Х5У1Z8 “ W e  "  We ~ We + We + хеУі25 + х7Уз25 "  W s  + 
+ Х5У227 + хеУЛ + >̂ 4*7 "  Wt ~ We ~ хеУЛ "  We + W e) 

является ассоциативнои.
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